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qualités  perfonneîks  ri  ont  pas  befoin  dtm  fi  fiihh  Jècûurs» 
Ces  formules  fir  années  et  Eloges  fi  fiuvent  rebattus ,  nei 
conviennent  quâ  des  Auteurs  qui  s'imaginent  ^  kùrs 
Patrons  s'en  trouvent  honùrh.  four  moi ,  je  fiiis  animé  d un 
plus  noble  motif ,  &  ce  motif  efi  la  reàmnoiffknce  :  O 

•  nrfi  qu*â  Vous  que  je  dois  ce  loifir  que  fat:  employé  à  cultiver; 
les  Mathématiques  depuis  la  fin  dé  Votre  Education  ;  Vos 

feules  libéralités  ont  reparé  les  torts  que  la  Fortune  niavoit 

fait  3  &  fans  Vous  les  foins  les  plus  cuifans  occfiperoient 
mes  trijles  jours. 

Faire  du  bien  ,  cefi  le  caraSIere  des  grandes    Ames, 
Comment  ne  fèroit  -  ce  pas  le  Vôtre  ,    étant  né  dans  le 

fein  dune  Famille  où  le  U/roïpne  de  l*un  (èr  t autre  fexe 
a  toujours  décoré  ce  qui  ordinairement  décore  les  autres  9 

je  veux  dire  la  Noblejfe ,  les  Titres  Ù*  la  Grandeur  : 
Mais  oii  m'emporte  un  zèle  indifcret ,  ce  font  les  grandes 
avions  Ù*  non  pas  les  louanges  qui  plaifent  aux  vrais 
Héros  i  Pardonnez  ,  MONSEIGNEUR,  ce  irait 
qui  vient  ■  déchaper  à  ma  reconnoiffance  ,  &*  s*il  ne  m* efi 

pas  permis  de  la  faire  éclater  par  les  plus  jufies  Eloges , 
Souffrez  dit  moins  que  faye  Diouneur  de  VoUs  en  donner  des 
marques  en  Vous  offrant  un  Ouvrage  qui  m  doit fa-naijfane& 
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qiià  vos  htenfiks,  UneUeil  que  Vous  daigner  es  )m  faire  j\ 
fna  pour  moi  un  nouveau  fijet  (f augmenter ,  s'il  Je  peut, 
déplus  en  plus,  le  reJpe&UfU9f  attachement  avec  lequel  fat 
îhonneur^étre^ 


MONSEIGNEUR^ 


^otrc  très-humble  &  trê^oBéiflant 
Serviteur  y  DsiDix  £u 


Vil) 

P  R  E  F  A  C  E. 

S  /^^^  "®  P^"^  mieux  fè  convaincre  de  l'utilité  des 

V^  nouveaux  Calculs  qu'en  jettant  les  yeux  fur  les- 

{>rogrès  étonnans  que  les  Mathématiques  ont  faits  depuis 
eur  invention  ;  qu'étoit-ce  que  la  Géométrie  avant  le 
tems  de  Monfîeur  Defcartes  !  Si  l'on  excepte  les  Ecrits 
d'Euclide  de  Pappus ,  d'Appollonius ,  Se  d'Archimede  ; 
que  trouve-t  on  dans  les  Ouvrages  de  la  plupart  dès  an- 
ciens Géomètres  >  que  des  redires  inutiles.  Se  des  commen- 
tai res  (ans  fin ,  plus  propres  à  rebuter  l'efprit  qu  à  lui  inipi- 
rer  du  goût  pour  la  recherche  de  la  vérité  ;  ce  n'eft  pas 
que  les  Anciens  ayent  jamais  manqué  de  génie,  les  traités 
qui  iiou^  reftent  d'eux  montrent  adés  quelle  étoit  leur 
fagacité  Se  leur  application  ;  mais  les  véritables  méthodes 
leur  étoient  inconnues ,  &  feute  de  ce  fècours  ce  n* étoit 
qu'à  force  de  travail  Se  de  tête  qu'ils  parvenoient  à  faire 
des  découvertes ,  dont  la  plupart  ne  valoient  pas  les  foins 
qu'ils  y  prenoient  i  toujours  reâêrrés  dans  les  bornes  d'un 
mince  détail ,  ils  ne  s'attachoient  qu'à  des  Plroblêmes  qui 
les  menoient  ordinairement  à  peu  de  chofè  ou  pour  mieux 
dire  à  rien  ;  leurs  recherches  commençoient  par  une  foule 
de  Lemmes ,  de  ces  Lemmes  on  tiroit  des  conféquences j 
Se  enfin  de  ces  confêquences  on  pafibit  à  une  démonftra- 
tion  longue ,  ennuyeu(è  Se  embarrafi!*ée>  dont  les  Mathé- 
matiques ne  recevoient  qu'un  foible  accroiflèment  :  il  eft 
vrai  qu  uii  peu  avant  la  découverte  des  nouvelles  métho- 
des 
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ties  on  commençoit  à  s'appercevoir  du  défaut  deff  ancien- 
nes: on  voit  par  les  Ouvrages  des  grands  Géomètres  qui 
fleurifîbient  dans  ce  Siècle ,  que  les  voycs  de  Généraliza- 
tion  étoient  leur  unique  but.  Le  Père  Guldin  Jéfujte  a 
trouvé  la  manière  de  mefùrer  les  Solides-  de  leurs  Surfaces 
par  la  connoiflànce  du  Centre  de  gravité  des  plans  qui  en 
tournant  autour  d'un  axe  de  mouvement  produifènt  ces 
3.olldes  :  Cavallerius  a  f>ouflë  la  Géométrie  alîes  loin  par 
le  fèul  principe  des  indivifibles  pu. des  élfemens  dont  on 
conçoit  que  les  Lignes ,  les  Surfaces  Se  les  Solides  font 
compofés  :  Grégoire  de  Saint  Vincent  prévenu  en  fe- 
veur  dé  la  méthode  d'Exhaullion  »  dont  Archimede  eft 
l'Auteur ,  s*en  eft  fervi  avantageufèment  pour  décou- 
vrir une  infinité  de  belles  propriétés  dans  les  Se(5lions 
coniques  :  Vivien  s'eft  attaché  à  ce  qu'on  appelle  les  plus 
grandes  Sc  les  moindres  ou  le  Maximum  de  Minimum ,  ôc 
nous  a  donné  fur  les  Se6lions  coniques  grand  nombre  de 
propoHtions  très-curiculès  qui  lui  ont  fait  mériter  le  Titre 
d'Auteur  fubtil  ;  d'autres  enfin  à  l'exemple  de  ceux  que 
i^ous  venons  de  citer  ont  mis  au  jour  bien  des  Productions 
qui  nous  font  voir  clairement  qu'on  ne  Ibngeoit  qu'à  fè 
défaire  de  Tefçlavage  des  anciens  préjugés  ;  mais  ces 
efforts  quoique  grands  Se  admirables  étoient  encore  in- 
fùffifàns ,  Se  l!on  peut  même  dire  qu'ils  lèroient  devenus 
dangereux  ;  comme  on  n'employoit  alors  que  la  Synchefè 
qui  par  elle-même  eft  bornée  au  détail  j  on  étoit  nécefïài- 
rement  obligé  de  prendre  des  détours  prefque  làns  fin 
pour  s'élever  au  général;  Il  falloit multiplier  les  Figures, 
y  décrire  une  infinité  de  Lignes  Se  d'Arcs,  en  obfèrver 
£>igneu(èment  la  poritipn;&  le^ Angles,  déduire  de  ces 
opérations  grand  nombre  de  piopodcions  incidentelles 

ù 
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qui  étolent  comme  autant  d'acceflbires  au  fujet ,  8c  ne 
parvenir  à  ce  cju'on  recherchoit  qu'après  avoir  fatigué  ion 
attention  par  un  long  &  pénible  travail»  croit- on  que 
bien  des  gens  eufïênt  voulu  marcher  à  travers  tant  dt 
Ronées  &  d'Epines ,  Se  que  cette  contention  d'efprit  les 
eût  engagés  à  l'Etude  d'une  fcience  dont  l'objet  n'eft  déjà 
que  trop  fec  \  Des  vérités  aufli  étendues  que  celles  de  la 
Géométrie  démandent ,  des  méthodes  fimples  &  faciles 
qui  ménagent  les  forces  de  l'efprit;  &  ce  font  ces  métho- 
des qui  ont  été  heureulèmënt  découvertes  dans  le  Siècle 
où  nous  vivons. 

M'.  Defcartes  eft  le  premier  qui  nous  en  a  frayé  le  che- 
min ;  de  fbn  tems  l'Algèbre  étoit  enfèignée  d*iine  manière 
û  obicure  qu'il  fufEfoic  de  la  nommer  pour  infpirer  de  la 
terreur  à  la  plupart  même  des  perfonnes  qui  fe  piquoient 
d'avoir  pcnétr-é  bien  avant  dans  les  fècrets  de  la  Géomé- 
trie :  cet  illuftre  Auteur  connoiflànt  toute  l'utilité  que  les 
Mathématiques  dévoient  retirer  de  cette  fcience ,  s'atta- 
cha à  en  débrouiller  le  Cahos ,  il  en  changea  les  expref- 
fions ,  les  cara(5leres  &  les  fignes ,  il  llmplifia  les  opéra- 
tions >  &  réduilànt  lies  équations  fous  différentes  clafîès, 
il  fît  voir  dans  ion  excellent  traité  de  Géométrie  comment 
on  pouvoit  les  appliquer  à  la  quantité  continue  de  même 
qu'on  Ïqs  appliquoit  auparavant  aux  fèulies  quantités  nu- 
mériques ;  ion  excellent  difcours  far  la  méthode  avoit 
déjà  éclairé  les  efprits  ;  les  Savans  voulurent  faire  l'eflài 
de  ces  nouvelles  maximes ,  &  bien-tôt  le  fuccès  en  fuÉ 
plus  grand  qu'on  n'avoit  crû  devoir  l'efpérer.  Craygius 
inventa  les  lieux  Géométriques  :  M' de  Sluze  Chanoine  de 
Liège  trouva  la  manière  de  conftruire  Géométriquement 
les  équations  déterminées ,  <-ts  deux  découvertes  fôurrii- 
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rent  un  moyen  général  dé  refondre  les  Froblêmes  indé- 
terminés &  les  déterminés.  Wallis  mit  au  jour  l'Arithmé- 
tique des  infinis  ,  &  s'attacha  à  appliquer  T Algèbre  au 
principe  des  Centres  de  gravité  des  Figures  &  des  Soli- 
des :  le  Calcul  des  Fluxions  parut  en  même  téms  en  An- 
gleterre ;  ce  n'étoic  encore -là  que  des  préludes  ;  quand 
la  voye  eft  une  fois  ouverte  on  ne  s'arrête  pas  en  chemin  ; 
l'illuftre  M',  de  Leibnits  après  bien  des  méditations  dignes 
de  fon  grand  génie ,  découvrit  enfin  les  principes  du  Cal-^ 
cul  différentiel  Se  du  Calcul  intégral  tels  qu'on  les  emt 
ployé  en  France  &  en  Allemagne ,  &  dès  ce  moment 
les  Mathématiques  commencèrent  à  paflèc  de  l'état  d'une 
longue  enfance  à  celui  d'une  prompte  &  parfaite  maturité  ; 
la  clarté  &  l'étendue  de  ces  méthodes  frappèrent  tous  les 
efprics ,  les  Routes  tatonneulès  des  Anciens  furent  abban- 
données ,  on  ne  travailla  plus  que  félon  ces  nouvelles 
vues ,  &  tout  autant  d'Ouvrages  qui  parurent  au  jour  fu-« 
rent  autant  de  dhef-d'œuvres,  qui  cent  ans  auparavant 
auroient  été  regardés  comme  furnaturels  :  il  fèroit  inutile 
de  faire  ici  le  détail  de  ces  Ouvrages,  tout  le  monde  con- 
Boit  les  excellens  Traités  de  M' le  Marquis  de  l'Hôpital 
fîir  les  Se(5l:iohs  coniques ,  ÔC  Içs  infiniment  petits  ;  celui 
du  Père  Reynaud  fîir  l'Anîdyfe  démbntnée ,  ceux  de  M" 
Rolle,  Guinée,  Varignon,  Carré,  Volf,  BernouUi  , 
Hermant,  Polenus^,  Keil ,  Graveiànde  ,  8c  fùrtout  les 
Mémoires  dé  la  câebre  Académie  R.oyale  dos  Sciences 
où  l'on  trouve  à  chaque  jpas  des  découvertes  admirables 
dignes  du  profond  fàvoir  de  cet  illuïlre  Corps. 

Iln'eft  plus  queftion  aujourd'hui  pour  devenir  Géomè- 
tre de  pâlir  pendant  lesrtrente  ou  quarante  années  fur  des 
grands  Infolio  où  une  érudition  mal  placée  érouffoic  im 
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iàvoir  obicur  &  embarraflë  qu*on  avoir  peine  à  démêlerv 
Les  nouveaux  principes  font  clairs  &  évidens  ;  la  brièveté 
qui  les  fuit  partout  n*exige  point  une  attention  forcée ,  & 
quelques  années  d'étude  fuivie  {ùfBfènt  pour  élever  un 
Homme  qui  a  des  talens  bien  ah-dedùs  de  ces  génies  qui 
Ëiifbientradmiration  de  l'Antiquité;  croit-on  qu'un  jeune 
Homme  de  fèize  ans  pût  produire  un  Ouvrage  qu'Archi- 
mede  lui-même  auroit  fbuhaité  d'avoir  fait  fur  la  fin  de  £es 
jours  ?  c'eft  cependant  ce  que  nous  avons  vu  >  &  ce  qui  pa;- 
roicroit  incroyable  à  la  poftérité  fl  les  Calculs  modernes 
venoient  malheureufèment  à  tomber  dans  l'oubli. 

Au  refte  il  ne  faut  point  s'imaginer  que  je  veuille  rejet- 
ter  abfolument  la  Synthéfè  i  je  me  contredirois  moi-même 
après  tout  ce  que  j'en  ai  dit  dans  le  projet  de  mes  Ouvrages  ^ 
&  dans  les  Préfaces  de  ceux  qui  ont  déjà  paru.  i^.  La  Syn- 
théfè eft  d'une  nécefUté  indifpenfàble  pour  les  commen- 
çans  ;  le  Calcul  fiippofè  les  principales  propriétés  des  Fi- 
gures auxquelles  on  l'applique ,  Se  c'eft  de  la  formation 
dé  ces  Figures  que  leur  propriétés  fè  déduifènt  :  à  quoi 
(èrviroit  donc  le  Calcul  îkns  ces  çonnoifîânces  prélimi- 
naires l  Et  comment  pourroit-on  les  acquérir  fi  on  négli- 
geoit  l'unique  route  qui  ^eut  y  conduire  f  D'ailleurs  le 
Calcul  a'  quelque  chofè  de  trop  abftrait  pour  les;  com- 
mènçans  ,  peu  accoutumés  à  tout  ce  qui  porte  le  nom 
d'attention  un  peu  fèrieufè ,  il  ne  leur.fèroit  pasLfacile  de 
s'appliquer  d'abord  à  une  Etude  qui  impofè  à  Timaginar 
tion  un  éternel  filence ,  le  détail  Se  les  objets  fènfibles  tels 
que  font  les  Figures  leuir  convierinent  mieux ,  il  ùnt  leur 
donner  letems'de  s'y  faire  j  &  ne  les  mènera  l*abflra(5lion 
des  méthodes  générales  que  d'unemaniere  infènfible  qui 
les  empêche  s'il  fè  péutxleiè  douter  .du  changonenr  :  en 
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fécond  lieu ,  bien  qu'il  fbit  vrai  en  général  que  le  Calcul 
cft  le  moyen  le  plus  fur  pour  parvenir  à  l'invention ,  il  faut 
cependant  avouer  qu'il  efl  bien  des  occafions  où  la  fîmple 
formation  des  Figures  fait  réfbudre  plus  aifément  un  Pro- 
blème ;  on  en  trouve  plus  d'un  exemple  dans  le  Traité 
dès  infinimens  petits  de  M' le  Marquis  de  l'Hôpital ,  Se 
j'ofe  me  flâter  que  ceux  qui  voudront  fè  donner  la  peine 
de  lire  mes  Ouvrages  y  trouveront  des  preuves  convain- 
quantes de  cette  vérité  j  la  Synthéfe  bien  ménagée  n'eft 
donc  point  à  méprifèr  comme  quelques  perfbnnes  fè  l'i- 
maginent mal  à  propos  ;  un  bon  Géomètre  doit  profiter 
de  tout  ^  fi  la  route  ordinaire  lui  ofire  un  moyen  aifé  de 
découvrir  ce  qu'il  cherche ,  il  auroit  tort  d'employer  un 
Calcul  qui  malgré  fà  certitude  neprefènte  jamais  à  l'efprit 
une  certaine  évidence  ;  fi  au  contraire  il  ne  peut  attein- 
dre à  fon  objet  par  la  Synthéfe  qu'après  une  infipité  de 
détours  Se  de  circuits  embarrafiàns ,  il  doit  préférer  la 
commodité  dts  nouvelles  méthodes  à  une  clarté ,  qui 
après  tout  ne  doit  être  eilimée  qu'autant  qu'elle  ne  jette 
point  dans  des  plus  grands  inconveniens  ;  il  efi:  vrai  qu'a- 
près avoir  Éiit  une  découverte  par  l'Analyfè  on  devroit  y . 
joindre  une  démonftration  qui  donneroit  plus  de  fàtitac-  • 
tfon  à  l'efprit  ;  c'étoit  le  fèntiment  de  rilluftre  M'  de  < 
Fermât  qui  fè  plaignoit  que  de  fbn  tems  on  négligeoic 
l'élégance  des  démonftrations  ;  bien  des  Savans  penfent 
encore  aujourd'hui  de  la  même  façon  j  mais  dufil  ne  fè- 
îbit-ce  pas  trop  exiger  des  Géomètres?  L'efprit  inventif- 
n'aime  point  qu'on  le  gêne ,  nous  voyons  tous  les  jours 
qu'un  Savant  propre  pour  l'invention  aime  mieux  défri- 
oier  un  terrain  inconnu  que  de  mettre  la  dernière  maia 
à  cent  autres  qu'il  a  lui-même  défrichés. 
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Quoiqu'il  ait  déjà  paru  beaucoup  de  traités  touchant  ■ 
les  nouvelles.méthodes ,  j'efpere  que  celui  ci  ne  fera  pas 
regardé  comme  tout  à  fait  inutile  :  M' le  Marquis  de  l'Hô- 
pital écrivoit  dans  un  tems  où  les  Savans  même  avoient 
befbin  d'être  inftruits.  ;  on  ne  parle  point  aux  Savans  de 
la  même  façon  qu'on  parle  à  ceux  qui  ignorent  les  pre- 
miers principes;  ce  qu'il  a  dit  fuffifoit  pour  communiquer 
fès  lumières  aux  perfbnnes  à  qui  il  s'addredôrt ,  Sa  c'eût 
été  une  perte  de  tems  pour  lui  &  pour  le  public  û  ibo  gé- 
nie vif  &  pénétrant  s'étoit  amufé  à  donner  plus  d'éten- 
due à  {qs  Ecrits  au  lieu  de  s'attaclier  comme  il  a  fait  à  des 
nouvelles  recherches  que  les  Mémoires  de  l'Académie 
àçs  Sciences  nous  ont  conlèrvées.  Le  Père  Reynaud'n'a 
prefque  rien  laiflS  à  dire  dans  ion  Analyfè  démontrée  ; 
mais  le  grand  nombre  de  méthodes  qu'il  rapporte  ,  &  le 
peu  d'application  qu'il  en  fait  à  la  Géométrie  rendent  fbn 
Ouvrage  plus  propre  pour  les  Savarts  que  pour  les  per- 
sonnes qui  ont  beîoin  d'être  menées  pas  à  pas  dans  des 
routes  qui  leur  (ont  inconnues.  M"^  Volfs'eft  un  peu  plus 
humanifé  dans  fbn  cours  de  Mathématique ,  le  détail  & 
les  applications  n'y  manquent  pas ,  l'on  trouve  même 
dans  fà  méthode  un  ordre  &  une  clarté  qu'on  ne  rencon- 
tre pas  aifëment  dans  la  plupart  des  Auteurs ,  mais  fbn 
Ouvrage  eft  Latin ,  8l  tout  le  monde  ri'entend  pas  cette 
Langue  ;  je  ne  parle  point  de  grand  nombre  d'Ecrits  que 
la  Savante  Angleterre  a  mis  au  jour>  on  fait  que  les  Au- 
teurs de  cette  nation  s'appliquent  plus  à  approfondir  les 
Matières  qu'à  les  mettre  à  la  portée  de  tous  les  efprits , 
il  Êiut  des  Ouvrages  plus  familiers  pour  des  perfbnnes  à 
qui  les  fciences  ne  fbnt  pas  familières.  Ce  que  je  viens 
de  dire  fait  afièz  voir  quel  efl:  mon  deflèin  ;  je  cherche  à 
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éclairer  ks  commençans ,  à  leur  applanir  les  voyes ,  <îfc 
à  les  exempter  d'une  contention  d'efprit  qui  pourroic  leur 
donner  du  rebut  pour  unefcience  à  laquelle  ils  fbuhaitenc 
d'atteindre  ;  mes  Ouvrages  précédens  tendent  au  même 
but  :  dans  le  Premier  j'ai  donné  les  principes  généraux 
de  Mathématique  à  commencer  par  l'Arithmétique  qui 
eneft  la  clef  générale  ;  dans  le  Second  j'ai  renfermé  toute 
la  Synthé{è  qu^on  doit  fàvoir  pour  fè  faire  un  acquit  fans 
lequel  on  s'adonneroit  vainemeut  au  Calcul  :  dans  le 
Troifiéme  j'ai  montré  la  manière  d'appliquer  la.fimple 
Algèbre  à  la  Géométrie ,  &  pour  accoutumer  les  efprits 
à  s'élever  infenfiblement  au-deflùs  du  détail  'j  j'ai  donné 
des  méthodes  de  Generalization  qui  tiennent  le  milieu 
entre  la  Synthé/è  &  les  Calculs  trop  relevés  >  enfin  dans 
celui-ci  je  pafîè  à  la  Géométrie  fùblime  &  tranfcendante 
telle  qu'on  la  traite  aujourd'hui ,  afin  que  le  Le<5l;eur  re- 
flechiflânt  fur  les  méthodes  d'invention  que  cette  fcience 
comprend  puiflè  parvenir  à  faire  lui-même  des  découver- 
tes honorables  pour  lui ,  Se  utiles  pour  le  Public.  Aurai- 
je  bien  ou  mal  réufil  dans  mon  deflèin  >  c'eil  ce  que  je 
laiflè  au  jugement  des  Savans ,  toujours  prêt  à  me  con- 
former à  leurs  idées  dkns  tous  les  endroits>oii  ils  croiront 
devoir  me  redreflèr. 

Cet  Ouvrage  contient  trois  Parties.  La  Première  eft 
un  Traité  préliminaire  où  j'ai  renfermé  tout  ce  qu'on  doit 
^voir  d'Analyfè  &  de  Géométrie  fublime  lorfqu'on  veut 
s'adonner  aux  nouveaux  Calculs."  Dans  mon  Aritkmétifie 
des  Géomètres ,  je  n'ai  donné  de  l'Algèbre  qu'autant  qu'il 
en  ^lloit  pour  des  perfbnnes  que  je  fùppofois  dépourvue? 
de  Géométrie.  Les  Equations  des  Problêmes  numériques 
ne  s'éle  vent  guère  au-delàdu  troifiéme  degré  :  Auffim'ea- 
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fuis-je  tenu-là  ;  maintenant  je  reprens  eette  matière  où  je 
l'a  vois  laiflee ,  &  je  commence  par  la  réfblution  des  Equa- 
tions de  tous  les  degrés ,  (bit  que  leur  Racines  foient  com- 
menfurables  ou  qu  elles  ne  le  Ibient  pas  ;  delà  je  viens 
aux  fuites  Algébriques  dont  on  tait  grand  u(âge  dans  le 
Calcul  intégral  pour  les  Racines  6c  les  puiflànces  impar- 
faites des  grandeurs  complexes  ;  je  paflè  enfuite  aux 
Equations  qui^expriment  la  nature  des  Courbes ,  ces  for- 
tes d'expreflions  font  d'un  grand  fecours  pour  la  folution 
des  Problêmes  ;  c'eft  pourquoi  j'en  donne  une  lifte  afïes 
ample  qu'on  fera  bien  de  fe  rendre  extrêmement  fami- 
lière ;  on  en  reconnoîtra  l'utilité  dans  les  Lieux  Géomé- 
triques que  j'explique  immédiatement  après ,  dans  la  con- 
ftruélion  des  Equations  déterminées  de  tous  les  degrés, 
dans  la  manière  de  conftruire  toute  forte  de  Courbes  par 
la<:onnoinànce  de  leurs  Equations ,  âc  dans  celle  de  ré- 
soudre les  Problèmes  Géométriques  déterminés  &  indé- 
terminés 9  les  exemples  que  je  donne  de  tout  ceci  font 
faciles  &  très  propres  à  en  procurer  l'inrelligence  »  ce-^ 
pendant  je  confèille  à  ceux  qui  commencent  de  ne  pas 
s'en  tenir  à  la  fimple  leélure  i  cette  manière  d'étudier  eft 
trop  fùperfîcielle  lorfqu'il  s'agit  dfe  Mathématiques  ,  il 
faut  lire  la  Plume  à  la  main  6c  travailler  foi-même  à  faire 
les  Calculs  ;  l'attention  en  efl  moins  fatiguée ,  les  idées 
s'arrangent  beaucoup  mieux  dans  l'efprit,  l'habitude  de 
calculer  fe  forme  infcnfiblement ,  Se  l'on  devient  boi;i 
Géomètre  en  moins  de  tems ,  &  avec  moins  de  peine 
qu'on  n'en  employeroit  eu  revenant  plufieurs  fois  fur  un 
même  fujet. 

Dans  la  féconde  partie  je  donne  les  règles  du  Calcul 
Différentiel ,  6c  je  l'applique  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  in- 

tereflànt 
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tereâànt  dans  k  Géométrie  :  On  y  trouvera  là  manière 
de  mener  les  Tangentes  des  Courbes ,  de  connoître  leurs 
Soutangentes  ^  leurs  Perpendiculaires,  Se  leurs  Souper- 
pendiculaires  ,  leurs  AÎymptotes  ,  leurs  points  d'In- 
flexion Se  de  Rebrounêment ,  les  Rayons  de  leurs  Dé- 
veloppées, &  la  nature  de  ces  mêmes  Développées  ;  j'y 
explique  auffi  la  règle  de  Maximis  Se  Minimis ,  &  la  ma- 
nière de  trouveifles  Cauftiques  paF  reflexion  &  parré- 
fraélion ,  dont  on  ait  grand  ufàge  dans  la  Dioptrique  Se 
la  Catoptrique. 

La  troiiiéme  partie  contient  les  règles  du  Calcul  In«> 
tegral  ;  je  fais  voir  Tufiige  qu'on  en  fait  pour  la  .quadra- 
ture Se  la  redtiBcation  des  Courbes  ,  pour  la  cubature 
des  Solides  Se  la  quadrature  dé  leurs  Surfaces ,  pour  la  re- 
cherche des  centres  de  Gravité  Se  des  centres  d'OlcilIa- 
tion ,  &  pour  la  méthode  inverfè  des  Tangentes  ;  enfin  je 
termine  l'Ouvrage  par  l'explication  du  Calcul  des  Loga- 
rithmes ,  Se  du  Calcul  Exponentiel  ;  ce  dernier  n'eft  au- 
tre chofe  que  l'application  du  Calcul  DifFérerttiel*&  Inté- 
gral aux  Equations  des  Courbes  qui  ont  pour  expofàns 
des  grandeurs  indéterminées  >  ce  qui  leur  a  fait  donner 
le  nom  de  Courbes  parcourantes. 

J'aurois  pu  appliquer  les  nouvelles  méthodes  à  grand 
nombre  de  beaux  Problêmes  phyfico-mathematîques  ; 
mais  comme  ces  Problêmes  demandent  qu'on  (bit  in' 
ftruit  des  principes  {ùr  lesquels  ib  (ont  fondés ,  Se  que 
d'ailleurs  je  me  propofe  de  mettre  au  jour  quelques  Ou- 
vrages ïùr  ces  matières ,  j'ai  crû  qu'il  feroit  inutile  d'en 
gtoffit  celui-ci  ,  dont  le  Volume  n'eft  déjà  que  trop 
grand. 

H.eft  bien  des  Perfbnnes  qut  s'cfl&rouehent  au  feui 
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nom  du  Calcul  Différentiel  &  Intégral ,  de  même  qu  on 
s'efîàrouchoic  autcefois  au  fèul  nom  de  TAlgebre.  On . 
s'imagine  que  tout  le  monde  n  eft  pas  propre  à  ce  Cal- 
cul ,  Se  qu'il  faut  avoir  un  génie  extraordinaire  Se  tranl^ 
cendant  pour  en  foutenir  les  difficultés  :  erreur  groffiere 
dont  je  ne  connois  d'autfe  caufè  que  l'empreflèment  mal- 
placé, &  le  peu  d'ordre  avec  lequel  on  savifè  de  s'a- 
donner à  cette  étude.  Je  l'ai  déjà  dit  j  on  calculera  tou- 
jours vainement  fi  l'oi)  eft  dépourvu  des  connoiflànces 
préliminaires  »  Se  l'on  ne  calculera  jamais  qu'avec  une 
extrême  difficulté ,  fi  l'on  ne  connoit  qu'en  tâtonnant 
Its  principales  propriétés  des  Figures  que  l'on  ne  peut 
déduire  que  de  leur  formation.  Qu'on  fuive  au  contraire 
la  route  que  la  nature  des  chofès  demande  ,  dès-lors  les 
difficultés  feront  applanies  ,  l'analyfè  Se  (es  opérations 
n'embarrafîèront  pas  plus  que  les  règles  ordinaires  de 
l'Arithmétique  ,  Se  l'on  fera  furpris  de  s'être  laifTé  fra- 
per  d'une  terreur  panique  à  la  vue  d'un  vain  Fantôme  qui 
n'a  jamais  eu  de  réalité.  Qu'eft-ce  après  tout  que  ce  Cal- 
cul dont  on  fè  fait  une  fi  bizarre  idée  ?  Ce  font  des  opé- 
rations littérales  dont  le  partage  eft  la  fîmplicité  ;  on 
ajoute ,  on  retranche ,  on  multiplie ,  on  divifè ,  on  ex- 
trait une  Racine ,  on  élevé  à  une  puiflànce.  Que  trouve- 
t-bn  en  tout  cela  qui  puiflè  infpirer  la  moindre  terreur  î 
Sur  quoi  applique-t-on  ce  Calcul  \  Sur  les  principes  les 
plus  communs  de  la  plus  fimple  Géométrie  ;  ceft  ce 
que  j'ai  taché  de  faire  voir  dans  tout  le  cours  de  cet  Ou- 
vrage. J'en  ai  éloigné  les  raifbnnemens  Métaphifiques , 
dont  quelques  auteurs  fè  fervent  pour  démontrer  certai- 
nes règles  ;  J'ai  cherché  dans  la  fèulc  fynthefè  l'origine  de 
ces  opérations  a  Se  cette  fynthefè  fè  trouve  fi  facile  qu'on 
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ne  peut  y  être  arrêté  pour  peu  qu'on  fbit  inftruit  des 
premiers^  Elemens  :  ce  n'eft  point  ici  une  exagération 
dont  je  veuille  me  fèrvir  pour  ralTurer  les  efprits  ;  en 
fait  de  Géométrie ,  les  expreffions  outrées  ne  fervent 
de  rien.  Qu'on  fè  donne  feulement  la  peine  de  lire  cet 
Ouvrage ,  la  vérité  de  ce  que  je  dis  paroitra  dans  tout 
fbn  jour  ;  les  vaines  frayeurs  iè  diilîperont ,  Se  l'on  aura 
Je  plaiflr  d'éprouver  ,  que  de  toutes  les  méthodes  il  n'en 
eft  point  de  plus  faciles  ni  de  plus  commodes  pour  l'in-o 
vencion  que  celles  dont  nous  donnons  ici  les  règles  &  le 
détail. 
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irréguliere  ,  par  M.  le  Baron  de  Coëhorn ,  nouvelle  éditioir ,  in  -  8.  avec  quantité 
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fur  l'Architeâure  8c  les  Mathématiques  ;  auifi  bien  que  quantité  d'Atlas  portatifs  de 
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CALCUL  DIFFERENTIEL 

£  X     L  E 

CALCUL   INTEGRAL. 

EXPLIQUES   ET    APPLIQUE'S 

A  LA  GEOMETRIE. 

LIVRE    PREMIER. 

Contenant  un  Traité  préliminaire  à  ces  Calculs ^  oà  il  ejl  parlé 


de  la  manière  de  réfoudre  les  Equations  de  quelque  degré  qu^e lies 

i  Séries  y  des  Equ 
ieux  Géométnat^ 
de  la  conjlruâtion  des  Equations^  &  de  laréfolution  des  Probîêmes^ 
déterminés  &  indéterminés. 


/oient  y  de  la  nature  des  Suites  algébriques  ou  Séries  j  des  Equations, 
qui  expriment  les  propriétés  des  Courbes  y  des  Lieux  Géométriaues  , 


CHAPITRE    PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Equations  de  quelque  degré  qu^ elles  foient. 

O  u  s  fuppofons  ici  que  Ton  fçache  les  règles 
I  ordinaires  de  TAlgebre  y  celles  du  Calcul  dés  Ex- 
\  pofatfs  âc  des  radicaux  y  la  manière  de  réfoudre 
les  Problêmes  déterminés  ou  indéterminés  dont 
les  équations  font  du  premier  degré,  celle  de  ré- 
ibudre  les  Equations  du  fécond  £c  du  troifiéme  degré ,  ^  de^ 
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i  Le    Calcul    Différentiel;; 

faire  les  préparations  néceiTaires  pour  ces  réfolutions  i  enfin  ^  Is 
façon  de  trouver  tous  les  divifeurs  d'une  grandeur  ptopofée- 
Ceux  qui  ignorent  ces  chofes  pourront  avoir  recours  à  nôtres 
Arithmétiqui  des  Géomètres  où  nous  avons  tâché  de.les  expliquer 
fi  clairement  qu  il  feroît  inutile  de  les  répeter  ici.  Nous  com-^ 
mencerons  donc  par  oh  nous  avons*  fini  dans  TOuvrage  que: 
nous  venons  de  citer  ^  &  comme  nous  n'y  avons  parlé  des  in- 
commenfurables  qui  fe  trouvent  dans  les  termes  d'une  équado» 
que  par  rapport  aux  équations  du  troifiéme  degré  ^  nous  allons 
a  abord  faire  voir  comment  on  peut  délivrer  une  équatipn  quelr 
conque  des  fignes  radicaux  dont  elle  peut  être  aiFeâée» 

Délivrer  une  Equatiûn  des  incommenjurables 
qui  en  affe£tent  les  termes. 

2^  Soit  Féquadon  propoféc  *»-♦-  xVa  •+•  y"*  =  o ,  je  fais  pafiexr 
dans  le  fécond  membre  l'un-  des  termes  où  fe  trouvent  le» 
inconimenfurables  par  exemple  y  le  terme  Vb  ^  àL  }  ai  xx 
m^xVa=^  —  Vb.  Jélevc  les  deux  membres  au  quarfé  ^ 
&  î'ai  jr*-+-2«3[v^^-+-^a=^^.  Je  fais  pafler  k  terme  2x^Va^ 
dans  le  fécond  membre ,  en  forte  C[u'il  fe  trouve  fçul  y  &  éle*- 
vant  les  deui  membres  au  quarré ,  ;  ai  x*  -+-  2ax^  —  ax^b  -ir  à^x^ 
•'^^abx^'^bb^^i^ax^  ^  &  faifiint  tout  paiTet  dans  le  premier 
membre ,  j'ai  x^  —  2ax^ •—  ax^b H- a^x^  —  2abx^ ^bbs=OyOii 
il  ne  fe  trouve  point  d'incommenfurables» 

LePerePreftet  dans  h  féconde  Edidon  de  fes  Elemens  de 
Mathématiques^  prétend  que  la  méthode  que  nous  venons  d'en- 
feigner,  pour  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  termes  de  l'équadon 
qui  foient  afieâés  du  figne  radical^  peut  s^appliquer  aux autres^ 
équations  qui  ont  un  plus  gr^ind  nombre  de  terœes^  affëâés  de 
ce  figne  i  mais  il  fe  trompe  fort  :  car  sU  fe  trouve  y  par  exemple^ 
ttok  termes  cpi  aytnt  le  ngne  radical  >  il  e»  reftera  dose  efîcore 
deux  au  premier  membre  lorfqu  on  aura  fait  pafler  le  troifiéme 
au  fécond  membre.  Âinfile  premier  membre  fera  encore  corn- 
pofé^  de  trois  termes  y  dont  le  premier  fera  fans  incommenfurables,: 
4c  les  deux  autres  auront  k  figne  radical.  Ekvant  donc  l'un  de 
l^autre  an  quarré^  H  fe  trouvera  nécei&iremem  9prè$  la  multipli* 
cadoû  trois  termes  dans  k  premier  membre  aneâéis  du  figne 
radical  y  au  lieu  de  deux  qu  oa  avoit  auparavant^  comme  il  efl 
facik  de  voir  >  fi  on  veut  fe  donner  la  peine  de  s'en  forsier  un: 
iKxemple  >  .&  par  confé^ucat  U>lRâs  di^gs^ec  l'équadoB^  onreoif: 


ET  Li  Calcul  IntegHal»  Livre  L  f 
gagera  pour  ain/î  dite  davantage  y  de  Ton  n  en  viendra  jamais  à 
bcnxt.  Que  Êiut^il  donc  fiûre  lorfque  l'équation  a  plus  de  deux 
termes  avec  le  figne  radical  f  le  voici. 

En  pfèmîer  lieu,  s*il  n'y  a  que  trois  termes  qui  ayent  le  figne 
radical,  fuppofons  que  Téquation  propofée  foit  x^  -4-  k*  v^^-f-  xv^^ 
H-V^=o.  Je  fais  païTer  dans  le  fécond  membre  deux  termes 
alFedés  du  figne ,  par  exemple  les  deux  x\^à ,  v'r ,  &  j'ai  x3  -i-^* 
Vtf  ^=— Jrt^i— V^,  j'élève  l'un  6c  l'autre  membre  au  quatre  >  ce 
qui  me  donne  «^-+•2âfVa-f-tfx'^a=^x*^-2Arv^^^-^;  &  par 
conféquent  je  n^ai  plus  que  deux  termes  qui  foient  alFeôés  du 
figne  radical  ;  je  mets  cc$  deux  termes  dans  le  fécond  membre, 
en  forte  qu'ils  s'y  trouvent  feuls,  &  j'ai  x^^ax"^ — bx^—c 
=^2x\^hc — 2xWa.  J'élève  l'un  Ôclautre  membre  au  quarré ,  ce 
qui  me  donne  «"-i-a^jc'® --•  2^«* -f-fli^x^— -acj?^ — 2Mbx^ 
^  aocx^-h  Wjr4,4-  7.bcx^  -+-  i:r=4iw*-*-  8;r  V^teH-  4/»**°  i  ainfî 
je  n'ai  plus  qu'un  terme  affeâé  du  figne  radical ,  je  hifie  ce  terme 
ièul  dans  le  &cond  membre ,  &  jai  a?"  -—  stax^^  —  aix*  ■+-  a^x^ 

Elevant  donc  chaque  membre  au  quarré,  j'aurois  enfin  une  der«i 
niere  équation  où  il  n'v  auroit  plus  d'incommenfurables. 

En  fécond  lieu,  s'il  Le  trouve  plus  de  trois  termes  affeâés  dU 
figne  radical  >  il  ne  fera  pas  poffible  d'en  délivrer  l'équation  ;  cae 
fi  on  en  fait  paifer  trois  au  iecond  membre  »  &  qu'on  vienne  en* 
fuite  à  élever  les  deux  membres  au  quarré ,  il  fe  trouvera  après 
l'opération  trois  autres  termes  dans  le  fécond  membre  qui  feront 
affeâés  du  figne  radical,  &  fi  on  enlaifle  deux  dans  le  premier 
membre ,  il  arrivera  le  même  inconvénient  dont  nous  avons  parlé 
ci-delFus.  De  Êiçon  que  dans  ces  occafîons  qui  après  tout  fe  pré* 
fentent  rarement,  on  ne  peut  réfoudre Féquàtion  que  par  appro^ 
ximation. 

Réjoudre  umEquation  qui  na  nifiaélioris  ni  incùmmtnjmabhsî 
(ér  dont  ie  premier  terme  n^^  afi^J  d'aucun  Coefficients 

.3^.  On  cherchera  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  que  nous 
fuppofons  être  entièrement  connus,  puis  faifantune  Équation 
fîmple  de  la  grandeur  inconnue  de  l'Equation  &  de  l'un  des  di- 
vifeurs. Ton  dîviferala  propofée  par  cette  éauatîon  fimple.  Sî 
la  divîfion  fe  feit  exaâement  &  fans  refte,  le  dîvîfeur  qui  a  fervl 
il  faire  f Equation  fimple,  fera  l'une  des  facines  cherchées,  8C 
le  quotient  de  la  divifion  fera  une  aotf  e  Equation  Jtin  dégté  plus 
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4  Le  Calcul   Différentiel, 

bas  que  la  propofée ,  &  on  la  réfoudra  ou  en  la  divîfant  par  là 
même  Equation  (impie  y  ou  par  d'autres  formées  de  la  lettre  in- 
connue &  des  autres  divifeurs  qu'on  mettra  fucceflïvement  jus- 
qu'à ce  quon  trouva  une  Equation  qui  divife  exaâement  j  ôc 
alors  le  divifeur  qui  aura  formé  cette  Equation  fera  une  racine 
du  premier  quotient^  ôc  on  continuera  de  la  même  façon  juf* 
qu  à  ce  qu  on  aye  trouvé  toutes  les  racines  de  la  propofée  ;  que 
s'il  ne  fe  trouve  aucune  Equation  fimple  ,  ce  fera  une  marque  que 
toutes  les  racines  de  la  propofée  feront  incommenfurables-^Nous^ 
allons  rendre  ceci  plus  clair  par  les  exemples  fuivans» 

Soit  la  propofée  a:3  — r  i ox^ ^^x^^^=zo^  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  y^,  font  i.  2.  j*  6.  f;.  i8. 27»  y 4.  Je  fais  donc 
les  Equations  fimples  x  —  1  =  0, :c  —  2=0,*  —  3  =0 , &c* 
dont  les  racines  font  pofitives  ^&;c-+-i=o,x-H2=o,jf-+-î 
s=  b ,  &c*  dont  les  racines  font  négatives*  Je  divife  la  propofée 
par  X — 1=0,  &  je  trouve  un  refte ,  &  divifant  par  ap-+- 1  =  o> 
je  vois  que  ^-k I  =0  n cft    ,,  _  ^^^^  ^^^^^^  U- —  1^x^x7 

pas  non  plus  une  racine.  Je     "~"' 

divife  par  * —  2  s=o  ;  mais    ^  "*"  * 
trouvant  un  refte  ,  je  divife       —  n** 
par  a:  -H2  î=  o ,  &  la  divifion  ^'^^ 

le  fait   exaâement  ;  donc  -hrrx 

»-+-2s=o,  cil  une  racine  *-h» 

négative  de  la  propofée* 

Je  ne  divife  plus  la  ()ropof^e  ^  maïs  feulement  le  quotient  x^ 
—  i2jif-+-27  =  o,  non  par  les  Equations  ^ 

fîmples  qui  ont  laiffé  des  reftes  ,  mais  par  »«  —  ixjf-4->7  ly  — y 
:r-+- 1  =0 ,  &  par  les  autres;  &  je  trouve 
que  X — 3=0  divife  «xaÛement,  &  que 
le  quotient  eft  x — p  =  o.  Ainfi  les  trois 
racines  de  l'Equation  font  Ar4-2===o, 
af-r-3=o,  jc— ps=Oj  la  première  eô 
négative  ^  Ôc  les  deux  autres  font  pofitives» 

Soit  la  propofée  x^'irx^ — 4p;i:*  -hii:ifH-420=rq,  tous  les 
'divifeurs  du  dernier  terme  420,  font  i.  2.  3.  4.  j.  tf.  7.  lo» 

12.    14.    i;.    20,   21*    2S.  30*    3f.    60.  JO.  84»    lO^.    140.    2IO. 

42 o,  les  Equations  fimples  poûâves  font  x — 1=0,  x —  2 
s=o>  jc— 3==o,  *•— 4:=o,&c.  &  les  négatives  *^-i=o, 
ic-frA^^o^x-^-'isOi  àLC.  je  divife  la  propofée  fuccefUv&t 
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meni:  par  ces  Equations  fimplès^  &^  je  trouve  que  xH^3^s=o 

eft  une  Racine  r 

de  rEquation  ;    ^V-^*^ '-4PAr« -nir-f- 410 1*^  ~>x>>--^  4^^4-140 

&  le  quoûcnt    L 

Cft      xi   —  2X^  •—  ixî 

—  45*  H- 140 


*H-J 


=  0r  —43»' 
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Jefaîs  les  mômes  opérations    ^,  ^^,^^^^,^j^^{,^  ^  ,^  _  • 

lur  ce  quotient ,  en  commen*    *  — 4      ^  ^     ~ — ^ 

^îantpar  *^3  =  o,  &  je     "—7. 

trouve  que  X — ^divifeexac-  x^^^ 

tement;donc*— •4  =  0  eft  ■■  * 

une  racine  de  la  propoiëe  ,ôç  —  J^* 

le  quotient  efl;i^^  «4- 2;tf — ^y  f 1. 

^  Je  fais  les  mêmes  opérations  fur  ce  quo-    ,,  ^  ^^^  %<{x^9 

tient  en  commençant  par  x — 4=ao>&je     x  —  s ^ — ^ 

trouve  que  X — y  divife  exaûement ,  &  que 
le  quotient  eft  x-h7  =  0. 

Lts  quatre  racines  de  la  propofée  font 
'donc4r-+-3=Oy  « — 4=0,  ;v — S^=Oj  ^    ^ 

&  Af-H7=o,  deux  négatives  &  deux  pofitîves. 

Soit  la  propofée  x^^6xi^26x^'^  i^Sat— 5;  =0^  les  divî: 
leuts  du  dernier 

terme  font  i.  j.    x^-^éxt'^iSx^^^i^tx  —  ^s{x^ — iiy»-f  i^y— -y 
?•    3 S-    Je   fais    *  -«"^ 
donc  les  Equa-        — .njrf 
tions    fîmples  x  «  H-f 

s=o,*— .7=±o,  X    +f 

&C.  &Jlf-+-I=0, 

»-hî  =  03  &c. 
divi/ànt  la  JPto- 
pofée  fuccemve<^  00 

ment  par  ces  Equations-^  Je  trouve  que  «-H  J  diviCc  exaélew 
ment  ;aiiifijiHrj==o^  une  racine;>&  le  quotient  cft  *3.^  ii;« 
/+-:yp^^— 7=0.  .  ~      Aiij 
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Je  fais  les  mêmes  oper^dons  fut  le  quotient  ^  6c  je  trouve  que 


—  7{*»~H 


*1  —  nx*  •*-  i^ap—  71**  — 4*-f-  « 


X   — 7 


4*' 

*  —7 


X — 7  divife  exaftement  >  ainft 
^ — 7s:=o  eft  une  racine  de 
rEquation. 

Et  voulant  faire  les  mêmes 
opérations  fur  le  quotient  x^ 
— 4Jc-f-i=o,  je  ne  trouve 
aucun  divifeur  qui  divife  exac-  '     x 

ment.  Ceft  pourquoi  je  réibus  ^ 

cette  Equation  par  la  méthode 

du  fécond  degré  que  j'ai  enfeigné  dans  V  Arithmétique  des  Gitk^ 
mettes ,  &  je  trouve  que  les  deux  racines  de  cette  Equation  font 
x—n — V^y  X — a-Hv'j  ;ainfîles  quatre  racines  de  la  pro- 
posée font  ;c-+-y  =  o,  X  — 7=o>  * — 2 — 1/5  =0,  ôc*~a 
-»-v^î=o,  la  première  eft  négative,  la  féconde  pofitive>  «C 
les  deux  autres  font  incommenfurablos  fie  pofitives. 

Soit  lapropoféeivî— iy:r*H-yi^— 77*=o,  les divifeuts dtt 
dernier  terme  font  i.  ii*  17.  r 

fie  de  toutes  les  Equations  fim-    ^^ -xf.»-4-fix~77l>>--^f,^y. 
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§les  qu'on  peut  Êdre  avec  ces 
ivifeurs,  je  ne  trouve  que  x       — 4*« 
—  1 1  =0  qui  divife  exaâe 
meiK;ainrix — iis=oeftune  h-7* 

racine  de  l'Equation,  ûc  le  *— i» 

quotient  eft  **  —  4^  •+-  7  b»  o. 

Et  comme  je  ne  trouve  point  de  divifeur  qui  divife  exaSe- 
ident ,  je  le  réfous  par  la  méthode  du  fécond  degré ,  fie  je  trouve 
que  fes  racines  font  jr— a— v^— ^3  =  0,  6c  *— 2-+-V— -^ 
fismo.  La  propofée  n'a  donc  qu'une  racine  réelle*— 11=20, 
fie  les  deux  autres  font  imaginaires. 

Soit  la  propofée  jc*  —  1 2Af * — 3  y  a«=c  o ,  les  diseurs  du  det-î 
nier  terme  font  i.  j.  7.  3j:  ;  nàais  comme  les  dégrés  de  fin-* 
connue  x ,  font  une  progrelfion  aridbmétique  dont  Ta  différence 
eft  2  >  au  lieu  de  prendre  pour  les  Equadons  fimples  x — 1  «oy 
fiec.  je  prensjc*— iB==Oj  **— j==o,  |- 

fiec»  fie  divifant  la  propofée  par  ces  Equar    *♦  —  ^***      if  ^  y*  ^  ^. 

tîons  (impies,  je  trouve  que  x^  —  $    ! 1 

c=o  diviie  exaûement,  fie  que  lequo*     —7*» 
Detiteftx^**-^7=7Ô;fE<^tionpropoi[ée  *»  — r 

•ôdoûccotopofifedcjdtux Equations ip* --5 e=3  0,  ^— •7M<:f 


** 

_^ 

tiM*  -t*  47»*  — 

#of»* 

7-?»« 

-1^»» 

«» 

— 

» 

ET  L£  Calcul  Intégral,  Livre  I;         f 

?£  font  iune  ôc  lautredu  fécond  degré*  Réfolvant  donc  ces 
quittions ,  je  trouve  que  les  deux  racines  de  la  première  font 
« — f^j3=o>  *-Hv'j=5»o>  de  que  celles  de  la  féconde  font 
«r — •7=»o,  &  ;ir-^v^7s=:o,  ai  ces  racines  foj»l«  racines  de 
la  propofée. 

•  Soir  la  propofée  *^—  ia*^-+-47^— (fo=o,  les  divifeurs 
du  dernier  terme  font  i»  s,  5.  4.  ;.  (^*  10.  12.  i^r  20.  jCr^o.  éc 
comme  les  dégrés  de  l'inconnue  font  une  progteflion  arithmé- 
tique dont  la  (Sfférence  eft  2 ,  je  fais  les  Equations  fîmples  h^ 
— •  I  =0,  «*— 2  =  0,  &c*  «»-+-ïafi:Oy  ** -4^ 2*5=0,  &c# 
&  dîvifant  TEquation  propc^e  fucceffivemenr  par  ces  Equations 
fimples ,  je  trouve  que  x^ 
««— j  divife  cxaâement  ; 
ainfî  la  propofée  eft  com* 
poiée  à&s  deux  Equations 
«^ — î==o,  &  *^— pjr* 
Hh20=»^o  ;  01  les  racines 
de  ** — 3  s=  o  font  X — v's 
â=,«-*-^î=o>  ficilne 
«'agît  que  de  trouver  les  racines  de  x^^—  px^  -j-  20  =»  6; 

Four  cela,  je  fais  les  mêmes  opérations  fur  cette  Equaidon^ 
'&  je  trouve  que  x^  —  y  a==o  Civile  e»c-  - 

ment,.  &  comme  les  racines  de  **— j     x4->9jr^-4-»ot  ^r^  — ^ 
»«=o^  font  :^r— >/5;=o,  «-Hv'yssso,    **~y 
&  celles  du  quotient  **— 4=0,  font        ,^^x 
9 — 2  =  o>&jc-h2=s=o,ils*enfoitqu€  .  *«—  f 

les  fîx  racines  de  la  proj^ofée  font  *— -v^j;^  ^ 

===0,  ;cH-v'3==o,Ar---|/j==Oy:v-t-v^^ 

à=s0y    «-:-2  =  0,ÔCX-fe-2=a=Q. 

Soit  la  propofée  ;c^ —  i2x^^é7x^^^ 60=^0,.  lie^  divifeurç 
ife foa  dernier  terme  font  ^9  _  iijr#^47«>~^'[ir<'~> 5^*1^  ^  ïiy 
>.- sr.  3«.  4*  5:.  (T*  10.  12,, 
4kc*.&:  comme  les  dégrés 
de  Vincocmuë  forment  une 
progcefficm;  doatr  bt  diffi^ 
itflce  eft  ^,  je  faislesEqua- 
lîoa^  fimptes  x3-~  t  s»:o,> 
»3f— .^«o  >  «ce.  &  divi-  ^      ^ 

fitnr  IfEqpnon^  je  trouve  que  x3^--^j[;s=:a  diviCe  craâemein^ 
.%  ks  raciaes  de  xj=^^^.(^^  font  f;— .5^3  =9  ;r  *i  tesdeux 


»>~  ï 
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autres  font  imaginaires  i  ainfi  j'ai  déjà  une  racine  de  la  proS 

po^e. 

J  opère  de  même  fur  le  quotient,  &  je  trouve  que  x^ — 4==Q 
divife  exaâement ,  6c  que  le  quotient  eft  a'B  -««  y  =^3  a.  Or  les  trois; 
racines  de  ji:^  — 4 = o ,  font  x — ;  1/4=0 ,  ^ 

ôc  les  deux  autres  font  imaginaires,  com-    ^^ — 9»^  ^xoi  ^r?  — <; 
me  nous  lavons  obfervé  en  parlant  des    **  -^^ 
Equations  du  troifiéme  degré  dans  TOu-        HT^^i 
vage  que  nous  avons  déjà  cité  plulîeurs  *»  —  4 

fois,  ;  &»  par  la  même  raifon  TÉquation  *^      l 

A:3-<—y3=o  a  deux  racines  imaginaires 
&  une  réelle  x — ^y  ==  o  ;  donc  l'Equation  n  a  que  trois  racines 
réelles   mais    incommenfurables   x — J/5=o,   x — î/4=o, 
X — J/j»=o,  ôc  les  fix  autres  fout  imaginaires.  ^: 

Et  pour  mieux  faire  voir  que  chacune  des  trois  Equations 
qui  compofent  la  propofée  a  deux  racines  imaginaires ,  prenons 
TEquation  xi — 5  =^  o  dont  la  racine  réelle  eft  î/3.  Je  fais  deux 
racines  négatives  imaginaires  mixtes  çn  cette  forte  :  je  prens  la 
moitié  de  (/3  qui  eft  T  Vi  ^  f^^  quarré  eft  -j  v^^ ,  dont  le  triplç 
eft  ij/p»  6c  je  fais  ^-Hll/j-^v^— :^l/p==o,  &  X'+^iVi, 
•H  V^— il/p  =*=  o ,  &  ce  font  les  deux  racines  imaginaires.  Car 
fi  Ton  multiplie  ces  deux  racines  lune  .  __— 

par  Tautre ,  on  aura  en  corrigeant  Tex-*    *  ^i  v  3  "^^   __L 
preflion  Jc*-+-Arl/3 -f-^l/p.  Et  multi-    ^  -t-TV3'+-^^~Tv^5t 
pliant  ce  produit  parla  racine  véritable 


X— -{/j  égale  à  la  fomme  des  deux    x^-^xV^^        iV9^, 

X  ^  Vs 


imaginaires ,  le  produit  en  corrigeant  ^ 


rexprefllon  fera  >:3  —  3  *=  o  qui  eft  pré- 
cifement  l'^uation  dont  il  s'agit,  te 
on  trouvera  de  la  même  façon  les  ra-    ^'  3  =0 

cine$  imaginaires  des  deux  autres  Equations.  La  raifon  en  eft 
que  dans  toyte  Equation  du  fécond  ôc  du  troifiéme  degré  oui 
Je  fécond  Ôc  le  troifiéme  terniç ^manquent,  il  y  a  toujours  un© 
racine  réelle  égale  à  l$i  fomme  des  deux  autres  qui  font  imagi? 
naires  pofitives ,  fi  la  réelle  eft  négative,  ôc  imaginaire  négar: 
tive ,  Il  la  réelle  eft  pofîtive  ;  ôc  de  plus^  la  partie  qui  eft  caH 
tenue  fpu5  le  figne  radical  dans  chaque  imaginaire  eft  toujours 
triple  du  quarré  de  la  partie  qui  eft  hors  du  figne.  Tout  cela 
g  été  démontré  dans  TOUvrage  dont  nous  avons  parl^i-defTus^' 
Soit  la  propofée.  *?Hr-^«c*rr-^x*  îr-w^'-^^J^?*^  «»=^  4*5 
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M-/îir=»o  ,  les  divifeurs  du      ,  .      ,       ,    .    ^  ^ 

dernier  terme  font  lyûyày  c,ap,        ^x* ocm         >  x*  •—  fa  h-  *t 

^Cy  bcy  abc.  Faifant  donc  les        -—ex»  -h  bcx         \    «— c» 
Equations  (impies  x —  i  =c:o ,.   ^c  -*-« 
*  —  ^  =  0  ,  Af  —  ^  =  o,ôcc.     ^ 

&  divifant la propofée à lordi-  *  -f-  4 

naîre  y  je  trouve  que  :^  -4-  ^i  di- 
vife  exaûement  j  ainfix-+-a 
= o  eft  une  racine ,  &  le  quo- 
tient cft  **—-**  .^  cx^bc  '     ^ 

.    Je  divife  demêmece  quotient^  6c  je  trou-  **  — fank^^  r 

ve  que  x — b  divife  cxaûement,  &que  le  ~cx        Xm^c 

quotient  eft  jc — r  ;  donc  les  trois  racines  ! 

de  la  propofée  font  a:-+-^=o,x«^— ^s=o,  —  r« 

&;if — r  =  o.  * — ^ 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  les  racîr  o     o 
nés  des  autres  Equations  littérales* 

Corollaire  L 

4.  On  peut  quelquefois  trouver  par  cette  voyc  les  racines  d  u- 
ne  Equation  dont  quelques  termes  fe  trouvent  afieâésdufigne 
radicaL 

Soit  par  exemple  la    *'—««»    -t-^*   -^ahVcÇ 
ptopoKe  ,._«.-*,.        -^.tZ',  {"-^vt"^' 

— xWc^abx^axVc         ^_^ — ~ 

•^ixVc — abVc=zo^     . ,. 

les  divifeurs  du  dernier        ^I  ^w 

terme  font  i ,  ^,  *;  v^r,  **  /_4  '      * 

ab,  aVc  ,  bVc  ^  abVc.  ' 

Faifant  donc  les  Equa-  ^  **^  ^ 

lions  fimplesj  &  divi-  ^ 

iànt  à  l'ordinaire  ^  je  '  ^ 

trouve  que  x—a  divife  cxaâement^  6e    «•  —  *if   4-  iVc^- 

que  le  quotient  «eft  x^—^bx^^  xVc        — ^v"^  ^»-^Vc 

Je  divife  ce  quotient  de  la  même  fà- 
<^n^6cje  trouve  que  :c-i- A  divife  exac- 
;enem>  ôcquclerefteeft;^— i/^iles 

B 


«    — b 
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trois  racines  de  la  propofée  font  donc  x-^axsxotX-^bsssoî 

x-^  v'tf  =5!  o ,  &  ainfî  des  autres. 

COEOLLAIRE    II. 

^  y.  Lorfqu'unc  Equation  a  deux  inconnue»*,  y ,  le  Problème 
s'appelle  indéterminié ,  parce  qu'alors  1  Inconnue  *  a  autant  de 
valeurs  différentes  que  y  peut  en  avoir.  Ceft  pourquoi  il  faut  dé- 
terminer la  grandeur  de^  félon  la  nature  du  Problême ,  après 
quoi  l'Equation  fe  refondra  de  la  même  manière  que  les  autres, 
fuppofé  qu  elle  foit  reduélible  de  cette  ikçon. 

Soit  par  exemple  l'Equation  xi  -H  25* — 72yx  + vy— '324 
•=  o ,  fuppofons  que  la  nature  du  Problème  me  permette  de  don- 
ner à  l'inconnue  jr  la  valeur  2  ;  ^ 
mettant  cette  valeur  dans  l'Equa-     **  —  "7»  —  î^4\**  —  ?«  —  iqj 
'tion,j'ai*f — 117*-— 324B3S0,     *  -<-? 
où  il  n'y  a  ^us  que  l'inconnue  x.        _  j , . 
Or  les^diviièurs  du  dernier  tsr*              »    -f-    ^ 
me  524 font  1.2.  3. 4. 6. p.  ôcc              — ZZ^tx 
fâifant  donc  les  Equations  fim-                          »  +  ; 

pies ,  &  divifant  à-  f  ordinaire ,  

;e  trouve  que  x-^  i  divife  exac- 
tement ,.&  le  quotiemefix^x-jx     »* —  î» — io&{y —  it 
»—  1 08  =a  O ,  lequel  fe  trouve  di-     *  •*-  9 
vifé  exaâemenc  par^r  -f»p  ,  &  le        HT»» 
quotient  eft  »— 12.  Donc  les  »-♦-    > 

trois  racines  de  l'Equation  font  

»-t-3=o,  *-4-ps=o  ,  &  *  *•        • 

»— i2=so  ,  la  dernière  eft  véritable  ,  &  les  deux  autres  font 

fauffes. 

Corollaire    III. 

<^.  On  peut  encore  aflez  fouvent  refbudre  par  la  même  mé- 
thode les  Equations  ,  dont  le  premier;  tepne>a  un  coefficient 
différent  ée  l'unité* 

'  Soit  par  exemple  la  propoléa4x3>-ig«2 — 94^x^50=0  ;  les 
divifeurs  du  coemciem24du  premier  terme  font  i.2.3.4.^.&c 
&  ceux  du  denûer terme  font  i,2.i.$.6.  ècc.  je  Êûsd«s Equa- 
tions où  l'inconnue  x  foit  multipliée  par  les  divi&urs  du  coeffi- 
cient du  premier  terme  ^  ^  ces  j^uations  font  1*  —7 1  s=o> 


2*  — t 
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i*-H2^o,    &c.   a;c      **  ~  * 
— 1=0, 2jf — 2  =  0,  +  tf** 

^* — 5=3=:o>&c.Àam-  »»  —  » 

fi  de  fiiite  en  mettant  avec  *" 

la  grandeur  iXy  2*,  3*, 

&c*  les  divifeurs  du  der-  ■' 

nier  terme.  Failant  en-  ^       ^  . 

fuite  la  drvifion  à  la  manière '^  accoutumée  ,  je  trouve  que  aif— 2 
=  0  divifeexaûemcnt,  6c  que  le  quotient  eft  I2Ip*-H5*— ij; 
=0. 

Je  divife  ce  quotient  de  ta  même  ùtr  ^ 

çon  ,  &  je  trouve  que  3* — 3  divife     m' '4-  3M'-^ii{4»-^f. 
exaâemem^  ôc  que  le  quotient  eft  4x      3«  —  J 
•+-  5"  a=  o ,  ie$  trois  racines  de  TEquation  ^^ 

font  donc  2:1?  —  2  =  0,  j^ — 3=^*  îjf—  i 

4*-hy==o,ou;if— i=o,ar — 1=0,  "t 

&  AT  H-^  =  o ,  les  deux  premières  font 
pofitives  £c  égales  >  6c  la  dernière  eft  négative. 

Corollaire  IV. 

7.  Si  au  lieu  de  divifer  une  Equation  propofée  par  des  Equa- 
tions fimples  on  fubftitue  par  tout-à  la  phce  de  f  inconnue  cha- 
cun des  divifeurs  dé  fon  dernier  terme  tour  à  tour ,  ceux  qui  font 
racines  de  TEquation  donneront  après  la  fubftimdon  une  Equa- 
tion toute  connue  qui  fera  égale  à  zéro. 

Soit  la  propofée  ;cî  —  lyjc^-f-yi^c — ioj»*=o,  dont  les  divi- 
feurs font  1. 3.  y.  7, 6cc,  &  les  racines  *  —  3=0,  x —  y  =s o^ 
X  —  7=0  ;  mettant  dans  cette 

Equation  le  divifeur  3  aulieude  x.  27  —  13  j  H-2 13  —  loy  =  p 
J'ai  27 — I3y-H2i3  —  ioj«=o,  ^ 

car  les  deux  termes  pofitifs  27  6c 

213  font  240 ,  6c  les  deux  négatifs  13;  ôc  loy  font  auffi  240 ,  6t 
^arconféquentlesunsdétruîfent  les  autres  6c  TEquation  eft  éga-» 
e  à  zéro. 

La  même  chofe  n  arrîveroit  pas ,  fi  au  lieu  de  fubftituer  le 
nombre  3  qui  eft  une  racine ,  je  fubftiraois  i  ou  tel  autre  nom- 
bre qui  feroit  divifeur  du  dernier  terme  fans  être  racine  de  TE- 


l 


ia  Le   Calcul  Différentiel 

tidn  ;  car  par  exemple  >  fi  je  fubftirae  i ,  j'aurai  t-~  i;  4-  71 

H- 1  o  f ,  qui  certainement  n'eft  pas  égal  à  zéro. 

Soit  de  même  la  propofée  * 

qu'on  voit  ici  dont  les  racines     «^  H-  2tfx*  -^  aax  —-aocss:» 
font  «~r=o  ,  X  -H  a-^b        _   ^^_   bbx-^bbc 
s=o  ,  X'^r»'\rb=o  ,  met- 
tant c  au  lieu  de  x »  j'ai  une  au-  "~  ^^* 
tre  Equation  où  il  eft  vifible 

que  tous  les  termes  fe  détrui-    ^  -^2ac"^aac^aac:^o 
fent  par  les  fignes  contraires  ;        —     «"^  —  bbc-hbbfi 

ce  qui  n  arrivcroit  pas  fi  je  vou-  2ac^ 

lois  fubftituer  pat  exemple  aa 

r+-bb  qui  eft  un  divifeur  du  dernier  terme  ,  &  ainfi  des  autres» 
.   On  peut  donc  lorfqu  il  s'agit  de  refoudre  une  Equation  fubfti- 
tuer tour  à  tour  les  dîvifeuts  du  dernier  terme  au  lieu  deTinèon- 
nue ,  ôc  ceux  qui  après  la  fubftitution  tendront  l'Equation  égale 
à  zéro  fieront  les  racines  cherchées. 

METHODE   PARTICULIERE 

Pour  refondre  les  Equations  ,  ou  il  fi  trouve  deux  ou 
plujieurs  racines  égales, 

Lorfqu'une  Equation  a  deux  racines  égales ,  ce  que  l'on  con- 

noîtordmairementpar  la  nature  du  Problême,  fi  on  multiplie 

tous  fes  termes  par  ceux  d'une  progreffion  arithmétique ,  lepror 

.  duit  fera  une  Equation  égale  à  zéro  qui  confervera  encore  une 

des  deux  racines  égales. 

Soit  la  propofée  «* — 4x-+-4=o,  donc     je»— 4*-H4s=o 
les  racines  font  x — 2=0 ,  x — 2 =0^  je 
la  multiplie  par  les  termes  de  la  progref-     °       '        ^ 
fion  arithmétique  o.  1.  a.  &  le  produit     o  _  .v^q  —  ,, 
I— 4»-i-  8  eftégale  à  zéro,  &  confcrve  en-  ^'^  -f  0  —  o- 

core  une  des  deux  racines  égales  * a     o— 4X2H-8=o 

ssso ,  car  fubftituant  2  au  lieu  de  :c ,  j'ai 

.^4xa-+-8=s=o,  ce  qui  fait  voir  que  x — 2=0  ,  eft  encore 

une  racine  du  produit  — 4^  -h  8. 

Que  fi  au  Heu  de  multiplier  les  termes  de  l'Equation  pa»  ceux 
fdela  progrei&ono.  1,  a.  jele*  multiplie  par  ceux  de  la  progref; 
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(ion2.  i.o.ou — 1.  0-+-1 ,  où  de  telle  au- 
tre qq|^on  voudra ,  la  même  chofc  arri-  ^'  "^  4^;  H-4=o 
vera  to^urs.  Car  multipliant  par  exemple  210 

par  2.  I.  o.j'aiax*— 4JC,&  divifant  par  2  ,     

j'ai  X*— 2;r  qui  eft  encore  égal  à  zéro  i  car    2^^      ^x 

fubftituant  2  aii  lieu  de  ^ ,  fai  4  -r-  ^  x  2=0  ,  x^-^2x 
ce  qui  fait  voir  que  x — 2t=o  eft  encore 


1  .   *«»** 

— 

0         I 

a           j 

,    60X* 
0-*-  — 

•— 

•   «* 

— 

i<4«  _.    »«8 

une  racine  de  cette  Equation,  fie  ainfi  des      4  — 2x2  =  0 
autres. 

Soit  la  propofée  x^ — p;c3-H  30X* — 44X-+-24  ===  o  ,  dont  les 
trois  racines  égalos  font 

X — 2=0,  x— 2=0,     :c*  — p^3-4- 50J1:*— ^44^  4-24  =  0 
Af— 1  =  0,  jelamul-     01  2  3.4 

tiplie  par  les  termes  de  .       ^     ,  .'   ^ 

la  progreffion  o.  I.  a.     o  -9x^-^  60x^^132x^96 

3*  4*  6c  divifant  le  pro- 
duit par  p  afin  que  le 
premier  terme  n  ait 
point  de  coefEcient, 

,ai— x3H-î^,ficc. 

qui  eft  égal  à  zéro ,  fie 

3ui  comerve  .  encore 
eux  racines  égales  , 
ce  que  Ion  trouveroit  en  divifant  ce  produit  par  x — 2  j  puis  le 
quotient  encore  par  ^ — 2 . 

Puis  donc  qu'à  fe  trouve  encore  deux  racines  égales ,  je  mul- 
tiplie le  produit  —  x^-ir  -^,  ficc.  par  la  progreffion  o.  k  2.  3.: 
&  multipliant  h  produit  par  p  >  puis  divifant  par  60  y  j'ai  x^ 
•—  ~ ,  ficc.  qui  eft  égal  à  zéro ,  fie  qui  conferve  encore  une  ra- 
cine x — 2,  ce  que  Ton  trouvera  de  la  même  manière  que  ci- 
deffus ,  fie  ainfî  des  autres  j  fie  'de  ce  principe  nous  allons  tirer 
la  manière  de  refoudre  ces  fortes  ^ d'Equa-      '  .     ^      . 

tiens.  ^         *»-i2*-F3(f=a 

Soit  la  propofée   x* — i2*-4-55r*=o    '^  *        '^ 

quia  deux  racines  égales,  mais  qui  nous  ~      ,,. 

font  mconnuëSj  je  multiplie  fes  termes  par        .^^^"Zi  ^2~o 
WorogreiSon  o.  i.  2.  &  divi&nt  le  pro-  *"*" 

^     pai  12 ,  j'ai— x-*-tf  c=oi  donc  «as  tf  &  par  con%uent 
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* — tf =o  eft  une  des  racines  égalés  que  je  cherche.' 

Soit  la  propoféé  xi — 7*»  -H  1 5x —  1 2  s=s  o  qui  a  deigpbcîne| 

égales  qu  on  propofe  de  trouver  >      ,  j        ^  

je  la  multiplie  par  la  progreflîon    *       7**  H-  »  o*      i  a  as=  o 
arithmétique©.  1. 2. 3.  ôcdivifant    ^       '  23 

le  produit  par  7 ,  j'en  tire  une  pre-  ,   , 

mi«c  valeur  de  x^  qui   eft  x-        ~7^^-H3«-3f 

Je  multiplie  de  nouveau  la  propôfée  par  la  progreflîon  arith^ 
medque  5.  2.  i.o*  &  divifant 

le  produit  par  3 a:  j'en  tire  une       xS — jx*  Hri6x  —  12  ae=o 
féconde  v^eur  de  x^  qui  eft      5  2  i  o 


—  il  y  »^ 


3*î 

— 14*»-|- 

-I((jr 

*» 

—  ¥*-H 

11 

9 

«», 

;=V*-" 

3 

V*~ 

il    = 

7 

=  ¥*- 

> 

Pd«  

108  = 

:p8.*  — 

112' 

2JC  = 

4,*= 

=  2 

Je  compare  ehfemble  les 
deux  valeurs  de  ;i;^  ^  fie  muln* 
pliant  par  j  fie  par  7  pour  fai- 
re évanouir  les  fraâions^  j'ai 
S^6x  —  108  =  p8;c  —  112, 
d'où  je  tire  en  retranchant  de 
part  &  d'autre  9  (^x  fie  donnant 
112,  2*=4;  donc  *=2,  fie  par  conféquent  x — 2ï=:oeft  la 
racine  égale  que  je  cher-      ^  ,  .         , 

che  ;  aiSfi  divifant  la  pro-    **-î*'-»-  P**-  7*-+-  ^^P 
pofée  ,  premierement*^par    01254 
X — 2î=o  enfuite  le  quo- 
tient encore  par  jc— 2  =  o 
on  trouvera  que  la  troifié- 
me  racine  eft  x — 3  =  o. 

Soit  la  propoféé  x^ — $xi 
rhpa:* — 7:c-H2  =  o  ,  qui 
a  trois  racines  égales,  qu'il 
eft  queftion  de  trouver ,  je 
la  multiplie  par  la  progref- 
fion  aritnmetique  o«  i .  2.  ^^ 
4.  fie  divifant  le  produit 
par  5:  ^  j'ai  une  autre  Equa- 
tion —  x^^~x^  —  ^x 
•+-7=0  qui  conferve  en- 
core deux  racines  égales* 
*    Je  multiplie  cette  Equa- 


_jjcî-f-i8** 

û            i 

— 21JC-H8 
a      3 

r+-i8*» 

—  42*-+- 24 

-  H*-  H 

3 

2 

I      0 

:0 

—  3*3-+- 
210X — 

-^;x 

H 

120  s: 

-¥* 

—   z 

r 

S  *          f 
=  2ltfx— -12^. 

6x=i6,xs=si 
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tien  par  la  progrdEon  o*  x.  2.  3  ,  ôc  divifant  le  produit  par  iS  ^ 
jai  une  autre  Equation  où  il  ny  a  plus  qu'une  racine  égale ,  ôç 
d'où  je  x9c  une  première  valeur  de*  x^  qui  eft  Jc* = f|  x — f J, 

Je  multiplie  de  nouveau  FEquation — x^^^x^ —  ~  -f*  ± 

s=  0  qui  contient  deux  racines  égales  ,  pat  la  progreffion  3.2.  u 
o.  àc  divifant  le  produit  par  3*,  j'ai  une  autre  Equation — x^ 
H-  Y^x — f  =  o  qui  conferve  encore  une  racine  égale ,  &  dont  je 
tire  une  féconde  valeur  de  x^  qui  eft  x^  ==  ~x  —  f  • 

Je  compare  les  deux  valeurs  de  ^i?^^  6c  multipliant  par  18  ^  6c 
par  j  pour  ôter  lesfraûions ,  je  trouve  (Jjc=  6^  Donc  x=  1 ,  6c: 
par  conféquenc  x  —  1  =  o  eft  la  racine  égalé  que  je  cherche^  6c  ii 
lera  facile  de  trouver  que  la  quatrième  racine  eft  x — 2 — o* 

Soit  la  propofée  x"^  —  J4x*  -+-21 5^? — 24.j=:o  qui  a  trois  raci- 
nes égales  qu  il  faut  découvrir.  Comme  cette  Equation  n'a  pas  de  ^ 
içcond  terme  y  je  mets  à  la  place  de  ce  terme  un  afterique  j  6c  je 
multiplie  enfuîte  TEquation      ^  ^ 

par  la progreflîono.  1.2.3.     ^  *--  S^:^' ^216x^243^0 
4.  je  divife  le  produit  par    ^      '        ^  .  .   ^  î  * 

108  ,  &  j'ai  une  Equation  -  »°S*' -+"  ^îf^^-^ja 

** -+-'f^^^  &c.  qui  a  en-  ~       *  ^  1^*—  ttr 

core  deux  racines   égales     .  ^  *  ^ 


c'eft  pourquoi  je  la  multi- 
plie par  la  progreffion  o.  i .  "^  ^***      iP44^ 
2.  6c  négligeant  le  déno-                          "^       *  5  =  o 
minateur  commun  108^  je  divife  le  produit  par  64S,  jai  une 
Equation  x — 5  =  o  qui  eft  ia  racine  cherchée  >  de  on  trouvera  ai* 
fément  que  la  racine  inégale  eft  x ~*5^  s=o. 

Onrefoudradelamême        ^j    *    ,^avx  '^      v3a= 
façon  toutes  les  Equations         221  o 

de  quelque  degré  qu  elles     _^ 

foient  où  il  ne  fe  trouvera       ^x^  -^ayx  -i-         «=      o 

qu'une  feule  racine  inégale       q^z  ^^ay  «5      q 

aux  autres;  6c  fouventmê-  3«*  .  »7*tf 

me  on  pourra"  refoudre  les        y  T"  ^  '         J' = "Tt 

Equations    Géométriques        ^i  ,^  ^^3  •+.îZïl  53--      q 

où  îl  y  a  deux  inconnues.  ^         ^^ 

Soit  par  exemple  la  pro-   ^'^^  ^—f^      ^ 

pcfic  ** — ayx^y^  =  Oj         x  t=y^z=i^à^2 

dans  laquelle  on  fuppofe  1  t^ 

fluc*  a  deux  valeurs  éga:       -^^  ^="7^1^* 


fitf  Le  Calcul  Différentiel; 

leS|  je  la  multiplie  par  la  progreflion 5.  a.  ko.  6c  divifantle  pto^ 


3**      j^  ^^j %7x 

ai 


6 


Huit  par  AT,  j'ai  3^* — ^  =  q  ,  doù  je  tîrej^=  — ,  &iyf  = 
&  mettant  dans  la  propofée  ces  valeurs  dey  &  dej^3 ,  j'ai  jc3 — ^xl 
H-  ~-=o^  &  naultipliantpar  ^3  &  divifant  par  x^^  j*ai  27*^. 
; —  2^3  =  o ,  d'où  je  tire  *  ==7  ^J/a ,  &  mettant  cette  valeur  àcx 
dans  celle  de^=~- ,  jai^==f  ^V4>  &ainfi  des  autres. 

Si  l'Equation  propofée  avoir  outre  les  racines  égales  deux  ou 
plufieurs  racines  inégales  ;  on  la  muhiolîeroit  par  une  ou  par  plu- 
iieurs  progreffions ,  jufqu'à  ce  qu'on  fut  parvenu  à  une  Equatioa 
où  il  41  y  auroit  plus  qu'une  racine  égale  >  après  quoi  on  trouveroît 
la  racine  égale  en  cette  forte. 

Soit  la  propofée  x^ — 7^5 

il  y  a  deux  racines  égales  0125            4 

dont  on  demande  la  valeur.  ■  

Je  la  multiplie,  par  la  pro-  —  7;^?  -+-  34A?*  —  j  i  x  -^  24  =  o 
greffion  o.  1.2. 3*  4.  6c  le 

produit  eft  une  nouycUe  Equation  qui  ne  contient  plus  qu'une  des 
racines  égales. 

Pour  trouver  la  valeur  de  pf^ ,--  7:cB  -4- 1 7x*  —  1 7^?  -H  tf = o 

€€ttç  racine,  je  reprens  la  ^        ^          ^             i         r> 
propofée  &  je  la  multiplie 


parlaprogreffion^.  3.  2.  i.     ^a:4^2I:c3-j-34x*— 17^: 
o.  6c  le  produit  me  donne  ^  ^ 

une  autre  Equation  qui  ne      at      *  =0  . 
contient  plus  qu'une  des  racines  égales» 

Or  ce  produit  6c  le  précèdent  ayant  l'un  6c  fautrc  une  mê* 
me  racine  ,  peuvent  par  conféquent  être  divifés  exaâemenc 
par  cette  racine  ;  donc  il  ne  s'agit  que  de  trouver  le  divifeur  com- 
mun de  ces  deux  produits ,  6c  c^ divifeur  fera  là  racine  cherchée. 
Je  cherche  donc  ce  divifeur  commun  de  la  même  façon  qu  09 
cherche  le  divifeur  cpi^mun  de  deux  grandeurs  dans  l'arithmçti- 
que  en  fuiyant  les  règles  que  nous  allons  expliquer  dans  le  nom* 
bre  fuivant ,  6c  je  trouve  que  x —  1  =  o  divife  exaftement  Tua 
6c  lautre  produit.  Ainfijc — i5P=?cheftla  racine  cherchée,  6c  on 
trouvera  ajfé^nent  que  les  deux  racines  inégales  de  la  propoféç 
font  ;c— 2*=^ ,  X — 3=0*. 

Cette  méthode  çfi  fouvent  un  peu  longue  dans  les  occafion; 

k 
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&  il  vau droit  mieux  ce  me  (cmble  y  employer  k  méthode  ordi- 
naire que  nous  avons  expliquée  ci-defTus.  Cependant  comme  elle 
ne  laiâe  pas  d  avoir  fon  utilité^  je  vaisxxpliquer  en  peu  de  mots 
la  manière  de  trouver  le  commun  divifeur  de  deux  Equations. 

Trouver  le  divifeur  commun  de  deux  Equations. 

p.  Soient  les  propofées  4jc*  —  ^  1  Jif3  -4-  54**  —  i7;c=o ,  & 
••~  7^3  -H  34**  —  y  ixTh24  =  o^  je  multiplie  tous  les  termes 
de  la  première  par  le 

^  28Af*—»  147^:3 -+-238:»*— iipJcJ[ — X 


'2Sx^^ii6x^ — 204;^ -H     $6 


Premier  Refte* 
—  3o8jc3- 


1  !**•+■  s^x — •    a5 
•  i^96x^  — 2244^:-+-  io$6^x 


— '508;^**+-  ^^2x  —    tf44 

4-  544:c* — i6qoX'^  10^6 

—  i0472JC*-h323d8A:  —  2i8pd{' —  i 
-+- 10472;^*  —  3o8oo;c  4-  20328 


Secend  Refie. 


coefficient  7  du  pre- 
mier terme  de  la  fé- 
conde y  &  tous  les 

termes  de  la  féconde 

par  le  coefficient  4 

du  premier  terme  de 

la  première  y  &c  divi- 

fàntla  première  par 

la  féconde,  j'ai  un 

ptemier  refte  —  i  ix^ 

-+-34:^—23. 
Comme  ce  premier 

refte  eft  d'un  degré 

moindre  que  la  fé- 
conde Equation,  je 
divife  la  féconde  £- 
quation  par  ce  pre- 
mier refte ,  mais  au*^ 
paravant  je  multiplie 
tous  les  termes  de  ce 
refte  par  le  coeffi- 
cient 28  du  premier 
terme  de  la  féconde 
Equation,  6c  tous  les 
termes  de  la  féconde 
Equation  parlecoel^ 
fîcient  1 1  du  premier 
terme  du  refte. 

Je  fais  la  divifion ,  &  je  trouve  pour  la  féconde  opération  un 
icfte  S^^Xy  &c.  qu  il  faut  dîvifer  encore  par  la  féconde  Equa- 
tion j  mais  pour  éviter  lesfraOions  je  prens  d'abord  Je  quart  de 


i^6Sx —    1568 


— 

II** 

-+-34*  — 

•23[- 

— » 

IIX 

—  II 

j 

-23 

-in 

il 

3;3*  —  253 
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tous  les  coefficiens  afin  qulls  foient  moins  grands^  £c  je  muU 
tiplie  ceux  du  refte  par  le  premier  coefficient  de  ïa  féconde  Equa- 
tion, &  ceux  de  la  féconde  Equation  par  le  coefficient  du  refte  ; 
puis  faifant  kt  divifîon  ,  j'ai  un  fécond  refte  i^6Sx —  15^8  , 
©u  *  —  u  . 

Ce  fécond  refte  étant  d  un  degré  moindre  que  le  premier 
^—  1 1 jr*  -+-  34jr,  &c.  je  multiplie  ^— 7 1  par  le  coefficient  1 1 
du  premier  terme  du  premier  réfte ,  puis  divifant  le  premier 
refte  par  le  fécond  ,  je  trouve  à  la  féconde  opération  un  refte 
ajx  —  23  qu  il  faut  cÉvifer  encore  par  i  i;if  —  1 1  ;  mais  aupara- 
vant je  multiplie  le  refte  aj^c?— 23  par  le  coefficient  n  ,  & 
II  ;c —  II  par  le  coefficient  23  ;  &  achevant  la  divifion  je  trouve 
quelle  eft  exaûe.  Ainfi  le  di\àfeur  x —  i  eftle  divifeur com- 
mun des  deux  Equations. 

Si  en  faifant  les  opérations  dont  nous  venons  de  parler ,  il  fè 
trouve  un  refte  qui  foit  d*uii  degré  auffi  élevé  que  le  refte  pré- 
cédent ,  il  faut  divifer  le  dernier  refte  par  celui  qui  précède  , 
&  ainfî  de  fuite  jufqu  à  ce  qu'on  trouve  un  refte  qui  foit  d'un 
degré  inférieur. 

Soient  par  exemple  les  propofées  jax^ —  iiaax^  -+■  iSaSxx 
—  1 2a'^x  4-  ja^  =  G ,  &  ja^:*  —  3^^=  o.  Je  divife  d'abord  lune 
&  l'autre  de  ces  Equations  par  3^  pour  rendre  les  opérations 

moins    embar-    A  ^^^^i-^éa^x^^i^u  +  a^ïx^-'^ax^y^ 

raflantes,  &j ai    j^ 

les  deux  Equa-   ^ 

tions  qu'on  voit 

ici  dont  j'appel- 

lerailapremiere 

A  &  la  féconde 

Je  divife  A 
par  B,  &  le 
premier  rcfto 
— ^ax^  ^^af-a^ 
&c.  étant  d'un 
degré  plus  éle- 
vé que  l'Equa- 
tion B,  je  divife 
ce  refte  encore 
par  l'E^tion  B ,  &  leiecond  refte  étant  du  même  degré  que 


T 


»-*44x3 

-h  7<***  —  4«'*  -H4^ 

*» 

—     4» 

7h7«***  — 8^'**#-«^ 

*»                 — 4* 

~-8aîjp-4-844 

«-— >4 

jr*^ — 4*{xH-4 

jf   —  4 

-f.  4* 4* 

«-♦-4 
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pour .  .   X      . 

tion  B  par  ce  refte  x  —  ^  &  la  divifion  eft  exaâe.  AInfi  x—a 
eft  le  divifeur  commun  des  deux  Equations  proposes  >  &  do 
même  des  autres. 


CHAPITRE    IL 

De  t approximation  des  Racines  incommenfitroMa. 

lar^I  une  Equation  a  toutes  fes  racines  pofitîves  ou  toutes 


_  négatives  ^  le  fécond  terme  contient  la  fbmme  des  ra< 

cines;  le  troifiéme  confient  le  produit  a  *^a 

des  racines  multipliées  deux  à  aeux,  6c  j»  ^^ 

dans  le  quatrième  fondes  produits  des  ^ 

racines  priies  trois  a  trois ,  &c.  —  I» 

Dans  TEquation  A  ^  on  voit  ici  les  

trois  racines  font  Jc  —  ^=o,  x-^b 


=o,&jc — r=o.Etileftvifibleque  ^  ys — ax*  •♦-«*»  — «* 
iefecond  terme  contient  lafomme  a  Zl^*l   "*"^f* 

-+-  ^  -H  r  des  trois  racines ,  que  le  troi-  «     h-  r  * 

fiéme  contient  les  produits  a^  ^  ac^cby  des  racines  multipliées 
deux  à  deux  ^  6c  que  dansr  le  quatrième  le  produit  acb  efi  le  produit 
des  trois  racines. 

Ce  feroit  la  même  chofe  9l  les  trois  racines  étoient  négatives^ 
puiiqu'il  ne  fe  trouveroit  de  différence  que  dans  les  figoes  qui 
leroient  tous  en  plus. 

Mais  fi  l'Equation  a  des  racines  pofî- 
tives  6c  des  négatives  5  le  fécond  terme 
contientla  diâférencedes  pofitives d'avec  . 
les  négatives  9  le  troifiéme  contient  les 
produits  des  racines  multipliées  deux 
a  deux,  mais^avec  deS^fignesdifFérens, 
6c  par  conféquent  il  contient  la  différence  B 
de  ces  produits  y  6c  ainfi  des  auœss  lier-^ 
mes  ;  ce  qui  eft  évident  par  la  feule  for- 
mation de  TEquation  B. 

!!•  Si  Ion  divife  une  Equation  qui  a  toutes  fes  racines  pofi- 

Cij 


X 
X 

• 

X* 

dX-^ii 

X 

-^c 

*J 

-"^ACX 
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tives  &  inégales,&  en  nombre  pair  par  une  grandeur  moindre  que 
fa  moindre  racine ,  le  refte  de  la  divifion  aura  le  figne  plus  ;  & 
flon  la  divife  par  une  grandeur  plus  grande  que  fa  moindre  racine, 
mais  moindre  que  celle  qui  vient  après  ;  le  refte  de  la  divifion 
aura  le  figne  moins,  &  fi  on  la  divife  par  une  grandeur  plus 
grande  que  la  féconde  racine  &  moindre  que  la  troifiéme ,  le 
refte  aura  le  figne  plus ,  &  ainfi  de  fuite  en  mettant  alternative- 
ment le  figne  plus  &  le  figçe  moins. 

Soit  lapfopofée  *'^— 22*3^  Kjyjc*  —  5o5;c-+-yo4:==o  dont 
les  racines  font 

*  "^  2=0,  ;^4  —  ttxt  -f-  i47x*  —  So6x  -f-  ^041x5 — zix*-*-i4^* — 3^ 
x^  4—0,  1 , 

*—  7=0,! 1 

tcx  —  9  =  0j      •— 21*» 
je  la  divife  par  *       ' 

^---  i^quieft  H-i4tfjr* 

moindre   .que    •  *    — ' 


(a  moindre  ra-  j^ox 

cine^:^ — 2,6c  *• 

le  refte  144  a  "^ 
le  figne  plus 


144 


Je  la  divife  y^'-~  ^^xt  -4- 1^7»^  —  ^q^j^-h  5041^^ — ipy^+no» — rrir 


par  Af — 5  plus 
grand  que  la 
moindre  raci- 
ne a: — ^2,  mais 

moindre    que  ^  "®** 

-la  féconde  ra 


—  3 

X     — J 


*    —5 


*  — J 


cine    AT  —  4  ,  —  ^7éx 

,&  le  refte — 24 
a  le  figne  *— .  — 14 

Je  la  divife  <»4  —  «yj  ^j  {^rx^  —  iq^x  -h  504 1*^ — i7x«>f-8iy~^(» 

par  a:—  j  plus  ^  ^    ^ 

grand  que   la 

féconde   raci-      —17*» 

X     — -f 

ne  X — 4  mais 


moindre    que  •  r*:  f^^* 

la  troifiéme  m 

— 7y 
-+-24 

jplus^ 


X    — f 

—7,&  le  refte  —  péx 

'  '  -+-24  a  le  figne  ^""^ 


r*:  ^ 
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Je  la  divife  ^^4  —  ^jj^i  ^  j^^^i  —  ^o^* -4-  ^04  t*' —  i-^f^H-s^*—-  ^^ 


—  8 


par  X — 8  plus 
grand  que  la 

troifiéme  racî-      —  m*  ' 

nejc — 7,  mais 


moindre    que  +  5^** 

la  quatrième  x 


X      — • 


— p,&lerefte  —  ééx    - 

—24  a  le  figne  ^ — ^ 

1,  j< 
par 


moms.  .^  24 

Enfin,  je  la  ^ 

divife    par   ;c  »^  ■-*  i**^  -f- 1^7^*  ■— '  ^q^j^  -4-  504 1  ^>  —  itjg »-i-  47»—?^ 
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—  10  ,    plus  î[ 

grand  que  la      -*-  11*3 
quatrième  ra-  *  — '^ 

cinex— P,&  ^  ^7,. 

lerefîe-HÎ44  *  —10 

a  le  figne  plus.  _    .^ 

Et  la  même  ;v—  to 

chofe  arrivera 
toujours  toutes 

les  fois  que  le  nombre  des  racines  fera  pair,  ceft-à-dîre,  lorique 
TEquation  fera  du, fécond  degré,  du  4®,  du  6^,  du  8*^  &c. 

Mais  n  le  nombre  des  racines  eft  impair,  ou  ce  qui  eft  la 
même  chofe  ,  fi  TEquation  eft  du  troifiéme  degré >  du  y*,  du 
7*,  &c.  il  arrivera  tout  le  contraire.  Âinfi  en  dtvifant  par  une 
grandeur  moindre  que  la  moindre  des  racines,  le  refte  aura  le 
^  figne  moins  ;  &  divifant  par  une  grandeur  moyenne  entre  la  pre- 
mière &  la  féconde  racine ,  le  refte  aura  le  figne  plus>  6c  ainfi^ 
de  fuite  alternadvement. 

Soît la propofée x^  — i y**  ^,  _ ,^,,  ^ ^^^ _ 8o{x*--i4*-Ma 

^66x — 80=0,  dont  les    ^  ^^ ' 

trois  racines   font   ;c  —  2     

=  0,^^— y==o,  ;»  — 8  ~'***_, 

=  0,  je  la  divife  par  ;c  —  1  ^ 

moindre  que  la  racine  x  — 2^  r*-  J* 

ftcle  refte  —  a8  a  le  figne  j[ L 

.moins.  '^^V.... 

Çiij 


*J— xj**-4-^x^— 8olip«— ^«4-it 


X  —  6 


•—  ^** 


ii  Le  Calcul  Différentiel* 

Je  la  di- 

vile  par    *    yi.«ijjpt4^5;Ky.^o{*«-wx-+-j* 
:—   3    plus    — -— ^_--_— -— — —^ 

grand  que  la    '^  '~  i 

première  ra^.        «--x^jr* 

cine  & 

moindre  que 

la  féconde  j 

&   le   refte 

rf-ioale  fi- 

gne  plus.. 

Jeladîvi- 
fepar  x — 6 
plus  grand 
que  la  fécon- 
de racine  & 
moindre  que 
latroifiéme^ 
ficlerefte— 
8^  alefigne 
moins.  x'-^xfx^'-K^x 

Enfin  je  la 
divife  par  x 
—  p  plus 
grand  que  la 
racine  jc— 8 
ficlerefte-*-  *^  ^ 

d8  alefigne  ^xg 

plu&  , 

Transformer  une^  Equation  à  quiil manque  quelques  termes 
en  un  autre  qui  ait  tous  fis  termes. 

12.  Lorfqu'il  manque  quelque  terme  dans  une  Equation^ 
c'eft  une  marque  certaine  qu'elle  a  des  ifïicines  pofitiveS|&:  des 
négatives  y  ôc  que  la  ibmme  des  négatives  j  eft  égale  à  celle 
des  pofitives  fi  le  fécond  terme  manque  ^  parce  que  ce  fécond 
ternie  contenant  la  fomme  de  toute$  les  racines  ;  il  eft  évident 
que  les  pofitives  étant  égales  aux  négatives ,  les  unes  &  les  au- 
tres fe  détruifent  par  la  diverfité  des  fignes ,  que  fi  c'eft  le  troi- 


— 8of 


*«— ^;C4.I» 


ET  le'^Calcul  Intégral,  Livre  L  2j 
iiéme  terme  qui  manque  ,  ce  ne  peut  être  non  plus  que  parce 
que  la  fomme  des  produits  pofitifs  que  ce  terme  contient  s'eft 
trouvée  égale  à  la  fomme  des  produits  négatifs ,  &  ainA  des  au^ 
très  termes. 

Pour  transformer  donc  cette  Equation  en  une  autre  qui  ait  tous 
fes  termes ,  il  n'y  a  qu  à  augmenter  fes  racines  d'une  grandeur 
telle  que  Ton  voudra,  &  dès-lors  l'égalité  ne  fe  trouvant  plus  en- 
tre les  fommes  des  racines  ou  des  produits,  &c.  il  eft  clair  que 
réquation  aura  tous  fes  termes. 

Soit  la  propoféc  x^  —  J2X 
^i(J=o,  oùilmanquele  x^^y^^iy*-^  sy-   i 

fécond  terme  ;  je  fais  :v -+- 1     —  i2Jf  5=  —  I2y-+-i2 

=y ,  &  par  conféquent^  —  i.^-i(^=  -+-itf 

=  ;i;,jelubftitue^ — i  au  lieu     ., 

de  X  dans  Téquation ,  &  le  eu-  yj jy* ny  ^  27 

be  de  j^ —  1  au  lieu  de  x3 ,  6c 

j'ai  la  transformée  y^ — 5^*  — $y  -+-  27 = o  qui  a  tous  fes  termes , 
&  dont  toutes  les  racines  furpauent  chacune  de  l'unité  celles  de 
la  propofée. 

Transformer  une  Equation  dont  les  racines  fint  les  unespofv- 

tives  &  les  autres  négatives ,  en  une  autre  dont 

toutes  les  racines  font  pojitives. 

15.  Il  eft  évident  que  fi  on  augmente  toutes  les  racines  d  une 
grandeur  plus  grande  que  la  plus  grande  négative ,  elles  devien* 
dront  toutes  pofîtives  ,  £c  pour  cela  ; 

•    Soit  la  propoféc  ;c*-+-;jc — (J=o^  dont  les  racines  font  ;l^—  1 

=  0,  *H-tf==o,  je  prens  le  plus  ^ ^ 

grand  coefficient  négatif  — (f ,  je  **     ^        ^iy'^^9 

l'augmente  del'unité,  &  je  fais  A^+•7    •4-;*=     -+-    0  —  3 S 
s=y  ,  donc  y — 7  =  jc*  Je  fubftituc    _  5    s—  — •   (î 

dans  l'équadon  ^ — 7  au  lieu  de  ^  ^     

&  le  quarté  de  j?— 7  au  lieu  de  ** ,  yi  —  ^y^  s 

&  j'ai  la  transformée  j?* — py-l-8 

j=  0 ,  donc  toutes  les  tacines  font  pofîdYCs; 

Pour  rendre  raîfon  de  ceci  foit  l'équation  xx — ax'^bx^ab 
^=  0 ,  dont  les  racines  font  ;c— ii=  o,  ^h-^ïss  o,  le  coefficient 


i4  Le.  Calcul    Différentiel; 

—  a  -H  A  du  fécond  terme  fera  négatif  fi  a  eft  plus  grand  que  b, 
&  pofitif  fi  a  eft  moindre.  Mais  le  troifiéme  terme  —  ab  fera  cer- 
tainement  négatif  parce  que  — a  par  H-^  donne — aL  Or  fup- 
pofantque  le  fécond  terme  foitauffi  négatif,  le  troifiéme  — ab 
qui  eft  le  produit  des  racines  fera  toujours  plus  grand  que  le  fé- 
cond — a^b  qui  n  eft  que  la  différence  de  ces  mêmes  racines , 
ainfi  — ab  fera  le  plus  grand  coefficient  négatif,  mais  ce  coeffi- 
cient fera  plus  grand  que  la  racine  négative,  fi  ^  eft  plus  grand 
que  I ,  il  fera  égal  à  la  racine  négative ,  fi  ^  eft  égal  à  i  ,  ôc  il  ne 
fauroit  être  moindre  que  b ,  parce  qu  il  faudroit  pour  cela  que  a 
fût  une  fra£lion  au-deflbus  de  l'unité ,  ce  qui  ne  fauroit  être , 
puifque  nous  fuppofons  que  l'équation  eft  dégagée  de  toute  frac- 
tion ;  ajoutant  donc  l'unité  au  coefficient  — ab  rendu  pofitif  ôc 
augmentant  toutes  les  racines  de  la  grandçur  ^i  +  i ,  il  eft  évi- 
dent qu'elles  deviendront  toutes  pofitivcs. 

Quant  aux  équations  du  troifiéme  degré  où  elles  ont  deux  ra- 
cines négatives  ,  où  elles  n'en  ont  qu'une.  Dans  le  premier  cas, 
foientles  trois  racines  ;c-+-^=b,  ;c-^-^=o,  &  jc— r=o  ,  le 
fécond  terme  fera  négatif  ou  pofitif^ 

félon  que  ^  fera  plus  grand  ou  moin-     x^^^x^^^bx      acl=o 
'  dre  que  a-+-^,  le  troifiéme  fera         -+-3jt* — acx 
auffî  ou  négatif  ou  pofitif,  félon  que         _  ^^i  _  ^^^^ 
le  produit  ab  fera  moindre  que  la 

fomme  des  deux  autres  ou  qu'il  fera  plus  grand  ;  mais  le  quatriè- 
me terme  fera  certainement  négatif,  parce  que -Ha  par -h  A 
donne  -haby  &  -+-  abp^r — c  donne — acb ,  &  ce  terme  — abc 
fera  le  plus  grand  coefficient  négatif^  car  fi  le  fécond  eft  auffiné- 
gatif ,  il  ne  contiendra  que  la  différence  de  la  fomme  des  raci- 
nes négatives  à  la  pofitive  ,  laquelle  différence  eft  moindre  que 
le  produit  acb  des  trois  racines ,  &  fi  le  troifiéme  terme  eft  néga- 
tif, il  ne  contiendra  que  la  différence  des  deux  produits  ac^  cb , 
au  produit  ab ,  laquelle  eft  auffi  moindre  que  le  produit  acb.  Or 
ce  produit  acb  doit  être  ou  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 
négative  ,  ou  tout  au  plus  il  lui  eft  égal ,  ce  qui  arrive  lorfque 
les  deux  autres  racines  valent  chacune  l'unité.  Donc  ajoutant  i 
au  produit ,  la  fomme  abc'+- 1  fera  plus  grande  que  la  plus  gran- 
de racine  négative ,  &  par  conféquent  fi  l'on  augmente  toutes  les 
racines  de  la  grandeur  abc^i^  elles  deviendront  toutes  po- 
fitiveS. 

Maintenant  fuppofons  deux  racines  pofitives  x — 3= o ,  x — c 

=  0/ 

X 


ET  LE  Calcul  Integral>  Livre  L  a; 

«Oj  une  négative  x-Ha  =  o,  le  der- 
nier terme  fera  certainement  pofîtif  ;  le     *^  H-^**  —  a&x-*-  acb, 
troiûéme  fera  négatif,  fi  les  deux  pro-        ^^tx^-^acsc 
duits  abfOc  j  font  enfemble  plus  grands        _  ç^%  ^  ^^^ 
que  le  produit  cb  ^  &c  en  ce  cas  il  fera  le 
plus  grand  coefficient  négatif ,  parce  que  le  fécond  terme  ne 
contient  que  la  difiërence  des  pofitives  a  la  négative  y  laquelle 
eft  moins  grande  que  la  différence  des  produits  ab,  açy  au  pro- 
duit r^i  &  comme  ce  coefficient  néfi;atif  rendu  pofitif  &c  aug^ 
mente  de  Tunité  fera  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  néga-* 
tive  i  il  s  enfuit  que  toutes  les  racines  deviendront  pofitives  fi 
on  les  augmente  de  cette  quantité.  • 

Si  le  produit  r&  efl  plus  grand  que  les  deux  ab^  ac  y  cela  ne 
peut  provenir  que  de  ce  que  Tune  destieux  pofitives  furpaffe  de 
Deaucoap  la  négative  a ,  &  alors  le  fécond  terme  fe  trouve  le 

F  lus  grand  coéfiEicient  négatif,  &ce  coefficient  augmenté  de 
unité  efl  plus  grand  que  Ta  plus  grande  négative ,  donc  &c*  Je 
me  contente  d'indiquer  ceci  fans  en  donner  des  exemples  parce 
quil  fera  facile  à  ceux  qui  le  liront  de  s'en  faire  eux  mêmes  ,  6c 
e  examiner  la  vérité  de  ce  que  je  dis. 

Et  par  unfemblable  raifonnement  on  prouvera  toujours  qu'en 
augmentant  les  racines  d  une  équation  ae  quelque  degré  qu  elle 
foitde  la  valeur  de  fonplus  grand  coefficient  négatif  plus  l'unité  > 
dUes  deviendront  pofitives.  Il  efi  vrai  qu  on  les  augmente  quel- 
quefois beaucoup  plus  qu  il  n  efl  néceffaire ,  mais  en  revanche 
la  méthode  efl  fure  &  Ion  ne  rifque pas  de  fe  tromper 

Trouver  par  approximation  les  racines  incommenfirable$ 
.t  (tune  Equation. 

14.  Je  fuppofe  que  l'Equation  a  tous  fes  termes ,  qu  elle  eft 
fiins  fraâions ,  &  fans  coefficient  au  premier  terme ,  6cque  tou- 
tes fes  racines  font  pofitives,  c'eft-à-dire  que  tous  fes  termes^ 
ont  alternativement  les  fignes  plus  &  moins.  Si  cela  n'efl  pas, 
on  préparera  l'Equation  en  fuivant  les  méthodes  que  nous  avons 
données  ci-defTus ,  &  dans  V Arithmétique  des  Géomètres. 
.,  Soit  la  propofée  Af*— iojc-ha2=o,  je  fais  les  Equations 

fimpIeSAf 1=0,  JC  —  2  =  0,  X JaBEsO,* 4=:0^&C.  Ôc 

àivifknt  l'Equation  par  x —  i ,  x — 2  &  x —  5  ;  je  trouve  toujours 
un  refle  qui  a  le  figne  plus ,  ce  qui  méfait  voir  que  la  racine  que 


fftf  Lé  Calcul  Différentiel, 

je  cherche  cft  plus  grande  qpe  j  ,  car  ^ —  i  ayant  donné  un 
refté  qui  a  le  figne  plus  ,  la  racine  efl  plus  grande  que  i ,  puif* 
qu'elle  ne  peut  pas  être  m^oindre ,  &  que  d  ailleurs  dans  les  Equa- 
tions^ du  fécond  degré ,  les  divifeurs  moindres  que  la  moindre 
racine  donnent  iin  refte  qui  a  le  fîgne  plus  )  or  les  divifeurs  jc —  2  p 
X — s  y  <^nt  donné  des  reftes  avec  les  mêmes  fignes^  donc  ils 
font  encore  au-deffous  de  la  racine. 

Je  divife  par  ^ — 4  &  le  refte  a  le  fignc  moins ,  ainfi  la  racine 
eft  entre  5  &  4  >  je  prens  la  moitié  de  la  différence  de  trois  à 
quatre  qui  eft  7,  &  divifant  l'Equation  par  :c—  3  -J-^  je  trouve  un 
refte  qui  a  encore  lefigne  moins  ;  donc  la  racine  eft  entre  5  6c 
'  ?  T*  Je  prens  la  moitié  de  la  différence  de  3  à  3  i  qui  eft 7,  & 
divifant  par  x  —  37,  le  xefte  donne  le  fîgne  plus  ,  donc  la  ra- 
cine eft  entre  }  7  ôc  3  ^ ,  je  prens  la  moitié  de  la  différence  de 
3  V  à  3  ~:  qui  eft  j ,  &  divifant  l'Equadon  par  3  j ,  le  refte  a  en- 
core le  fîgne  plus^  donc  la  racine  eft  entre  3  t  Âc  3  i  >  6c  conti- 
nuant de  la  même  façon  on  approchera  dé  fî  près  qu  on  voudra 
de  la  véritable  racine« 

Au  lieu  de  divifer  TEquation,  on  peut  fubftimer  les  divifeurs 
à  la  place  de  l'inconnue  >  &  les  divifeurs  moindres  que  la  racine 
donneront  une  Equation  qui  fera  plus  grande  que  zéro  ;  ce  qui 
doit  s'entendre  des  Equations  d'un  nombre  pair  de  degrés  ^  car 
dans  les  autres  ce  fera  tout  le  contraire^  comme  il  a  été  dit  plus 
haut. 

»  Si  l'Equation  étoit  littérale  on  mettroit  en  chifires  les  valeurs 
des  coefficiens ,  &  s*il  y  avoît  deux  inconnues  ,  on  en  déter- 
mineroit  une  >  après  quoi  on  opereroit  comme  il  vient  d'être  dit» 


CHAPITRE    IL 

Des  Suites  ou  Séries  Ù*  de  leur  ufige, 

ly.^^N  appelle  Suite  toute  fomme  Infinie  de  grandeurs, 
\^  foït  qu'il  fe  trouve  un  certain  rapport  entre,  ces  gran- 
deurs ,  foit  qu'il  ne  s'en  trouve  point.  Or  parmi  ces  fuites  donc 
le  nombre  eft  infini,  celles  que  nous  allons  confiderer  font  les 
fuites  qu'on  appelle  de  différens  ordres  ,  ôc  comme  nous  en 
ayons  déjà  dit  quelque  chofe  d|n8  ï Arithmétique  des  Géomètres  , 
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ET  LE  Galcul  Intégral^  Livre  L        ^27 
&  dans  /a  Me/are  des  Surfaces  &  des  Solides ,  nous  nous  borne* 
rons  ici  à  une  de  leurs  principales  propriétés  qui  efl:  extrême- 
ment utile  dans  le  calcul  ^ 
comme  nous  le  ferons  voir  ,  ^ 

après  quoi  nous  parlerons  de        ^*     ^^    '3*      4*      S^      ^ 
lufage  qu'on  fait  des  autres 
pour  trouver  la  valeur  d'une 
mconnuë    dans     certaines 
£quatioos« 

La  première  fuite  ne  con- 
tient que  les  unités  ^  com-- 
me  on  voit  dans  le  premier 
rang  perpendiculaire  de  la  Table  A,  repréfenté  par  le  premier 
rang  perpendiculaire  de  la  Table  B  ;  on  peut  concevoir  ces 
rangs  ôc  les  fuivans  comme  étant  prolonges  à  l'infini. 

La  féconde  fuke  fe  forme  de  l'addition 
des  termes  de  la  première  ;  ainfi  fon  pre- 
mier terme  eJft  i  ^  le  fécond  efl  i  H- 1  ou  2  ^ 
le  trotfîéme  eft  i  -H  i  -H  i  ou  5  ,  &c*  com- 
me on  voit  dans  le  fécond  rang  perpendi- 
culaire de  la  Table  A  repréfenté  par  le  fé- 
cond rang  perpendiculaire  de  la  Table  B. 

La  troîfieme  fuite  fc  forme  de  Tadditicn 
de  ceux  de  la  féconde  >  ainfi  le  premier  ter- 
me efl  i  ^  le  fécond  i  -t-a  ou  j  ,  le  troifîéme  f-h^-J-j  ou  5,  &c. 

La  quatrième  fuite  fe  forme  de  même  de  l'addition  de  ceux  de 
la  troifîéme ,  fie  ainfi  des  autres. 

L'expofant  de  k  première  fuite  eft  i  »  celui  de  la  féconde  2  ^ 
celui  de  la  troifîéme  3  ^  celui  de  la  quatrième  4>  ficc. 

La  principale  propriété  de  ces  fuites  eft  qu'en  quelque  part 
qu'on  les  termine  ^  la  fommc  de»  termes  eft  égale  au  terme  qui 
fuit  immédiatement  le  dernier  multiplié  parle  nombre  des  ter- 
mes fie  divifé  par  l'expofant. 

Cette  propneté  eft  évidente  dans  la  première  fuite  y  car  fi  on 
la  borne  par  exemple  à  quatre  termes  >  le  nombre  des.  termes 
quatre  fera  égal  à  la  fommà  des  termes ,  fie  comme  le  terme  qui 
fuît  le  dernier  eft  i ,  ce  terme  multiplié  par  4  fie  divifé  par  l'ex- 
po(ant  fera  encore  4  ^  fie  par  conféquent  il  fera  égal  à  la  fommç. 

Si  on  borne  de  même  la  (ceohdc fuite  à  quatre  termes,  la 
fomûie  i  -t-2  -H  3  -H4  fera  id  ^  fie  le  terme  y  qui  fuit  le  dernier 
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^S  Le  Calcul  Différentiel; 

étant  hiultîplié  par  le  nombre  des  termes  4,  fera  20,  lequel  di- 
vifé  par  Fexpofant  2  ,  donnera  le  quotient  10  égal  à  la  fomme 
10  j  &  on  trouvera  la  même  çhofc  dans  les  autres  fuites  de  quel- 
que manière  qu'on  veuille  les  borner. 

Mais  fi  on  veut  une  démon-  y-_.     j-A-i-i2=s         ^==wi 

ftration  plus  fatisfaifante  pour  ^     ^                             e 

les  fuites  qui  fuivcnt  les  pre-  c^b^a  =/x ^^  =  / 

mieres ,  appelions  n  le  nombre  n^t . 

des  termes ,  e  lexpofiint  de  la  àHra  —  ^ x' -7        ^ 
^  première  faite,  &  concevons  a  =  Ax^aa=A 
que  ces  fuites  foient  bornées  ^^ 
chacune  à  quatre  terînes ,  nous  o = a  x  -^  =  o 
aurons  par  la  formation  des  fui- 
tes les  expreffions  qu'on  voit  ici.  Le  terme  c=^  x    ~*g=o  que 

nous  ajoutons  ici  étant  égal  à  zéro,  ne  doit  point  embaraffer, 
car  foit  quon  ajoute  zéro  à  une  grandeur,  foit  quon  ne  la- 
joûte  pas  ,  cette  grandeur  refte  toujours  la  même. 

Nous  avons  doncjj x  ^'4-/x^î^-+-rx  —Îh-^x 'î^-i-^^ 
X ^^=w -+-/-*-! -4- ^-+-0  ,  ou  ce  qui  revient  au  même- 

rHo. 

Or  pat  la  formation  des  fuites  A:=^H-/-+-r-+-<^-+-«>  donc 

«v-t      f if       î*  ^ 

7^'^      e       e  "^  7  — f^c-^b  —  a 

mais  la  partie  négative  h  —  a 

dii  premier  n^embre  de  a 

cette  Equation  étant  ar-  ^ 

xangée  comme   on  le 

voit  ici,  fe  trouve  égale  à ^^^ par  k  formation  des 

Tables;  mettant  donc  dans  la  dernière  FfiiTiîitrn  *"  ^  *~~* 
■  au  lieu  de  la  partie  négative  du  premier  membre  ,  nous  aurons 
7  X  k  "^^ — 1~*~  =»»'+'^-<"<-*-^>  &  multipliant  par  «, 
nous  aurons  nk — m—i — i — hsszme-hie-^ichAe  ,  ou  nk , 
5=*x»»H-/r+-/H-^-Hi^7»-i-yr^'!+T^;>  &  divifant  fUM-i 
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nous  aurons   ■^  =  w-h/-+-/-4-A,  c*eft-à-dirè  la  fomme  des 

quatre  premiers  termes  de  la  féconde  fuite  eft  égale  au  terme  k  y 
qui  fuit  le  dernier  multiplié  par  le  nombre  de^  termes  n ,  &  divi- 
fé  parlexpofant  e  de  la  première  fuite  augmenté  de  l'unité,  ou 
pat  Texpofant  de  la  féconde  fuite ,  &  on  démontrera  la  même 
chofe  à  l'égard  des  autres  fuites. 

Cela  pofé,  appellant  n  le  nombre  des  termes,  s  la  fomme  d  une 
fuite  terminée  où  Ton  voudra  ;  D  le  dernier  terme ,  d  le  terme 
qui  fuit  le  dernier,  &  E  Fexpofant  de  la  fuite ,  la  formule  de  la 

fomme  fera  S =^;  &  fi  Ton  veut  une  formule  par  le  moyen  du 

dernier  terme  on  fera  attention  que  la  fomme  des  termes  qui  pré- 
cède le  dernier  eft  s — D,  &  que  cette  fomme  eft  égale  a  D 

X  ^^Y"  y  ^^  c^^^  fomme  eft  s — D  =  D  x  ^^  ,  Ôc  ajoutant 
D  de  part  fie  d^autrc,  onaj=sDx  ^^-t-D=ïDx  ^'^l'^  * 

qui  eft  rexpre/Iîon  de  la  fomme  entière. 

Suppofant  donc  toutes  les  fuites  bornées  à  un  même  nombre 

de  termes ,  fi  Ion  met  dans  j  ==  D  x  "  ^"^  au  lieu  de  D  fa  va- 
leur 1  pour  la  première  fuite ,  6c  au  lieu  de  E  fa  valeur  i  ,  on 
aura  jt=i  x  ^  qui  fera  la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite, 

&  en  même  tems  la  valeur  du  dernier  terme  de;  la  féconde  fuite. 
Et  fi  dans  la  même^rmule  on  met  au  lieu  de  D  fa  valeur 

i  X  j-pour  la  féconde  Rnte ,  fie  au  lieu  de  E  fa  valeur  2  ,  on 

aura  j=i  x  2-  x  ^~^  qui  fera  la  fomme  des  termçs  de  la  féconde 

fuite,  fie  en  même.tems  la  valeur  du  dernier  terme  de  latroifîé- 
me  fuite. 

Et  mettant  dans  la  même  formule  au  lieu  de  D  fa  valeur 
1  X  f  X  î^^pour  la  3*  fuite ,  fie  au  lieu  de  È  fa  valeur  5  on  aura  s = 

IX  ï-  X  ~i  X  —^  qui  fera  la  fomme  dçs  termesde  la  troifiéme 

fuke,  fie  en  même  tems  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  qua- 
trième. •    . 

Mettant  de  même  dans  la  formule  au  lieu  de  D  fa  valeur 

1  X  j-  X  ^-^  X  2^  pour  la  quatrième  liiite,  fie  au  lieu  de  E  fa 
mkm 4c %  on  aura  i«i x  j^x ?±i x î±î  ^^ quiferak  fomr 

Dïïj 
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me  des  tennes  de  la  quatrième  fuite  ^  &  en  même  tems  la  valeur 
du  dernier  terme  de  la  cinquième  y  6c  ainii  de  fuite  à  l'infini  i  de 
forte  que  par  le  moyen  de  cette  formule  on  peut  trouver  non- 
feulement  les  fommes  des  fuites  ^  mais  encore  la  fomme  de 
tous  leurs  derniers  termes ,  c'eft-à-dire  la  fomme  du  rang  hoti^ 
fontal  que  ces  derniers  termes  forment. 

Autre  dijfofition  des  mêmes  Suites. 

On  peut  difpofer  ces  mêmes  fuites  de  façon  C 

que  les  deux  premières  reliant  dans  la  même 
difpofition  ^  le  premier  terme  de  la  troifiéme 
foit  à  côté  du  fécond  terme  de  la  féconde ,  le 

J>remier  de  la  quatrième  à  côté  du  fécond  de 
a  troifiéme ,  &  ainfi  de  fuite ,  comme  on  voit 
dans  la  table  C  ,  repréfentée  par  la  Table  D.  . 
Si  Ton  termine  ces  fuites  par  un  rang  hori- 
fontal ,  par  exemple  par  le  rang/,  w ,  r ,.  &c. 
la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite  fera 

1  X  -  de  même  que  dans  la  difpofition  précé- 
dente ,  &  cette  fomme  fera  en  même  teijis  la 
valeur  du  dernier  terme  de  la  féconde^ 

La  fomme  de  la  féconde  fuite  fera  aufli  i  x 

-  X  ^^-^  y  mais  cette  fomme  ne  fera  pas  éga- 
le au  dernier  terme  de  la  troifiéme  paiW  que  le  nombre  des  ter- 
mes de  cette  fuite  n  eft  pas  »,  mais  n —  i ,  ôc  par  conféquentcc 
dernier  terme  eft  égal  à  la  fomme  des  termes  de  la  féconde  moins 
le  dernier. 

Pour  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  féconde  moins  le  der- 
nier ,  on  fe  fervira  de  la  formule  i  &=  -  fie  on  mettra  au  lieu  de  d 

(a valeur  ix  î- ,  au  lieu  de  n  fa  valeur  n —  i,  fie  au  lieu  de  E  fa  va- 
leur s, ,  6c  Ton  aura  i  x  ^  x  ~^  qui  fera  la  fomme  des  termes 

de  la  féconde  fuite  moins  le  dernier  fie  en  même  tems  la  valeur 
du  dernier  terme  du  troifiéme  rang. 

Le  dernier  terme  de^a  quatrième  fuite  étant  égal  à  la  fomme 
des  termes  de  la  troifiéme  moins  fon  dernier  terme ,  on  mettra 

dans  la  formule  j==^x|,  au  Heu  de  dùi  valeur  i  x  j-  x  ^'aulieu 
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de  »  fà  valeur  n — 2  £c  au  lieu  de  £  fa  valeur  5 ,  6c  Ton  aura 

IX  ^  X  î^x~îqui  fera  la  femme  des  termes  de  la  troifiéme 

fuite  moins  fon  dernier  terme  y  &  en  même  tems  la  valeur  du  der- 
nier terme  de  la  quatrième  fuite. 

Et  on  trouvera  delà  même  façon  que  la  valeur  du  dernier  ter- 
me delà  cinquième  fuite  ell  i  x  j-  x  —^  x  "ÎHlî  x  ^^  ,  &  ainfidc 

fuite  à  Tinfini  :  6c  comme  n  exprime  tel  nombre  de  termes  de  la 
première  fuite  qu'on  voudra ,  il  fuit  qu  on  peut  trouver  de  la  mê- 
me façon  tel  rang  horifontal  que  Ton  vo^ara  chercher. 

Application  aux  puijfances  des  Binômes  <tr  des  Multinomes. 

Si  Ton  élevé  un  Binôme  a+^  à  fes  différentes  puiflances  1 
ces  puiifaaces4-f-^,  aa^aab'-^bbp  a^^-^ia^b^^ab^^b^ ^ 
a^^^^a^b^\^  6à^bb  -+-4tfi3^-^4  ^  ficc.  rangées  les  unes  fous  les 
autres  formeront  les  rangs  parallèles  de  la  Table  Fappellée  Ta- 
ble des  puiflances. 


\ 

F 

• 

a 

l 

a* 

2ah 

bb 

ai 

ia^b 

iabb 

b3 

a* 

^aib 

6a*bb 

44^1 

b* 

ai 

Sa^ 

loaîb* 

loa^i 

Sab^ 

*'  1 

Or  en  confidérant  chacun  de  ces  rangs  parallèles  >  il  eft  aifé  de 
voir  que  les  puiifances  de  a  vont  en  diminuant  depuis  la  première 
cellule  à  gauche  ^  jufqult  la  dernière  à  droite  où  a  ne  le  trouve 
plus ,  6c  qu  au  contraire  les  puifTances  de  b  vont  en  augmentant 
depuis  la  féconde  cellule  à  gauche  ^  jufqu  à  la  dernière  à  droite 
où^  ie  trouve  dans  une  puiiTance  aufli  élevée  auç  a  dans  la  pre- 
mière cellule.  Âppellant  donc  »  Texpofant  de  la  plus  haute  puif- 

fimcc  de  a ,  nous  aurons  a  ^a  ^^^  b^a  ""^^  bb  -^an  "**  b^ 

^afT'^b^^an     ^b^ ,  6cc.  à  Tinfinî,  qui  eft  une  formulepour 

toute  forte  de  puiifances  de  ^ -4-^  en  faifantabftraâiondes  coef- 
fiàents ,  nous  en  ferons  bientôt  Tapplication. 
Confidérant  de  même  les  coefEciens  des  rangs  parallèles  y  on 
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trouvera  qu'ils  font  les  mêmes  que  les  rangs  parallèles  de  la 
féconde  difpofition  des  nombres  de  diiFérens  ordres  i  ainfi  ces 
coefficicns  fe  trouveront  de  même  que  les  rangs  parallèles  de  , 
cette  difpofition  ;  donc  le  fécond  terme  fera  i  >c  7  >  le  troifié- 
me  ix-xï^',  le  troifiéme  i  x  ixï~x~î,&c.  ajoutant  donc 
CCS  coefficiens  à  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  ;  nous 
aurons^"+ix^a»-^'^H-ix-?x^^--**^  +  i><^><^' 
xîL2a"-5^3H.ix^xîi=^x=Z.*)çî^ 

j<î!=?xîî=lx  !!rla"— ^  ^S  &  ainfi  de  fuite  à  l'infini  qui  eft 
une  formule  pour  trouver  telle  puîfFancc  que  Ton  voudra  de 
tf-+-^,  avec  les  coefficiens  de  fes  termes. 

Quoique  cette  formule  foit  infinie ,  elle  fert  également  pour 
les  puiflanccs  finies  &  pour  les  infinies ,  parce  qu'à  Tégard  des 
finies ,  tous  les  termes  qui  font  au-delà  de  ceux  ^u  on  doit  trou- 
ver dcMtennent  égaux  a  zéro  ;  par  exemple  ,  fi  je  veux  trouver 
la  troifiéme  puiflance  de  ^-H^,  je  mets  au  lieu  de  n  fa  valeur  5  , 
&  je  trouve  que  les  quatre  premiers  ternies  de  la  formule  me 
donnent  a^^^^ia^b^sab^^bs ^  après  quoi  ceux  qui  fuivenc 
deviennent  égaux  à  zéro  comme  il  eft  aifé  de  voir  en  fubftituant 
partout  5  au  lieu  dcn^ 

Pourélever  r-+-^àune  puiflance  quelconque  ,  on  met  dans 

la  formule  c  au  lieu  de  a^  &  ^/  au  lieu  de  ^ ,  &  Ton  r^H- 1  x  - 

»— X    J     -  »        «—1       !►— 1       f,      .  Il        II— I        «—1      «—3     I-    m,^ 

c        d^.ix  jx-^c         rf^  +  ix^x  _— X— -r      ^ ds  &c. 

Et  pour  élever r  —  ^  à  une  puiflance  quelconque,  on  metr  au 
lieu  de  a,  df  au  lieu  de  ^ ,  &  les  fignes  -H  &  — alternativement, 
parce  qu  en  élevant  c — d  à  fcs  puiflànces ,  les  fignes  font  alter- 
natifs, &  lapuiflTance  cherchée  eft  r"  —  1  x  "  ^  "~^  d^  1  x  -^ 

«•—I       «-^*  j-  »       If— I       n  —  1      1»——  j.     o 

X c        «*  —  i  xr^ X c       ds y  &c. 

1  1x3' 

Pour  élever  un  trinôme  df-Hf-+-A  à  une  puiflance  quelcon- 
que, on  confîd^rera  ^-h^ comme  ne  faifant  qu'un  feul  terme, 
après  quoi  on  agira  félon  Imdication  de  la  table  cy-defliis  ;  par 
exemple  ,  fi  je  veux  élever  ^-f-^-+- A  à  la  troifiéme  puiflance  ;  la 
première  cellule  du  troifiéme  rang  de  la  table  me  fait  voir  qu'il 
faut  que  je  prenne  le  cube  de  ^-+-^j  c'eft  à  dire,  di^+^^d^e^ 

^dcy 
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Sde^^ei ,  la  féconde  cellule  sa^b  me  fait  voir  que  je  dois  pren- 
dre trois  quarrez  de  d-^rc  multipliez  par  le  terme  A^  ou  ^adh^^ 
édeh-^^^e^h  ;  la  troifiéme  cellule  3  abb,  me  fait  voir  que  je  dois 

{)rendre  trois  fois  d-^re  multiplie  par  A^  ou  sdh^^^eh^  j  enfin 
a  quatrième  me  montre  que  je  dois  jprendre  le  cube  A3  ^  donc     . 
la  xxoiQénxe  puiifance  de  ^H-^-f-A  eft 

H-3^A*-H3M* 
.    -f-    As 

&  la  formule  générale  pour  les  Trinômes  ^  fera  en  mettant  a, 
^jT  auCeude^^e^A 


-x-^a       ce 


n— I     II— î     If— 3 


-X— X-—-^         o   rî,&C. 


Se  après  avoir  trouvé  la  formule  des  Trinômes  5  on  pourrolt 
trouver  de  la  même  façoa  celle  des  Quadrinomes  £c  des  Mul- 
tinomes  d'un  plus  grand  nombre  de  termes  à  f  infini. 

Il  ne  faut  pas  s'étonner  de  voir  dans  cette  formule  que  les 
Divifeurs  des  coefficient  ne  vont  pas  toujours  en  augmentant 
comme  dans  la  forpiule  précédente  j  la  raifon  en  eft  qu  après 
avoir  élevé  les  deux  premiers  termes  a  -4-  A  à  la  puiffance  n ,  il  faut 
enfuite  élever  ces  mêmes  termes  a^b  à  la  puiffance  n — i  fie 

multiplier  cette  puiffance  par  le  coefficient  -du  fécond  terme  de 

la  puiffance  19^  &  enfuite  par  le  troifiéme  terme  c  ;  or  le  fécond 
terme  de  la  puiffance  fi— i  de  a  -f-^  n'aura  plus  pour  coefficient 

Y  maîs^î^^  &  par  conféquent  ce  fécond  terme  fera  ^^x  ÎLZ- 

a^'^^bc,  èc  aî^fî  des  autres  cas  compris  dans  cette  formule  , 

ce  qu'on  peut  facilement  obferver. 

E 
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Pour  élever  une  fuite  kifînîe  a^i^èy^+^^^ày^yéLC.  à  une  pmC* 
fance  quelconque  >  le  formule  fera 


Il 

» 

1 


-^'xîzi?^— 5  *r 


*  3  7 


X 

n 

X 


x-^a 


-^f 


&  pour  élever  la  fuite  infinie  ay-^byy^cy^'+'  dy^ y  &c.  a  unr 
pu^pknce  quelconque  y  la  formule  fera 


n  n  .    n    1 


»— X  f  «4-1  ,    «    »— I  *— * 


-*-j-      fl"""'tf^"'      -4--      x—*      "''{y 


n 
7 


»— I 


I» 
II 
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_ll— î  «— 1   ^^^ 
X— ^  «M 
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^^  X 
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^-ZLa"-'  be 
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f 
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>c"-=?x2=-*x"-=ix"-=*a—'^c 


-,  -7-x    j  x-px-px-j-«        , 

fi  _  n 

j  x"-=:l'x2:=:îx4^4— ♦^J^/I 

I  1  *  J 


II 
X 


=^a'^dd\y'^^êce. 


^1  x'^'x^x^W-Hcd 

Si  âans  la  formule  qui  fert  pour  les  jpuiflances  du  bmome 
^  -4-^>  on  met — n  au  Heu  de  n  aux  eacjpofans  de  a  ^  auxcoefH'- 

<:iens  des  termes  ;  on  aura  a    "  -^  ^  ^"^        b — -^  x  ^~^  a 

— ^^x^îLxiilzf  x=::ïi::*^'-""^A3_îix==2=:ix'^- 

V     *  ^  ^       *        ^ 

X  — îî — ?  tf"^T*  *4^  &c.  &  ce  fera  la  formule  pour  les  puiffaçces 

négatives  du  binôme  tf-f-^,  ceft-à-dire  pour  les  puiffances 

a-J^b  ^  a^h  ,  a^h  ,  &c*  or,  i^  Il  arrivera  que  fi 
le  binôme  cft  ar\-b^  les  termes  pairs,  ou  le  fecx)nd ,  le  quatrième, 
le  fixiéme ,  &c.  auront  le  figne  moins ,  &  les  autres  le  figne  plus* 
5t^  Si  le  binôme  cft  a— h ,  tous  les  termes  auront  le  figne  plus, 
5^  Les  coefficiéns  des  termes  feront  les  mêmes  que  les  rangs 
parallèles  de  la  première  dilpofitîon  que  nous  avons  donnée  cy- 
dcfifus  des  nombres.dé'dîfFérens  ordres.  Ceft  ce  que  nous  allons 
démontrer  en  faifant  voir  en  même  tems  que  les  valeurs  de  ces 
puiflances  négaàves  font  des  fuites  infinies  ;  mais  comme  il  peut 
^V4t  qwc  dans  le  binôme  a-+-^.,  la  grandeur  h  foit  plus  grande 
que  ay  ou  la  graiideur  a  plus  grande  que  ^  ;  je  fuppofe  a  plus 
grand  que  ^^  &  je  dirai  cnfuite  ce  qu'il  faut'feire  fi  hiSs.  trouve 

Eij 
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plus  grand  que  ^.  Par  les  régies  du  calcul  des  expofans  que  nous 

avons  expliquées  dans  notre  Arithmétique  des  Géomètres  la 

grandeur  a -h  3      *  ,  peut  S'exprimer  par  ■  '     ■  ou  par 


âa-hiéib-^hb  t 


de  même,  a-^b      peut  s*exprimer  par  ■    '  ■■  & 

ainfi  des  autres;  c'cft  ainiî  que  Texpofant  négatif  devient  pofitif 
lorfqu  on  met  fa  puiflance  au  dénominateur  a  une  fraélion:  dont 
le  numérateur  eft  lunité  ,  &  par  la  même  raifon ,  Il  Ton  met 
ajilieudu  numerateut  le  denoniinateur  dont  Texpofant  eft  pofitif^ 

cet  expofant  deviendra  négatif;  ainfi  "nr;  fe  changera  enîïii 
ou  a-h^     *  &  cela  poféi. 

Pour  trouver  la.valeur  de  JT^~*==  ';^^'=  ^^li^^^r 
je  partage  le  déhominaténr  aa'^2ab^bb  ea  deux  parties 
aa-hab,  &  ab^bb  ^  enforte  que  filon  divife  la  féconde  par 

la  première  le  quotient,  foit  -^j'écris  aa-^ab^^^-^b  fous-le nu- 
mérateur I  ,  regardant  tf^ -H  ^1^  comme  la  première  partie  da 
divifeur ,  Si  ab^bb  con^me  là  fecondcc  Je  divife.  i  par  aa^ab^ 

&  le  quotient  eft      '  ^  ;  je  multiplie  ce  quodentparla  premiera 

partie  aa^  ab  6c  le  produit  eft  i  y  lequel  étant  retranché  de  i  yH 
nerefterien* 

f.^J[ *       1       ^"     ^       ^'        &c 


A'+^ib'hah-hbb    ^oiH-^b        û^-^-oâi^  a^-irên        tf/-♦-a♦*^ 


a 

OA^ab'+'ab  •+-  bb 


ma-^ab'^ilh'skrbh 

■ 


Je  multiplie  îç  même  quodent  par  la  féconde  partie  tf^-M^> 
&  le  produit  eft  -h  j  lequel  étant  tetranché  de  4---  que  jje  fup- 
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poie  au  nombre  à  divifer ,  il  ne  refte  rien  ;  mais  comme  par 
cette  fuppofition  j'ai  augmenté  le  nombre  à  divifer  de  la  valeur 

*ir  -  f  écris pour  corriger  cet  excès» 

Je  divife par  la  première  partie  aaH^ab  du  divifeur  & 

le  quotient  eft  j;^^^  ^  &  multipliant  ce  quotient  par  aa  ^ab  , 

le  produit  eft  ~'-  qui  retranche  de  ^  ne  laifle  rien ,  je  multi-^ 
plie  le  même  quotient  par  lautre  partie  ab-^bb  du  divifeur  >  & 
le  produit  eft  ""—  lequel  retranché  de~^  que  Je  (uppofe  au  di- 
vidende ne  laîffe  rien;  mais  comme  en  fuppofant  —  au  di- 
vidende je  Taî  diminué  d  autant ,  f  écris  -  fie  continuant  la  di- 
vifion  de  la  même  façon ,  je  trouve  le  quotient 


b 


—  ;r^i,  -^TT^yy^^^  ^gal  à  la  pùiffance  ^^b^- 
Je  divife  chaque  terme  de  ce  quotient  de  même  que  j'ai  divifé 
M-k-xab^-bb  >  ^  J'^^  ^^^  ixàics  infinies  que  Ion  voit  ici  &  qui  ex- 
priment la  vaAsuc  de  ces  termes  > 

b  _,bb  *»_.     *4  hS  b6 

&  on  peut  continuer  à  Ilnfini 

Je  prens  la  fomme  des  rangs  perpendiculaire  ^  &  jat  ~     ^ 
^!«-:ËI^Ë:;_iL;H.lif^  &c.  qui  eu  la  valeur  de  la^ 

liûflànce  «-+-*"**,  ce  qui  fe  change  en 
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la       — la      .  b^sa        ib  —  ^a        b^^^a        b^^^Cs 
b^  y  &c.  ou  bien  en  exprimant  par  —  n  Texpofant  —  2. 

h^^tSa^""^^  b^  y  &c. 

où  Ton  voit  qu'en  mettant  --*-»  au  lieu  de  n  dans  les  expofans  des 
puiiïances  pofitives  de  a+^  i  on  a  la  formule  des  expofans  d^s 
puiffances  négatives,  &  par  rapport  aux coefficicns ,  il  eft  vifi- 
ble  que  pour  la  féconde  puiffance  ils  font  les  mêmes  que  les 
termes  i.2.3*  4.  y.  6.  &c.  du  fécond  rangparallele  de  la  première 
difpofition  des  fuites  des  difFérens  ordres ,  mettant  donc  alter- 
nativement les  (ignés  plus  &  moins  dans  la  formule  qui  expri* 
me  les  rangs  parallèles  de  cette  difpofition  ;  nous  aurons , 

3  I  »  3  4 

&  ce  fera  la  formule  générale  pour  toute  forte  de  puîflances  né- 
gatives de  a^b^ 

Si  on  vouloit  trouver  par  la  divifioni  aînfi  que  nous  avons 

fiiit  cy  -  deffus ,  la  fuite  qui  exprime  la  valeur  de  5^^  b      '  = 

^^=^-=2  î on  partageroit  le  divifeur  â3  -f-  ^à^b 

•+-3^A>-+-^3  en  deux  parties  a^'^2a(A^abby  &  aab-^^^abb 
-4-  ^3 ,  en  forte  que  divifant  la  féconde  par  la  première  le  quo- 
tient fut  -  &  Ton  acheveroit  la  divifion  comme  ci-defTus» 

Ûe  même  pour  ÏT  b^^  =  -^^  -==^ ,.^^n^Lk^^^^^ 
on  partageroit  le  divifeur  en  deux  parties  /i*-+- j^3^-f-  ^aab^ 
^ab^  &  a3  -4-  laobb-^sab^  -+-  M,  &  ainfi  des  autres  en obfer- 
vant  toujours  que  la  feéonde  partie  divifée  par  la  première  don- 
ne pour  quotient  -,  ce  qu  on  trouvera  toujours  dans  toutes  les 
puiflancos  de  4  -H  ^* 

Lafuite-L  -  if  H.?^„:!^  H-  ^'  -  '-^  -^'4,^^^  m^^' 

au  «»     '     «*  Mt  4*  «>  «•  >  ^ 

prime  la  vzlcut  àc  iHrlr~\  pcm  fe  changer  en  celle -cy  -^ 
"'^V^-  tii-H^-i^H-^,  prifqu-ilrft  vifi. 
bic  que  tous  les  terme»  fiant  multiplie*  par  ~  ;  ainfila  valeuç, 
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àea-hi  'cftégaleàk  grandeur- multipUc  par  la  fuite  *~^* 
"^  MM  "if  H-  7^ ,  &c.  or  il  eft  vifîble  que  fi  b  eft  plus  grand 
que  *,•  cette  fuite  fera  dune  valeur  infinie ,  &  par  conféquent 
l'cxprcflion  ±  >c"^^'^^>:WZ::^ ,  &  s'éloignera  infiniment 

àc  la  véritable  valeur  de  2r+r^~»  j  pour  éviterdonc  cet  incon- 
vénient ,  voici  comme  on  fera. 

Après  avoir  partagé  le  dénominateur  aa^zah^èdc  la  puif- 
^^®*«H-,i-HW ^  ^^°*  parties  aa -{r ai>,e>cab -h èb,  on  pren- 
^ab-^i,i  pour  la  première  partie  du  divifeur  y^aa-^ah  pour 
^  u.  ^  °"  renverfera  les  termes  en  mettant  bb-^ab  au  lieu 
«*  -f*  ^^  ,  ôc  d*  -4-  <M  au  lieu  de  4M  -H  a*  après  quoi  on  divifera  i  ^ 
i^bb  ^aby^ab-^aafic  l'on  aura  la  fuite  infinie  — i- 

*J -f-«*«  ^^M -H**»  *~"*7T34  j^  «<^' 


4 


bb  -^  ob-^ab  -^  aa: 


^^-h  tf^  -4-  <i5  -+-  tfà- 
&  reduiânt  chaque  terme  de  cette  fuite  en  une  fuite  infinie ,  on 
auta  les  fuites  infinies  que.  l'on  voit  ici  &  qui  expriment  h&  va- 
ieurs  de  ces  termes.^ 

y  ^  -T.      '  1        «    ,  «».     «'  ,  *♦      *r      4*  . 


-Hl4 


1-ec*.  .        _ 

Led*.J=iL«. 
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&  prenant  la  ibmme  des  rangs  perpendiculaires  j  on  aura  ^ 

~ÏT  •^^— ;^-+-"Sr  —  -T7  +T^,&c.  quifcralavéri^ 
table  valeur  de  a-hâ  *  ;  carlespuiffancesde  A  fe  trouvant  au 
dîvifeur^  il  eil  vifible  que  cette  fuite  va  en  diminuant  ^  &  que 
par  conféquent  elle  fera  d'une  valeur  finie  &  égale  à  a-^b  *• 
Cette  fuite  fe  change  en  i^-* — aA-J^n-jA-*^» — 4^-^/iî 
4-  j^-^^*,  &c.  ou  bien  en  mettant  n  au  lieu  de  Texpolant  2  ;  on 

aura  ib~^  — a**"""' a-*-  3 A  *  *a*  —  4^"^*"~^a3.+-  y^ 
^"""*^,&c,  ou  enfin  i*~"—^^  —"— '  ^  +  1  x"-±i 

b  — —V  — î^  x!l±I  xîl±l  *  ~''^^  a^  +  -  X  îi±i  X  "-ii 

X  ^^  ^  "~*    *  ^+,&c.  qui  fera  la  valeur  de  «T7     \ 

Si  on  vouloir  trouver  par  la  divifion  ainfi  que  cy-deffus  la  va- 
leur dc'^i—^  =  ,3+3^-H3^^^i  j  ^^  partageroit  comme 
auparavant  le  divifeur  en  deux  parties  a^'^2a*è'^abb  y  àia^b 
H-  2abb -^  bi  i^Tiioxtc  que  divifant  la  première  par  la  féconde  j  le 

quotient  fut  ^  après  quoi  on  prendroit  la  féconde  pour  la  pre- 
mière partie  du  divifeur  ^  &  la  première  pour  la  féconde  partie 
du  divifeur,  en  renverfantles  termes  ;  &  divifant  i  par ^3  -h  2abb 
-^-daby  -^abb-^  aa^S-^a^  on  acheveroit  le  refte  comme  cy- 
deffus. 

Or  la  raifon  pour  laquelle  il  faut  toujours  dans  ces  Cortts 
de  divifions  aue  le  premier  terme  du  divifeur  foit  plus  grand 
que  le  fécond;  c'eft  qu'en  agiflfant  ainfi,  les  termes  au  quotient 
vont  toujours  en  diminuant,  &  les  refies  deviennent  toujours 
moindres  ;  de  forte  qu  à  la  fin  le  refte  devient  égal  à  zéro ,  & 
peut  par  conféquent  être  négligé ,  au  lieu  que  lorfque  la  dernière 
partie  du  divifeur  eft  plus  grande ,  les  termes  du  quotient  de- 
viennent toujours  de  plus  grands  en  plus  grands ,  &  les  reftes 
augmentent  auflî ,  de  forte  que  plus  on  opère  moins  on  avance, 

J)arce  que  le  dernier  refte  ne  pouvant  être  négligé  à  caufe  de 
a  grandeur ,  le  quotient  fans  ce  refte  fe  trouve  d'autant  plus 
faux  qu'on  a  fait  plus  d'opérations ,  &  fi  on  veut  ajouter  le  refte 
au  quotient ,  on  trouve  qu  on  n  a  rien  fait ,  puifqu'il  faudroit  des 
nouvelles  opérations  fans  fin  pour  évaluer  le  refte ,  &  les  nou- 
veaux reftes  qui  proviendroient  de  ces  opérations. 

Ofl 
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On  voit  affez  que  fi  au  lieu  de  a-k-b     *  >  a-k-b     ^  &  on  avoit 

a — b     ^  y  a  — b     ^  &c.  tous  les  termes  des  fuites  qui  expriment 

ces  puiffances.  auroient  le  figne  plus  ,  c*eft  pourquoi  je  ne  m'y 

arrête  point. 

Il  cft  encore  évident  que  les  formules  que  nous  avons  don- 
nées ci-deflTus  pour  les  puiffances  pofîtives  des  multinomes  ^ 
Serviront  de  même  pour  leur  puiffances  négatives ,  en  mettant 
partout  le  figne  moins  au  lieu  du  figne  plus. 

Les  mêmes  formules  peuvent  encore  fervir  pour  extraire  les 
racines  quelconques  des  binômes  &  des  multinomes,  ainfi  qu  on 
va  voir  dans  Farticle  fuivant  où  je  vais  commencer  à  parler 
de  Tufage  quon  fait  des  autres  fuites» 

Trouver  les  racines  quelconques  ^un  multinome. 

1 6.  Soit  le  binôme  a-^-b  dont  on  demande  la  racine  féconde, 
troifiéme  >  quatrième  ,  &c.  appelions  cette  racine  »  ;  il  eft  évi- 

dent  que  la  queôion  fe  réduit  à  trouver  la  valeur  de  ^  -♦-  ^  "• 

Je  fuppofe  ;v==a-H^»,  &  élevant  tout  à  la  puiflance  n ,  j'aî 

x^=^a'^bo\i  X* —  a—^bss^o.  Si  je  trouve  donc  la  valeur  de 
X  dans  cette  équation ,  j'aurai  certainement  refolu  la  queflion  i 
or  pour  cela ,  fi  ^  eft  moindre  que  a. 

Je  fuppofe  x=::C'^db+ebb  -hjh^  -^gb^  -+•  bb^  &c.  les  lettres  c  ; 
dyC ,/,  b  ,g  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées  que  je  prens 
pour  feifvir  de  coefficiens  aux  puiffances  de  b  qui  vont  en  aug- 
mentant dans  cette  fuite  infinie ,  &  il  eft  bon  de  remarquer  que 
je  puis  fuppofer  j?  égal  à  cette  fuite,  parce  que  les  coefficiens 
des  puiffances  de  b  étant  indéterminez,  &  pouvant  fignifier  tels 
nombres  entiers  ou  rompus  que  ce  foient,  il  neft  pas  poffible 
que  dans  l'infînîté  des  nombres  il  ne  s'en  trouve  point  qui  ve- 
nant à  multiplier  les  puiffances  de  b  ne  rendent  la  fuite  égale 
à  Jif. 

J'élève  chaque  membre  de  l'équation  ;c = r-t-  4^  -4-  ebb  ^fbb , 
&c.  à  la  puiffance  n  en  me  ferv^ant  des  formules  cy-déffus ,  &  je 

fubfiifhic  dans  l'équation  jc" — a — i==o,  la  fuite  élevée  à  la  puif- 
fance »  de  x"  ,  ôc  j'ai  l'a  transformée 

F 
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^^^rr-H-r       a*-+-""X — r      ddbb'^'-x — x-— c     ^  d3^3-j--x — x-r-x--^^       rf*M 

^X  XX  XXI 

X  X  2» 

Je  fuppofe  chaque  terme  de  cette  équation  égal  à  zéro ,  ce  que 
je  puis  faire  à  caufe  des  indéterminées  qui  s'y  trouvent  comme 

je  viens  de  dire,  &  ij ai  les  équations  particulières  c^ — ^  =:  o  , 

^r"     ^  db — ^=o,  j  ><  ""7^  ^"    ^  ddbb-^-^  c^     V^M=o, 

&c.  qui  vont  nie  fervir  pour  trouver  les  valeurs  des  îndéter* 
minées. 


1 


La  première  c  —*  a  =  o  donne  c  =a  donc  ci=^a^* 

Dans  la  féconde  -  c^     ^db^=^^b^  je  divife  d  abord  par  6 

ce  qui  donne  -^""'^^ssi^je  divife  enfuite  par  ^r  """    ,  ce 


X— If 


qui  donne  rf=  «— x  ou  rf  =  ^ ,  en  faîfantpaflcr  au  numé- 
rateur la  puiflance  c"~'  rçjidue  négative  félon  les  régies  du 
calcul  des  expofans  ,  enfin  je  mets  au  lieu  de  r**"'  fa  valeur 


a  "    &j'ai^='a    "    . 

Dans  la  troifîéme  -  x  ^^—^  c  "*"  *  ddbb=  —  *  r  ""^  *  ^^^  dî^ 

XX  X 

vifant  par"^^^j'ai=^"f"~"*  <«  =  r  """  ^  &  divifant  par 
*■  """  >  j'ai  ^^7^  c     '  dd^sse ,  &  mettant  au  lieu  de  f  """  '  iâ 

valeur  a     ",  &  au  lieu  de  dd  fa  valeur-  «    »    .,  -  «    "  tro«- 

— -1  1 — »  ï— » 

-vée  ci-deflus,  fai  i^"  a     "^«^*>*i^     »5=r,ccqui 


-IR 


fe  réduit  a  7  x  - — S  «    »  =  t* 

X  llf 
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'     Dans  la  quatrième  7  x  "-^  x  "-=i  c—^dHi+jx!^' 

*"""*  <fci3=— .^<r""~'yîJ,  divifant  par— ^c""'*?  , 

j'ai  IZÎIxï—  r-»  iî  -h  ~?  r-'  de  ==^,6c  mettant  les  valeurs  de  c,  d,  e, 


I — n  I  —I»  1— Il 


'        »  î  »  »  «  ^     I 

a      ""x'-a    "      xj-x^a      "      =/,ccquiferéduita  ^ 
1^^311  1  —  3» 

1 — u      n — 'z       — Z — "      I         I  —  n       i — n   ^      -  •/.      ^v 

^ — ?»  

I  on  voit  que  ^  "  a  deux  coefficiens  -  x  i^=-?  x  îî— — *  ï  &  h 
X  -~''*-  X  ~~^ ,  dont  le  premier  vaut  '**^i^^~'  >  &  ^^  fécond 
"*~*''"*"^  ou  ^"'"^i*^^  9  ajoutant  donc'enfemble  ces  deux  coef- 
ficiens ^  nous  aurons  -*  ~^11      y  ainfi  la  dernière  équation  fe 

t  —  ^n 

réduit  a  *'''"^^""*'''  <»  "  ==/;  or  ce  coefficient  peut  fe  chan- 
ger en  j- X  ~^  X  """*'* ,  car  les  trois  numérateurs  1,1  —  », 

1 — 2n  multipliez  les  uns  par  les  autres  font  2«*  —  jn-t-i,  & 
les  trois  dénominateurs  »,  2»,  3»  font  (Îw5,  donc  nous  aVons 

-X X a      »     =/. 

It  lit  311  -^ 

Et  faifant  les  mêmes  opérations*  dans  les  équations  fui  vantes, 
ontrouvera^=  i  x  i=:>%  Î^=i2  x  i=i^  ^  ~^i^^><Tr 
xi-==i?xi=iïxi=^a      ^     ,&ainfi  de  fuite ,  où  il  faut 

3»  4»  5»  . 

prendre  garde  que  les  termes  de  Téquation  transformée  qui  for- 
ment les  équations  particulières ,  doivent  fe  dîftinguer  par  les 
différentes  putfiances  de  b  qui  commencent  au  fécond  terme. 

Après  avoir  trouvé  les  valeurs  des  indéterminées  de  Téquai^ 
ûon  x=:C'+'db^ebb-+'fi^ ,  &c.  je  fubftitue  ces  valeurs  j  &  j'ai 


I  —  m 


H  fi  *'»  •• 

Fij 
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n  m  3»  *    n  m  3»  4« 

T 

i'* ,  &c.  &  c*eft  la  valeur  approchée  de  x  ou  delà  racine  ô^^* 
&  en  même  tems  la  formule  pour  extraire  une  racine  quelcon- 
que d'un  binôme  propofé. 

Or  il  faut  remarquer  1^.  que  la  grandeur  ^^  dont  les  puîflan- 
ces  difiinguent  les  termes  de  la  fuite  fuppofée  égale  à  a:  ^  eft  une 
des  grandeurs  comprifes  dans  Téquation  y — a — i  =  o ,  &  que 
j'aurois  pris  a  au  lieu  de  b ,  s'il  avoit  été  moindre  que  b.  2?.  Que 
6  ne  fe  ^trouve  point  dans  le  premier  terme  de  la  fuite  fuppofée 
égale  ïx  y  parce  que  dans  la  transformée  la  grandeur  — a  auroic 
été  feule  dans  un  terme  s'il  y  avoit  eu  c*b  au  lieu  de  r^ ,  &  par 
conféquent  — a  n'auroit  pas  pu  fervir  à  déterminer  quelqu  indé- 
terminée y  ainH  que  nous  avons  fait.  Nous  donnerons  bientôt  des 
exemples  où  le  premier  terme  de  la  fuite  égale  z  x,  doit  avoir 
unepuiflance  dcij&c  nous  montrerons  en  même  tems  comment 
©n  peut  connoître  la  puiffance  qui  doit  être  mife  au  premier  ter- 
me ,  &  Tordre  qui  doit  régner  dans  ces  puifFances. 

Soit  la  fuite  infinie  a-i-^j^  -f-  ry*  -f-  ^3  -j-  fy4  ^  &c.  dont  on 
demande  une  racine  quelconque ,  appellant  toujours  cette  raci- 


ne«,  je  fais  A:=a-+-^y-Hry*H-^3-t-^4^  &c.  ",  &  élevant    " 
toutàla  puiflancew,  )zlx''=^a^5y^  cy^ -+- dy^ ^ ey^  ^  ficc 
ou  0  =  —  Jc*H-^-+-^^-+-ry^-+-^3-H  i?y'^>&c. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette  dernière  équation  ,  je 
fuppofe  x=g^hy  ^iy^^ky^-^  M ,  &c.  les  grandeurs  g , 
^yi}^y  h  &c-  font  indéterminées  ;  j  élevé  tout  à  la puiflance u , 
&  mettant  la  valeur  de  x»  dans  l'équation  o=  — x^^-^^a^by 
^cy^^  dyly  j'ai  la  transformée» 

— >?=— ^— r^       Ay— -X— ^      %»— J.X— x-^^    ^%^— 7X-^x— x-^^    '^  hy^ 

^a  =    a  —      TS      'y-^      7^-rs     h^—      7^1- V^    '^V 

Je  fuppofe  tous  les  teunç»  égaux  à  zéro,  ce  qui  me  donne  au* 
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tant  d'équations  particulières  qui  me  fervent  à  déterminer  les  in- 
déterminées. 

I 

Par  la  première  — g  -h  ^ = o ,  j'ai  a^=g  y  donc  a"  =^g. 
Par  la  féconde —^^''~ 'Ày.^-^^=o,faiô=^/"^ 'A, 

&h=z  - — L—  ^  &  mettant  au  lieu  de ^"      ^  fa  valeur  a   *     ^ 


r« 


1 — ir 


n  —  X      -^  M 


IM. 

n 


Je  fubftitùe  les  valeurs  de  ^  &  de  A  dans  la  troifiéme,  &faî- 
fant  les  mêmes  opérations  que  dans  l'exemple  précédent  ^  je 


I  —  zn  i^ — n 


trouve  i  =  --xî-— 2^     "     b^-^h-a    "  r. 
SubfUniant  les  valeurs  deg,A,i ,  dans  la  quatrième  )3Âk=s 

&  sdnfî  de  fuite. 

Et  mettant  les  valeurs  de  ^,  hji ^  i,&c.  dans  x=g-^hy 
-h  {y*  •+-  *y  ^  >  &c.  j'ai 


I— »  I— 2» 


ï-"  o:y+      i^^'^  '  ^y' 


I—» 


^ r 

Et  c'eft  la  valeur  cherchée  de  x=^a^by'+'cy''^dys^ey^,  &c^^ 


Soit  la  fuite  infinie  ^j^  -H  ^^  H-  çy3  -+-  iy^  -h  <?y  f ,  &c.  "  ^  dont 


on  demande  la  valeur;  jefaisjv=5ay-+-^j^*-h(^^-+-<iy*,  &c*" 
donc  x^ ^^ ay -^by^ '+' cy^  ^ dy"^ j  &c.  &o= — x^-^ay^by^ 
4-fy3,&c.  pour  trouver  la  valeur  dejc  dans  cette  équation >  je 
ûd$  X  =gy  ^hyy^iy^^ky^,  ôcc.  j'élève  tout  à  la  puiflance  n 

Fiij 


4^  Le  Calcul  Différentiel^ 

&  fubftîtuant  la  valeur  de  o^  dans  réquation  o = — x*  -H  ay-^by^ , 

&o.  j'ai  la  transformée. 

'dy^^=  ^  '  dy^ 

Or  dans  cette  transfornvée  les  puHTances  de  y ,  qui  fe  trouvent 
dans  les  mêmes  termes  varient ,  &  de  plus  elles  ne  s'accordent 
pas  avec  celles  des  grandeurs  ay ,  by^ ,  r^3 ,  dy^y  &c.  qui  doi- 
vent fervir  à  déterminer  les  indféterminées.  Pour  faire  donc  que 

cela  foit,  j'introduis  dans  chaque  terme^"     * ,  faifant  cependant 
enforte  que  cela  ne  change  rien  à  la  valeur.  Par  exemple ,  au 

lieu  de  — g^y^ ,  je  mets  — y^'^^^y  >  ce  qui  eft  la  même  chofe , 
&  ainfî  des  autres  par  tout  où  il  eft  néceflaire  >  comme  on  voit  ici. 

,  X  =—y    gy-T'-g   y    hyx—i-x—g   y    %^— rx-r^7-<ç   y    *?y* 

.tfy  =-+.      tf^  _        -^     j,       tyi  —        -X— ^     j>      A/y4 

m 

Je  fuppofe  chaque  terme  égal  à  zéro ,  &  par  la  première  équa- 

n  1     *~" 

°  II— I  -^ 

Par  la  féconde  équation  j'ai  ^  =  "  ^  *""' j^  """*  A ,  donc  h 
'=r'<p^.='U '—y -"*  i  &  m^mnt  1.  valeur  de 

ï — »     I  —  zn  "4"  wj  I — s      I  —  tiy  -4-  irn 

^'~'' qui  eft  «    »  j/        ■         ,'faxh:=^~à~^y 
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»  ^  TU?      f-— » 

Mettant  les  valeurs  de^  &  de  A  dans  la  troifiémê ,  fai/  =  i 


I — tu  1 — n  I — n        t— »  • 

x~2tf     '^    bly     "    -+-^4     "    O'     "    >  omettant  les  va- 
leurs deg,k,i,  dan»  le  quatrième  ,  j'ai  it=-  x  —^ x  '~*" 

1— ?»  I — n  I — X»  I— «  1— w         I — n 

&  ainfl  des  autres» 

Et  mettant  ces  valeurs  de  gy  A^i^k,  &c.  dans  Féquation  x 
=gy-hhyy^iyî^ky^,  &c. 


ai 

I      £  1—»        i-Hit  1— lit  i-f-m  1—3»  î-f-3iy 

i-»        r+2» 

r. 

I 

&  c'eft  la  valeur  de  la  fuite  ay^hyy^cy^-^dy^ ,  &c." 

Dans  cet  exemple  faifuppofé  j»==^-+-Ay *-+-()/ ^^  &c»  qui  eft  une 
fuite  dont  le  premier  terme  contient  une  puiflaticcdej^,  parce  que 
le  premier  terme  de  réquatipnA:'^=^y-+-^j*-+-cy  3.  ^c,  contient 
auilî  une  puiflance  de^  ;  après  quoi  j  ai  encore  été  obligé  de  pré- 
parer la  transformée ,  ainfi  qu  on  a  vu  ,  afin  que  lespuiflances  de 
y  en  diftingqaflent  les  termes,  &  qu'elles  fuffentles  mêmes  que 
celles  des  grandeurs  ay  ^  ày^  ^  cy'^ ,  &c.  qui  fervent  à  déterminer 
les  indéterminées.  On  doit  toujours  faire  attention  à  ceci  lorf- 
qu'on  veut  trouver  une  fuite  infinie  égale  à  une  grandeur  incon- 
nue d'une  équation  ,  âc  nous  allons  en  domiër  quelques  exem-- 
pies. 

De  la  manière  de  trouver  une  Suite  infinie  égale  à  uneinr- 
connue  dans  urfe  équation. 

17.  On  êtnploye  ordinairement  cette  méthode  à  Tégard  des 
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équations  indéterminées ,  dont  les  racines  font  incommenfuta- 
blés,  mais  on  peut  l'appliquer  auffi  aux  équations  détermmées 
comme  on  verra  plus  bas. 

Soit  la  propofée  f  '  Xl!!L~!>i^  ~°  ^^^^  ^^  demande  la  racine 
Xi  je  fais  jc=  AH-/h^^;^^-4y'-+*0'*-+--6'S  &c.quicftune 
fuite  dont  les  termes  font  diftinguez  par  les  puiflances  de  1  au- 
tre inconnue  y  qu'on  doit  regarder  comme  connue  à  caufe  que 
(ians  les  équations  indéterminées  ,  il  faut  toujours  détermmer 
l'une  des  inconnues;  j'élève  tout  à  la  troifiémc  puifTance  en  me 
fervant  de  la  formule  ci-deffus  ,  &  mettant  enfuite  au  heu  de 
l'expofant  n  fa  valeur  3 ,  après  quoi  fubfUtuant  dans  la  propofée 
la  valeur  dex3  &  de  «  ptifes  de  la  fuite  fuppofée  égale  a  *, 
j'ai  la  transformée 

^  3  aady^  ■+■  6abdy^ ,  &c. 

^nnx=:     nna^    »a^-+-  nncyy-^r  nnàyi-^r    nney^y^c, 
^»y*=:  nay-^     nbyy-^     «çyî-»-     w(yS  &c. 

Suppofant  tous  les  termes  égaux  à  zéro ,  la  première  équa- 
tion particulière  eft  ai  —  a«î -!-»«'»=  o  ,  laquelle  étant  dm- 
fée  par  a  —  »  =  0  ne  lailfe  aucun  refte,  &  le  quotient  eft  a» 
-h<i»-|-2n»s=o,  lequel  étant  réfolu  par  la  méthode  du  fé- 
cond degré  fe  trouve  avoir  fes  deux  racines  imaginaires ,  donc 
a  —  »  ==  o  eft  la  feule  racine  de  l'équation  ai -^^rii-^nna  =  o , 
ôc  par  conféquent  o=n. 

La  féconde  équation  particulière  ^aaby-^r  nnby'^nay=o 

donné  ^^«=^"""1     ,  &  mettant  la  valeur  n  de  « ,  nous  aurons 

» — -«m — — I 

"""      '§•"  '  4* 

Mettant  la  valeur  de  a  &  de  b  dans  la  troifiéme  équation , 
sMyy  -H  ^aacyy-^  rmeyy -*-  nbyy  ==  o ,  on  trouvera  c  =  — j  ^ 

mettant  les  valeurs  dca,b,  c,  dans  la  quatrième  on  aura  d  =  ^7^  j 
&  mettant  dans  ^a  cinquième  les  valeurs  àc  a^b,  c,  d,on  aura 
^_-J?il__,  -i51_    &  ainfi  des  autres,  mettant  les  valeurs 

des  indéterminées  a,  b,  c,dt&LC,  dans  x  a-ir  by^cy^-^dyi , 

*  ôcc. 
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&c.  on  aura  jtf=»— iy-f--— y»-h/^'- y3H — î^  y4     &c. 

qui  eft  la  valeur  approchée  de  x  dans  la  propofée  où  il  ne  s'agit 

{>Ius  que  de  déterminer  Tinconnue  j^  félon  que  le  problême  peut 
e  permettre. 

J'ai  fuppofé  A;  =  a-+*i^-+-ry*-+-4'^  ^  ^^*  ^^  ^^  puiflance 
de  y  ne  fe  trouve  point  dans  le  premier  terme ,  afin  que  dans 
la  transformée  la  grand(Bur  aS  pût  former  le  premier  terme  avec 
la  grandeur  —  2«3  de  la  propofée  ;  &  j'ai  pris  les  puifTances  de 
y  pour  diftinguer  les  termes  de  cette  fuite  ,  parce  que^  doit 
être  regardé  connue  y  puifqu'il  faut  nécelTairement  la  détermi- 
ner pour  trouver  la  valeur  de  l'autre  inconnue  x. 

Si  par  la  nature  du  problême  on  trouve  quc^  eft  plus  grand 
que  n  ^  on  fe  fervira  des  puiflances  de  n  pour  diftinguer  les  ter- 
mes de  la  fuite  égale  a  x  ^  c'eft-à-dire  on  fera  jc  =  a4-^» 
•+-r»*-t-d»3Hhen'^ ,  6cc.  parce  qu'en  venant  à  déterminer  j/ les  puif- 
ÛLiices  de  n  fe  trouveront  aux  numérateurs  y  &  les  puiffances  de 
y  au  dénominateur  y  ce  qui  fera  que  les  termes  de  la  fuite  égale 
a  X  iront  toujours  en  diminuant^  âc  que  par  conféquent  cette 
fuite  approchera  de  plus  en  plus  de  la  véritable  grandeur  de  x. 
Ce  qu  il  faut  toujours  obferver ,  parce  qu'autrement  il  pourroit 
fe  faire  que  la  fuite  iroit  toujours  en  augmentant,  &  quelle  s'é- 
loigneroit  de  la  valeur  cherchée  au  lieu  d'en  approcher. 

Ayant  donc  fait  x^^a^bn-i^cn^-j^dn^  y  &c.  j'élève  tout  à 
la  troifiéme  puiflance ,  &  fubftimai^t  les  valeurs  de  x^  &  de  ;c 
dans  la  propofée ,  j'ai  la  transformée 

jc3  =      a^J^ ^aabn^ ^abbri^'^      b^nl ■+-  ^bbcn^y  &c. 

—  y 3  =  — yl  ^  3 aaen^  •+-  6técn^  -+-  6abdn^ ,  &c. 

^-5^ltfi»3^-  ^accn^y  &c. 

—  2if3=:  —  2»3-+.  ^aaen^y  &c. 
«l-iiyx=:  -f-  ^»-H  byn^^  cyn^^k^  dyn^yôcc. 
H-nnjc=                         -^      an^^       bn^-^       r»+,  &c. 

Je  fuppofe  tous  les  termes  égaux  à  zéro  ,  ôc  par  la  première 
équadon  particulière  a^  —^3=0  ,  j!ai  a  =y. 
Subftituant  cette  valeur  de  ^  dans  lafecande3J^^»H-/ïy»=o, 

•>  •   »       -^y        —I 
^ai  ^=— ^  =    — ^ 

Subftituant  les  valeurs  de  a  fx.àcb  dans  la  troifiéme  3^^^»* 


\ 


— 5 


r^iaacn^^byn^'^an^^=^Oy)^c:='  ~ 
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Subûituant les  valeurs  dea,b ^c  dans  la  quatrième ^3 -4^  6a6ç 

^^aad — 2-+-ry-H^=o,  j'ai  ^= — "jf"  &  ainfi  de  fuite. 

Suhâituafit  donc  les  valeurs  àe^a^byC^dy  &c.  dan^  x  =  a 

^bn'^cn^^dn^  y  &c.  je  trouve  a:=^  —  fn —  ^^    ■      ^~"^ 

&c.  qui  eft  la  valeur  approchée  de  x.  Le  père  Regnaud  dans  fpa 
Analylè  démontrée ,  prétend  qu'on  peut  même  préparer  l'équa- 
tion  de  manière  que  la  grandeur  qui  diflingue  les  termes  de  la 
fuite  égale  à  x  foit  au(B  petite  qu  elle  puifle  l'être  ;  par  exemple  , 

fi  je  fais/?=i  &  enfuite/^,  »  :  :  »,  y-^  &  que  je  fitflfe  f  =^^  j.'att- 

rzïpyniiHyq,  &L  /f  =  ^^^  ^  mbfthoant/^au  licirdc  tm  dans 

la  propofée ,  >'ai^^ !t^~^î^==^- 

Je  fais  x  =  a^  bp^cp"-  ^  dp^^ep^y  &c.  6c  élevant  tout  à  la 
troifiéme  puifiànce  ,  je  fubftirac  dans  la  propofée  les  valeurs  de 
x^ybi  àcxyài  j'ai  la  tranformée. 

;c5s=        ài^^aabp^^abbp^^     bsps^  jbbcp^y  6cc. 

—  ^3s=—  j^3  ^^aa€p^^iaadp^^6abdp^yàic. 

—  2pqn^=sz  — ^  2iqnp  -H  6abcp^'^  ^accp^j  ôcc» 

-f-  ^aaep^y  &c. 
^  ;jyj(f=:-H»y^-*-  nybp'^  nycp^-h  nyé^^-^r  nyep^ybic. 
H-  nnx=  -♦•     ^^P^   aqbp^'^   aqcps^  aqqf^yÔQC^ 

&  achevant  le  refte  comme  ci-deflus,  on  trouvera  la  valeur  ap- 
prochée de  X  qui  fera  une  fuite  dont  les  numérateurs  ées  termes 
auront  les  puiflances  de  p;  msàs  la  difficulté  confifte  ici  à  trou- 
ver la  valeur  de  a  dans  la  première  équation  paniculiere  a^ — y^ 
H-  nya^=^Oy  car  il  arrive- fouvent  que  l'équation  n'a  poimr  déra- 
cine commenfurabk ,  il  efl  vrai  qu'on  évitera  cet  embara»  en: 
mettant  dans  l'équation  changée  jc^  -h  ryx — y^  =0  au  lieu 

H-  pqx  —  2pqn 

de  n  fa  valeur  q^p*  ,  ce  qui  la  changera  de  nouveau  en  xi 

-h  f7?*^Af*—y3=o,  mais  alors  au  lieu  de  faire  xmsa  +  bp-hcp^ 

1.  k. 
-¥*  pqx — 2p*q* 

1  j 

H-  dp^  ,  ôcc.  on  fera  x ssna-^bp'^  -^  cp  -¥-  dp*-h  ep^  ,  &c.  6c 

élevant  tout  à  la  troifiéme  puiffance,  on  fubilituera  dans  la  chs^ 
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géc  les  valeurs  de  jf3  &  de  at,  &  Ton  aura  la  transformée 

—  2q*p*s=  ^saaap^^^accp^  ^  &c. 

^^ 

Hrq*pyx=z  ^  ayq^p^ -^byq^p-^  cy^p^^dyq^p^ ,  Ôcc. 

FaifaA  tous  les  termes  égaux  à  zéro ,  la  première  équation 
al — y3  =p  donnera  ^=j^fubftituant  cette  valeur  de  a  dans  la 

féconde  saaip^  -f-  ayq^p^s=:o^  on  aura b  = —  f  ^"^  ,  &  met- 
tant les  valeurs  de  /i  &  de  ^  dans  la  troiiiéme  saiip  +  jaacp 

-H  iyq'^p'h  aqp=iOy  on  aura  r=  — if  &  de  la  même  façon  , 

on  trouvera  i/=a—  ~  q  *  &  ainfi  des  autres  >  fubftituant  donc 

cesvaleurs  dea,^,r,i,  ôcc*  dans  jcs=  a -h  ip'^-h  cp  -^dp  », 
ccc.  onaura^==y— f  ^»/?»  —  -^  qp — j^^^p*  y  àcc.  ôc  cette 
valeur  fera  précifément  la  même  que  la  valeur  x  =y  —  y  n 
•- ~,  ôcc.  que  nous  avons  trouvée  ci-defTus  en  pre- 
nant les  puillances  de  n  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite 
égale  à  x  ;  ainfi  on  n  aura  rien  fait  en  prenant  les  puifiances  de 
p  au  >lieu  des  puiffances  de  »  à  caufe  que  les  puifTances  de  q 
fe  trouvent  au  numérateur^  il  faut  donc  s'en  tenir  à  la  méthode 
que  nous  venons  d'expliquer  >  Ôc  je  n  ai  parlé  de  ceci  que  pour 
prévenir  les  commençans  contre  la  multiplicité  des  méthodes 
qui  fouvent  embaraflfent  plus  f  efprit  qu'elles  ne  Téclairent ,  ôc 
pour  donner  en  même  tems  un  exemple  des  occafions  où  il 
faut  fuppofer  x  égal  à  une  fuite  dont  les  puiffances  ne  font  pas 
dans  la  progreflion  namrelle  i ,  2,  s  y  4y  ^c*  ^^  que  Ton  aoit 
faire  afin  que  la  première  équation  particulière  de  la  transfor- 
«lée  ne  contienne  que  les  deux  grandeurs  ai  — y^  par  le  moyen 
defquelles  Tiadéterminée  a  fe  trouve  tout  d'un  coup  déterminée^ 

Gij 
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Soit  réquation  x^ — ^  x^  '^~  x^  —  jnnyyxx  -+-  ppy^  =  o 

H-  6n^y^ 
dont  on  demande  la  racine  x ,  je  confîdere  d'abord  que  la  fé- 
conde inconnue  y  dont  je  veux  prendre  les  puiflances  pour  di- 
ftinguer  les  termes  de  la  fuite  que  je  fuppoferai  égale  à  .v ,  fe 
trouve  dans  tous  les  termes  de  la  propoféc  y  &  que  le  moindre 
degré  où  elle  eft  au  dernier  terme  làns  x  cA  y^  i  ainfi  le  pre- 
mier terme  de  la  transformée  doit  avoir  y^  qui  avec  6n^ys  fer- 
vira  à  déterminer  la  grandeur  indéterminée  j,  coefficient  de^; 
mais  le  premiçr  terme  de  la  transformée  doit  être  une  fixiéme 
puiffance  à  caufe  du  premier  terme  x^  de  h  propofée ,  tirant 

donc  la  racine  fixiéme  de  j^3,  j'aij^^,  &  par  conféquetitlc  pre- 
mier terme  de  la  fuite  que  je  fuppoferai  égale  à  x  doit  être  ay*> 

&  la  fuite  commencera  ainfi  x  =  ay'^y  &c.  pour  trouver  quel- 
le eft  la  puiflance  de  y  qui  doit  être  dans  le  fécond  terme  de 
cette  fuite ,  je  fais  attention  qu'il  faut  qu'il  fe  trouve  dans  la 
transformée  un  terme  qui  ait^^  à  caufe  de  ppyy^  dans  la  pro^. 
pofée ,  &  d'autre  part  comme  le  fécond  terme  de  la  propoféc 

eft — ^x^  y  je  vois  que  mettant  au  Ueu  de  x^  la  grandeur 

<iy  *"  élevée  à  la  cinquième  puiflance ,  la  fubftitution  me  donnera 
—  ^  ,  mais  élevant  la  fuite  égale  à  at  à  la  fixiéme  puiflance ,  je 

ne  puis  avoir  ^^  au  fécond  terme  à  moins  que  le  fécond  terme  de 

la  fuite  n'ait  ^"*^car  le  premier  terme  de  la  transformée  ayant j^?  ou 

y^  jÇon  fécond  terme  ne  doit  avoir  que^*  à  caufe  que  dans  la 
formation  des  puifTances ,  les  dégrez  du  preniicr  terme  vont  en 
•diminuant ,  fuppofant  donc  que  le  fécond  terme  de  la  racine  ait 

y^  y  il  eft  évident  que^*  multiplié  par^*  fera  ^  *  ou^*,  donc  le 

fécond  terme  de  la  fuite  égale  à  x  doit  être  by'*'^  or  ces  deux  ter- 
ixies  étant  trouvez ,  tous  les  autres  doivent  fiivre  la  même  pro- 

L  ±  ±  Z 

çreflîon ,  donc  on  doit  fuppofer  x:=ay  *  -hby^-h'cy  ^-hdy^  y 
&c.  &  élevant  tout  à  Ig  6^  puiflance,  &  mettant  la  valeur  dcr 
^^,  x^ ^  x^y  x^j  dans  la  propoféc,  on  aura  la  transformée 
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0  «4-       6a^cyS 

„|-  n"*.  iiT        ^  &C. 

n 

—  jnnyyxx  =      'jnfiay^  —  i4;î«^^4  —   jnnbby^ 

&  fuppofant  chaque  terme  égal  à  zéro /la  première  équation 
particulière  eft  a^y^ — jnnaa^y^  4-  5w3y3  =  o ,  dont  aa — n  =  o 

eft  un  divifeur  cxaû ,  donc  j/i  =  »  &  ^  =  »  *^. 

Subftituant  lavaleur  de  a  dans  la  féconde  5a^^ —  ^-^  —  i^nnab 

^-^^  =  o,onaura-4-^^i= ir^^^ 

&  fubftituant  la  valeur  de  ^  6c  de  b  dans  la  troifîéme  i^a^bb 
^6a^c — ^-^ — jnnbb  •+•  i^n^abcy^^=o  ,  on  aura  c  =  '-—-  ..^^ 

^^^-^,  &  ainfi  des  autres» 

Subftituaht  donc  les  valeurs  dans  a:=^j^  ^-hby  ^-^^cy  *-4-^* 
&c.onaura;c==»"*^*  «—-V^  ***-"^J'*--H  ^^*  — ^^J'* 

Sifi  Sfiai  64ff2  6^n2 

H--^^  * ,  &c.  &  ceft  la  valeur  cherchée  de  jur. 

Soit  l'équation  xx  ^yy — rr =0  dont  on  demande  la  racine  ^ 
je  fais  X  =g  -+-  hy^  -+-  (y^  4-  /y^  >  &c.  parce  que  n  y  ayant  point 
de  termes  dans  la  propofée  où^  6c  x  f  foit  au  premier  degré ,  il 
ne  faut  pas  qu'il  s  en  trouve  dans  la  transformée  ;  j'élève  l'un  6c 
l'autre  membre  au  quarré  j  6c  incttant  la  valeur  de  xx  dans  la 
propofée ,  j'ai  la  transforméei 

ar  =      ^^ •+•  ^g^y^  ■+• .  ^^!^ H-  2hiy^  ,  6cc. 

yy^  yy-^^giy^-^^g^y^  7  &c- 

r^rr  =f—  rt 

Guy       ^ 
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Je  fuppofc  tous  les  termes  égaux  à  zéro ,  &  par  la  première 
équation  particulière  gg^^^rr  ==5  o ,  j'ai  ^  =b=  n 

Subftituani  la  valeur  de^  dans  la  féconde  2ghy^  -t- 1^»  s^  o  j 

1  ai  A  = . 

'  ir  ^  . 

Subltituant  les  valeurs  de  ^  6c  de  A  dans  la  troifîéme  hh  -H  2gi 

Subftituant  les  valeurs  é^  g,  hy  i  dans  la  quatrième >  j'ai 
/  = ^  ^  &  ainfi  de  (iiite ,  &  mettant  ces  valeurs  dans  x  ' 

^g^hy^^iy^^ //,  &c.  fai  «=r-  ^ - ^ -^, ,  ôcc. 

J'ai  fuppofé  que  yy  étoit  moindre  que  rr  dans  la  propofée  ; 
mais  fi  rr  étoit  moindre  que^,  on  faifoit  x  =^y  -f-  hrr  -f-  /W  -hA*^, 
&c.  &  on  acheveroit  le  refte  comme  il  vient  d'être  dit. 

Soit  l'équation  déterminée  x^  4-  nfx  — /73  =  o ,  dont  on  deman- 

de  la  racine ,  je  prens  la  nioîndre  des  deux  grandeurs  connues 
que  je  fuppofe  être/?,  &  je  fais  x^^g-^  Aù-^ip^-i-ipi ^kp^^ 
&e.  j'élève  l'un  &  1  autre  membre  à  la  troiiiéme  puiffance  ,  & 
fubftituant  les  valeurs  de  a:5  &  de  ^  dans  la  propofée ,  j'ai  la 
transformée* 

x3=       ^3-t-  sgghp  -^igh^p^  -f-     A5/?3,  &c. 

"^  3^^>^  H-  ^^A//?3 ,  &c. 

i^  2»3  =s  — ^  2» J  -H  5^//^3  ,  &C. 
pi     =                                                          _  /?3 ,  &C. 

^:ffpjtf=;p»-4-  «^-v-    »»A^  -H»    tmip*  -+-  nntp^ ,  &c. 
^nnx=^  •+■      ^gp '^     ^f^p^  H-w/?3/73,  &c* 

Je  fuppofe  cous  les  termes  égaux  a  zéro  >  &  Iji  première 

ifqtiation  particulière  eft  ^3  -f-  ««ç— -2»3«=:o ,  dont  la  racine  eft 
j-«^9i-s:o,  donc^=». 

Je  fubftime  la  valeur  de  ^  dans  la  féconde  équation  ^ggh 

-4-  «»A-H-«j=  o ,  &  j*ai  Â= —  ^  fiibftituant  de  même  les  va- 
leurs de  ^  &  de  A  dans  la  troifiéme  ^gh^  h-  ^ggi^nni+nh^rso  i 

Et  fubftituant  les  valeurs  de^  yh^i  dans  la  quatrième  A3  h-  6^  Ai 
+  3ggl —  I  -f-  w;^/  +>/ = o,  j*ai/=  -^^  j  &  ainfi  des  autres. 


ET  LE  Calcul  Intégral, Livre  I. 


rr 


Et  mettant  ces  valeurs  dans  *=b  ?■  ^-  A»  -♦-  /«*  -f.  A»3    êcc.  j'ai 


ip'  ïz.p 


"  —  4 /'—  7^7 -H  ;j^>  &Ç.  qui  eft  la  racine  cherchée. 

Si  en  cherchant  la  valeur  de  *  il  fe  trouve  quelque  terme  de  la 
fuite  qu'on  lui  a  fuppofée  égale,  qui  devienne  zéro,  ceft  une 
marque  que  la  véritable  racine  eft  trouvée  ,  ôc  c  eft  ce  qu'on 
verra  dans  l'exemple  fuivant. 

Soit  la  propoféc  at» — 2^ -^AïJ=ro  dans  laquelle  on  fuppofc 

que ^  eft  phw  petit  qoe  aa,je  faisrsa^ -t- A*  ^-^iè^ii  » -f.*^» 
&c.  &  la  raifon  pour  laquelle  je  commence  les  putfiknces  de^ 

5f^  ^  ,V  '-^'^  ^"®  *  ^^^^  ^2t  propofée  cû  certainement  le  pro- 
duit d'une  grandeur  imaginaire,  j'élève  l'un  &  l'autre  inembre 
à  la  féconde  puiflànce ,  &  mettant  les  valeurs  de  **  &  de  « 
dans  la  propoféc,  fai  la  transformée 

H-     b=  -f-      ^  ^^' 

■  i  X 

—  2^Ar = -^  2ag  —  ^ahb'^  —  :xaib  — *  2Mlb^  y  &c. 
4-  aa —  V  aa 

&  (uppofant  tous  les  termes  égaux  à  zéro ,  la  première  équation 
particulière  eft^^ — 2^^-*- tfa=  o,  dont  le  divifeur  exad  eft 
g — ^=0  y  donc  g=a. 

Je  fubftitue  cette  valeur  dans  la  féconde  équation  2^A— 2^ 
=0  ^  &  j  ai  A  =  A  ce  qui  ne  donne  rien. 

Je  fubftitue  la  valeur  de^  dans  la  troifiéme  équation ,  &  je 
trouve  A*= —  i  donc  Ai=:  —  i. 

Enfin  dans  la  quatrième  je  trouve  2^/==  o ,  donc  iiP=to. 

Je  fubftitue  donc  les  valeurs  trouvées  de^  &  de  A  dans  x^=ig 

^-hb^-^ib^tb^ y  &c.  &  jaiA?=^-^-— i^:±^  a-^  VZZTb 
&  en  efictles  racines  de  la  propofée  font  x — a —  |/H7  ,  & 
«' — ^-4-  V  —h  ce  que  Ton  trouvera  aifément  C\  on  fe  donne  la 
peine  de  la  réfoudre  parla  méthode  du  fécond  degré. 

Si  aa  étoit  plus  grand  que  by  on  feroit  x  sszg  -h  ha -h  ca^  h-  ia^ , 
àic.  &  quarrant  Tua  &  lautre^ membre,  puis  mettant  les  valeurs 
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de  X*  Se  de  X  dans  la  propofêe ,  on  auroit  la  transformée 


*»=; 

*f 

-+-  2gha  -4- 

h^a^, 

&c. 

b  — 

-h 

2gia* , 

&c. 

aa  — 

«S 

&c. 

2ax 

—  2ga  — 

2ha^  f 

&c. 

M. 

&  la  première  équation  particulière  donneroit^= — ^*,  la  fé- 
conde ,  A  =  I ,  ôc  la  troifiéme  i  =  o  à  caufe  de  À*-t-  i — 2h  =  o> 

ainfi la  racine  cherchée  feroit ;c=-t-  —  b*  H-a  =  -4-  ^  — ^ 
'^a  dt  même  que  cy-deffus. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchani:  la  manière  d'ex- 
primer la  racine  d'une  équation  par  une  fuite  infinie  eft  extrê- 
mement nécéflairc  dans  les  calculs  que  nous  expliquerons  dans 
la  fuite  ,  6c  Tqn  fera  fort  bien  de  s'y  exercer  ;  il  eft  vtai  qu'on 
ne  trouve  pas  toujours  aiféraent  l'ordre  qu'il  fadt  mettre  dans  ^ 
les  puiflances  qui  diftinguent  les  termes  de  la  fuite  fuppofée 
=  xi  mais  avec  un  peu  d'ufage  y  on  ^n  acquerra  la  facilité. 

Du  retour  des  Suites. 

i8.  Lors  qu  après  avoir  trouvé  dans  une  équation  indéter- 
minée la  valeur  de  l'une  des  inconnues  x  y  par  une  fuite  infinie 
qui  contient  dans  fes  termes  les  puiffanccs  de  l'autre  inconnue 
^  >  on  cherche  à  trouver  la  valeur  dey  par  le  moyen  d'une  fuite 
dont  les  termes  contiennent  les  puifFances  de  ;c,  cette  méthode 
s'appelle  retonr  des  fuites. 

Suppofons  qu'on  ait  tvonvé  x  =  ay  ^  by^  ^  cy^ -i^  dy^ ,  &c. 
dont  les  coefficiens  àybyCydy  &c.  font  connus,  &  qu'on  de- 
mande la  valeur  dc^ ,  on  {et2iO=x y-ay'+'by^'^ey^^dy^^ 

&c.  &  pour  trouver  la  valeur  de^  dans  cette  équation  y  on  fup- 
pofera^=  Ix-^-mx^  -+-  nx^  -^rfx^y  &c.  on  élèvera  tout  aux  dif- 
férentes puiffances  où  y  fe  trouve  y  &  l'on  aura 

yy^=llxx-^2lmx^^  m^x^^   2lpx^'+'   nnx^ y  6cc. 

'+^2inx^  -+-  2mnx^  H-  2rqx^  y  &c, 

-+- 2rnpx^  y  àic. 

yi=zllxl^^llmx^'^^lmmx'^'^    m^x^ y  &c. 
-H    ^llnx^  ^  6lmnx^  y  &c. 


f 
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y^=l*x*~i^  ^imx^  -f-  6Ummx^ ,  ôcc.  y^  =  lix^  -f-  $hmx^ ,  &c 
H-    é^inx^f&cc. 

Subftituant  ces  valeurs  àey,y*,yi,y*j  &c.  dans  o  s= x 

ri^ay^ify^-t.cyi-hdy*,  &c.  on  aura  la  transformée 

- —  '  a:==—    X 

•+-  <^  =  -}-<,/^-+-<ï;»jf»^     anxi-+^      apx*-^      aqx^ -\^  arx^ 

rhiy*=            r^  bllx"- r^  2bmlxi -^    bm^x^-i-    ^bïpx^ -^  bbnx^ 

-H,  2^/»**H- aèwwfï-h  Siblqx^ 

H-  2j?mfx^ 

^  O'^  =                          ■+■     c/î*î  -^^cUmx^-i-  ^clm*x^  -+-  cmîx* 

-H  $cUnx^  -f-  6clmnx^ 

^  é'*  «=  H-     d^«4  4-  4ÉÎ/î»iay  -H  6dllmmx^ 

pour  déterminer  les  indéterminés/,  m,»,;^,  ^ ,  r,  &c.  onfup- 
polera  tous  les  termes  égaux  à  zéro ,  &  par  la  première  équation 
particulière a/x—x^ o , on  aura atx^Xy  donc als=i\àLl=~, 

Subftituant  la  valeur  de  /  dans  la  féconde  équation  +  am-t-bll 
—  o,  on  aura  ;^=s—tfw,  donc- f»= — ~ 

Subftituant  les  valeurs  de  /  &  de  w  dans  la  troifiéme  an  -h  2bml 
^f/3  =  o,  onaura^«=+î^*— ^«  î*^'donc»«:î^tzl' 

■Et  fubftituant  les  valeurs  des  grandeurs  qu'on  a  déterminé 
dans  les  équations  fuivantes  ,  on  min  /•      ?^*^— t*^— ^'j     ^ 

^ ai.  [ —  OC  ainfi  des  autres. 

Et  fubftituant  ces  valeurs  dans;?  =  /«  4-  m**  -hnxS-^px*^  qxf> 

&C.   on  aura    y=   -^^   ^    M-^ae  ^abc^'ibi^a^i 

^  ^5 ArS  &c.  qui  fera  la  valeur  cher- 

chée de>r,  &  on  agira  de  la  même  façon  à  l'égard  de  toutes 
les  queftions  femblables. 


H 


58  Le  Calcul  Différentiel, 

CH  APIT  RÈ    IIL 

Des  Equations  qui  expriment  la  nature  des  Courbes. 

ip.T  7  Ne  courbe  ABC  étant  donnée  (Fi^.  i.)y  d  Toa  mené 
\J  plufieurs  droites  DE ,  FG,  &c.  parallèles  entreUes  , 
&  qui  fe  terminent  de  part  &  d'autre  à  la  courbe ,  &  qu  on  trou- . 
ve  line  autre  ligne  droite  BP  qui  coupe  toutes  ces  parallèles  ea 
deux  parties  égales;  la  droite  BP  s'appelle  axe  de  la  courbe,  fi 
Tangle  qu'il  fitit  avec  les  parallèles  eft  droit ,  &  limplement  dia-- 
mettre ,  fi  cet  angle  eft  aigu ,  les  parallèles  DE ,  FG ,  &c.  fc  nom- 
ment doubks  ordonnées  ^  &  leurs  moitiez  HE ,  IG  ,  &c.  ordonnées  i 
les  parties  BH ,  BI  >  &c.  que  les  prdonnées  coupent  fur  1  axe 
ou  diamètre  HP  Te  nommcM^ abcijfes ,  enfin  le  point  B  fe  nom-r 
me  fommet  de  taxe  ou  du  diamètre. 

20.  Si  du  fommet  B  de  taxe  ou  du  diamètre ,  on  mené  une 
droite  BO  parallèle  aux  ordonnées  HE,  IG,  ôcc.  &  que  des 

Ê oints  Ej  vx,  &c.  de  la  courbe ,  on  meae  (ur  BO  des  droites 
IM  ^  GN,  &c,  parallèles  à  taxe  ou  diamètre  \  cts  droites  EM, 
GN  feront  ordonnées  à  la  droite  BO ,  &  égales  aux  abciflcs  BH, 
BI  &c.  de  l'axe,  &  leur  abciffes  BM ,  BN,  &c.  feront  égales 
aux  ordonnées  HE,  IG,  &c.  à  l'axe;  or  les  ordonnées  HE  y 
IG  à  Taxe ,  &  les  ordonnées  EM,  GN,  &c.  à  la  droite  BO 
s'appellent  coordonnées  ,  &  l'angle  PBO  fait  par  Taxe  &  par  la 
droite  BO  s'appelle  zxx^c  ,à^%  coordonrUes. 

21.  Nous  nommerons  toujours  j^  les  ordonnées  HE ,  IG,  &c» 
à  l'axe ,  X  leurs  abciffes  BH ,  BI ,  &c.  &  par  conféquent  les 
ordonnées  EM,  GN,  &c.  à  la  droite  BO  s'appelleront*,  & 
leurs  abfciffes  BM,  BN,  &c.  fe  nommeront^. 

'22.  Lorfque  les  ordonnées  d'une  courbe  font  des  lignes  droites 
fie  que  leur  rapport  aux  abciflcs  ou  aux  coordonnées  peut  s'ex- 
primer par  une  équation  qui  ne  fuppofe  la  quadrature  d'aucune 
courbe  ou  arc ,  la  courbe  s'appelle  géométrique ,  &  quand  au 
contraire  les  ordonnées  font  des  lignes  courbes,  ou  qu'étanttlcs 
lignes  droites ,  leur  rapport  fuppofe  la  connoiffance  de  quelque 
quadrature  d'arc ,  la  courbe  s'appelle  méchanique  ,  la  raifon  ea 
eft  que  pour  décrire  une  courbe  il  faut  connoître  l'angle  que  les 
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ordonnées  font  avec  les  abfcifles,  &lcs  rapports  de  ces  Kgnes  ei> 
truelles;  car  alors  élevant  fur  tous  les  points  H,  I,  &c.  de  Taxe 
ou  diamètre  des  droites  HE  ,  IG,  &c.  qui  faflent  avec  Taxe  un 
angle  égal  à  Tangle  donné ,  &  qui  foient  à  leurs  abfcifles  y  BH 
BI,  &c.  dans  le  rapport  connu,  il  eft  évident  que  la  courbe  qui 
paife  par  les  extremitez  E>G,ôce.  des  ordonnées  fera  la  courbe  de-^ 
mandée  jainQ  fi.le  rapport  des  ordonnées  aux  abfcifles  efl  un 
rapport  de  lignes  droites  qui  ne  fuppofe  aucune  quadrature  ^  la 
ligne  fe  pourra  décrire  géométriquement  avec  la  règle  &  le  corn- 

£as ,  &  kzdi  geométriaue  ;  mais  fl  au  contraire  ce  rapport  fuppofe 
i  quadrature  de  quelque  courbe  ,  il  eft  vifible  qu'on  ne  pourra 
<iécrire  la  courbe  que  d'une  manière  méchanique^  puifqu  il  fau« 
droit  connoître  la  véritable  grandeur  des  arcs  y  auxquels  les  or- 
données font  égales  pour  opérer  géométriquement. 
-^23.  Il  y  a  donc  toujours  dans  Féquation  qui  exprime  le  rap- 
port des  coordonnées  deux  inconnues  xÙLy^Sx,  c'eft par  le  plus 
haut  degré  ou  fè  trouve  Tune  ou  Fautre  de  ces  inconnues  que 
Ton  juge  des  difFérens  genres  de  la  courbe.  Si  le  plus  haut  dé- 
gré  eft  oc^  ou  y^  la  courbe  s'appelle  du  premier  genre ,  s'il  eft  jc3 
ou  y^  la  courbé  eft  du  fécond  genre ,  £c  ainfî  de  fuite. 

24.  L'équation  qui  exprime  le  rapport  des  coordonnées  s'ap* 
pelle  équation  à,  la  courbe  >  jparce  qu  elle  fait  connoître  la  natu- 
re de  cette  courbe  i  ces  fortes  d'équations  font  d'une  grande' 
utilité  dans  le  calcul  pour  réfoudre  facilement  bien  des  problê- 
mes dont  on  ne  viendroit  à  bout  que  par  de  grands  détours  ;  c'eft 
pourquoi  nous  allons  en  donner  ici  une  efpécp  de  hfte  en  com- 
mentant par  celles  des  fedions  coniques  dont  l'ufage  eft  extre-» 
mement  étendu. 

2^.  Supppfant  que  la  courbe  ABC  {Tig.  1.)  foit  une  parabole 
quarrée  y  on  fait  que  les  quarrez  de  fes  ordonnées  font  égaux  à 
leur  abfcifles  correfpondantes  muldpliées  par  le  paramètre  qui 
eft  toujours  une  ligne  conftante  y  appellant  donc  a  le  parametre> 
y  chaque  ordonnée  ^  6c  x  chaque  abfciflfe  l'équation  à  cette 
parabole  fera  yy^s^ax. 

Il  eft  vifible  que  fi  au  lieu  de'rapporter  les  points  E ,  G ,  &c. 
de  la  courbe  à  l'axe  BP  parle  moyen  des  ordonnées  HE  ^  IG,^ 
Ace.  on  les  rapportoit  à  la  droite  BO  par  le  moyen  des  ordon- 
nées EM,  GN,  ficc.  alors  les  ordonnées  EM,  GN,  &c.  feroient 
égales  aux  abfcifles  BH,  BI ,  &c.  de  Faxe ,  de  même  que  les 
abfcifles  BM  •  BN  •  &c.  feroient  égales  aux  ordonnées  HE , 

Hi; 
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IN  ,  &c.  &  par  conféquent  on  auroit  encore  ax=iyy  qui  eft 
la  même  équation  que  ci-deffus  ;  donc  foit  qu'on  rapporte  les 
points  de  la  courbe  à  Taxe  PB ,  ou  à  la  droite  parallèle  aux  or- 
données à  Paxe  y   on  aura  toujours  la  même  équation. 

Si  la  courbe  eft  une  parabole  du  fécond  genre ,  il  arrivera  que 
les  cubes  des  ordonnées  feront  égaux  ou  à  leurs  abfcifles  multi- 
pliées par  le  quarré  du  paramètre ,  ou  aux  quarrcz  de  leurs  abf- 
cifles multipliez  par  le  paramètre  j  ainfi  on  aura  ou^3  z=aax  ou 
y^  =zax^  y  la  première  de  ces  paraboles  s'appelle  première  para-^ 
bole  cubique  y  &  VdMtK  féconde  parabole  cubique. 

Si  la  parabole  eft  du  troifiéme  genre ,  les  quatrièmes  puiflan- 
ces  feront  égales  ou  à  leur  abfcifles  multipliées  par  le  cube  du 
parametrc,ou  aux  quarrez  de  leurs  abfcifles  multipliez  par  celui  du 
paramètre ,  ou  aux  cubes  de  leurs  abfcifles  multipliez  par  le  par- 
rametre  ;  ainfi  Ton  aura  pour  la  première  parabole  du  troifiéme 
genre^4=:^î;v  pour  la  féconde  jy^=a*A:*,  &pour  la  troifiéme 
^4  =--  ^^3  ^  g^  ainfi  des  autres  paraboles  des  genres  plus  élevez. 
La  féconde  à  proprement  parler  eft  du  premier  genre  ,  car  fion 
tire  la  racine  quarrée  ^  on  aura^*  =  ax  qui  eft  la  première  pa- 
rabole quarrée. 

En  ne  confidérant  que  les  premières  équations  de  chaque 
genre  qui  fontyys=ax yy^=a^Xyy^  =  a^Xy  y^  =^a^Xy  &c.  S 
eft  vifîble  que  Pexpofant  de  la  puiffiince  des  ordonnées  furpaflc 
toujours  d'une  unité  lexpofant  de  la  puîflance  du  paramètre  ;  ainfi 
fi  Texpofant  de  la  puiflancc  des  ordonnées  eft  appelle  »i^  on  aura 

y^  =^a^       X  qui*  fera  une  équation  générale  pour  toutes  fortes 

de  paraboles,  ou -bien  fi  Ton  appelle  m  l'expofant  de  j^,  &  » 

Fexpôfant  de  ^,  on  auraj?'"=4i^  *qui  fera  encore  une  expreflion 

générale  qu'on  pourra  réduire  à  celle-ci^*"  s=^  en  fuppofant  a 

:25.  Dans  le  cercle  ABCR(Fif,  2.)  les  quarrez  des  ordon- 
nées HE,  IG ,  &c.  font  égaux  aux  redangles  BH  x  HR ,  El 
^x  IR  ,  &c.  des  parties  du  diamètre  BR  qu'elles  coupent  ;  pre- 
nant donc  le  point  B  pour  le  fommet  des  abfcifles ,  ôc  appel- 
lant  y  les  ordonnées,  x  les  abfcifles  BH,  BI,  &c.  Ôcle  diamè- 
tre ÉR.  ^,  les  parties  HR,IR,  &c.  feront  donc  a — a;,  &  les 
redangles  BH  x  HR  ^  BIx  IR ,  &c.  feront  ax — xx  \  donc  Téqua- 
lion  du  cercle  fera  yy^cax — xx. 
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La  circonférence  du  cercle  étafat  une  courbe  rentrante  ^  U  eft 
vîfible  qu'on  ne  fauroit  rapporter  fes  points  à  une  autre  ligne  BO  , 
car  les  droites  qu'on  tireroit  des  points  du  quart  de  circonféren- 
ce RC  à  la  droite  BO,  couperoient  néceffairement  Tautre  quart 
de  circonférence  BC  avant  de  parvenir  à  cette  ligne. 

De  même  qu'on  peut  faire  des  paraboles  de  différens  genres  i 
de  même  il  peut  y  avoir  des  cercles  de  genres  différens.  Par 
exemple ,  fi  Ton  fait  les  cubes  des  ordonnées  égaux  aux  quarrés 
des  abifcifles  multipliés  par  les  parties  reliantes  du  diamètre ,  ou 
aux  abfciffes  multipliées  par  les  quarrés  des  parties  reliantes ,  on 
aura  deux  cercles  du  fécond  genre ,  dont  le  premier  aura  pour 
équation ^3  =  ax^  — x^ ,  &  le  fécond  y^  =  aax — 2ax^  -+-  .v? , 
&  de  même  des  autifes  genres. 

En  ne  confidérant  que  les  Equations  des  premiers  cercles  de 
chaque  genre ,  qui  font jy *  ==  ax —  xx^y^= ax^ — ;c3 ,  ^4  =  ax^ 
—  x^  ,  ôcc.  il  eft  vifible  que  l'inconnue  x  eft  d'abord  dans  le  fé- 
cond membre  dans  un  degré  moindre  d  une  flnité  que  le  degré 
de  l'inconnue^  dans  le  premier  membre ,  &  qu'enfuite  elle  eft 
dans  un  degré  égal.  Appellant  donc  m  l'expofant  de  j^ ,  on  aura 

y^=zax^      *  — x^  ^  qui  fera  une  expreffion  pour  les  premiers 

cercles  detous  les  genres  à  l'infini^  ou  bien  encore ^"'=;c"''~  ^ . 

. — x^  en  feifànt  a  =  i. 

^7.  Dans  l'Ellipfe  {Fig.3.)  le  quarré  de  l'ordonnée  HE  au 
grand  axe  eft  au  reûangie  correfpondant  BHx  HR ,  comme  le 
paramètre  de  ce  grand  axe  eft  à  cet  axe  ;  appellant  donc  a  le  pa- 
ramètre ,  d  le  grand  axe ,  a:  rabfciïTe  BH,  &  y  l'ordonnée  HE , 
la  partie  reftante  HRdè  l'axe^fera  donc  d — Xy  &  le  redangle 
BHxHR  ,  dx  —  XX  y  &  l'on  aura  yy ,  dx'-^xx  ::a  ^  d  i  donc 

-yy=^  dx — XX  fera  l'équation  de  l'Ellipfe. 

On  ne  peut  pas  rapporter  les  points  de  cette  courbe  à  une 
ligne  extérieure  &.  parallèle  aux  ordonnées  ^  par  la  même  raifon 
que  nous  avons  rapportée  en  parlant  du  cercle. 

Si  l'on  feit,  le  paramètre  eft  à  l'axe  comme  le  cube  de  Torr- 
donnée  eft  au  quarré  de  l'abfcifTe  multiplié  par  la  partie  reftante 
de  l'axe  >  ou  àrabfcifle  multipliée  parle  quarré  de  la  partie  re- 
ftante, on  aura  -y3=:dx^ — x^  y  qui  fera  la  première  Ellipfe 

du  fécond  genre,  &  ^ys  =  ddxrrr2dx^  -+•  x^  q[uiferala  féconde-^ 

Huj 
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De  même  {ion  fait  le  paramètre  eft  à  Taxe  comme  la  quatrié* 
me  puifTance de  lordomiée^eft  au  cube  de  rabfcifTe  multiplié  par 
la  partie  reftante  ^  ou  au  quarré  de  l'ablciiTe  multiplié^ar  le  quat- 
re de  la  partie  reftante^  ou  à  rabfcifre  multiplié  par  le  cube  de  la 

partie  reftante ,  on  aura  -y^^^ss^dx^  —  x^  ^  qui  fera  la  première 

Ellipfe  du  troifiéme  genre ,  -y^  »=  ddx^ — 2dx^  -h  x^  qui  fera  la 

féconde  ,  &  -y\=zdix — yddx^-^sdx^ — x^y  qui  fera  la  troi- 
fiéme ,  &  ainfi  des  autres  genres  plus  élevés. 

En  ne  corifidérant  que  les  premières  Ellipfes  de  chaque  genre 
qui  font  j  ^*  =  dx — xx ,  ^y^rr^x"- — x^y  -y^—  dxs — ^4  ,  &c 

on  voit  aifément  que  l'inconnue  x  eft  d'abord  dans  un  degré 
moindre  que  celui  de^ ,  &  enfuite  dans  un  degré  égal  j  ainfi  ap- 

^ellant'm  Texpolànt  de^  on  aura  -y^  =  dx        —  x     qui    fera 

lexpreflion  générale  pour  les  Ellipfes  de  tous  les  genres. 

2S.  Dans  l'hyperbole  (  F/>.  4.)  Je  quarré  de  l'ordonnée  HE  eft 
au  reaangle  BH  x  HP  de  l'abfcifle  BH  par  la  fomme  PB  H-BH 
ou  HP  de  l'axe  PB  &  de  rabfciflcBH,  comme  le  paramètre  efl: 
à  l'axe  PB.  Appellant  donc  des  mêmes  lettres  que  ci-deflus  les 
mêmes  grandeurs  on  ^  yy  ,  dx '^ xx  ::  a ^  dj  &  par  conféquent 

^yy^szdx'+^xx  fera  l'équation  de  l'hyperbole. 

Faîfant  les  mêmes  obfervations  que  nous  avons  faites  ci-deflus 
pour  TEUipfe  ,  on  trouvera  que  -y"^=zdx*^  ^  H-  a:  *,  eft  l'é- 
quation générale  pour  les  premières  hyperboles  de  tous  les  gen- 
res*. 

'  :2p.  Quand  l'hyperbole  eft  entre  fes  afymptotes  ,  fi  l'on  me- 
né entre  la  courbe  &  l'afymptote  OV  {Fig.  4.)  des  droites  EM, 
GN ,  ficc.  parallèles  à  l'autre  alymptote ,  ces  droites  s'appellent 
çrdonnéesà  l'afymptote  OV  ,  &  les  parties  OM  ,  ON  ,  &c. 
quelles  coupent  font  les  abfciffes.  Or  par  la  propriété  de  cette 
courbe  les  redangles  des  ordonnées  par  leurs  abfciffes  font  tous 
égaux  entr'eux  ;  &  comme  la  ligne  BX  menée  du  fommet  Rde 
la  courbe  à  l'extrémité  X  du  fécond  axe  eft  toujours  parallèle  à 
l'autre  afymptote,  il  s'enfuît  que  le  redangle  BTxTOeft  égal 
à  chacun  des  redanglesEMxMO/GNxNO,  ôcc.  Or  les  droi- 
tes BT ,  TO  font  toujours  égales ,  donc  le  redangle  BT  x  TO 
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cft  égaî  au  quarré  TO  appelle  puiiTance  de  Thypcrbole^  Si  Ton 
nomme  donc^  les  ardonnées  EM,  GN ,  &c.  x  leurs  abfcifles, 
&  a  la  droite  TO  ou  TB,  Téquation  xy=fa^  fera  Téquationà 
l'hyperbole  entre  fes  afymptotes,  &  ^*^s==a3  ^  ou  J9^^==a3 fera 
f  équation  de  Thyperbole  du  fécond  genre ,  de  même  Téquation  ^ 
x^y=a^^  fera  Fhyperbole  du  troîfiémc  genre,  x^y^s^a'^  ^  fera 
celle  du  quatrième  ,  &  aînfi  de  fuite  :  je  ne  parle  ici  que  des 
premières  hyperboles  de  chaque  genre ,  il  eft  facile  de  trouver 
\t$  autres  ;  Ôc  comme  Texpofant  de  x  eft  toujours  moindre  d'une 
unité  que  f  expofant  de  ^ ,  lî  Ton  ap^ellt  m  Texpofant  de  ^ ,  on  au- . 

ra  x^^^^ y=^a^ ,  ou  bien  appellant  m  Texpofant  de  :c  ,  &  »  ^ 

Texpoiant  de  ^  j  ou  aura  a?  *"j^  "  =  ^  **"*"* ,  &  ces  deux  expref- 

fions  feront  générales  pour  toutes  fortes  d^hyperboles ,  &  (ïirtout 

la  féconde  x'"^"=a'*  "*"**,  qui  peut  exprimer  non-feulement  les 

premières  hyperboles  de  chaque  genre ,  mais  encore  les  fecon-* 

des  ,  les  troiliémes,  &c.  par  exemple,  Gm^^  ^  n^=:2y  on 

aura  x3y^ = a^ ,  qui  eft  la  féconde  hyperbole  du  quatrième  genre  ,  ^ 

&  aina  des  autres*.  Que  fi  Ton  fait  as=:  i  ,  Texpreftion  générale 

ferax'"/=i. 

30i  On  peut  trouver  d'autres  équations  de  PEllipfe  &  del'hy- 
pferbole  j  dont  il  eft  bon  de  parler  ici ,  parce  qu  elles  fervent  à 
découvrir  le^  Equadons  de  ces  mêmes  çoiirbes  par  rapport  au  fe* 
cond  axe.  .  , 

Dans  TEUîpfe  {Fig.  3.)  le  premier  axe BR  eft  au  fécond  AC  , 
comme  ce  fécond  eft  au  paramètre  du  premier  axe.  Appellant 
donc  le  premier  axe  d  >  le  fécond  d ,  &  le  paramètre  du  premier 

axe  a,  on  aura  :  :  i,  d ,  ^ ,  donc—  =  a.  Mettant  donc  cette  va- 
leur de  a  dans  lequation  que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  j  yx        '  \ 

s=^dx — XX,  onaura^jjy  =  ^ — xx.  ' 

Maintenant  fi  au  lieu  de  prendre  l'origine  des  abfcifles  au  fommet 
B,  nous  les  prenons  au  centre  O,  &  que  nous  appellions  x  les  cou- 
pées OH,OI,  &c.  les  parties  BHJ^I^  feront  i  d^x,  &  les  droites 
HR ,  IR ,  ôcc.  feront  7^ -4-  jc  ^  donc  les  redangles  BH x  HR  , 
BIxIR,  &c.  feront ~^^ — xx;  mettant  donc  dans  l'équation 

^yy^dx-^xx,  mettant  dis-)Q  ^dd^rrxx  au  lieu  de  dx^—xx  , 
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on  aura^j)(y=^  dd — xxy  ou  bien  en  remettant^  au  lieu  de 

jj  ,  i  yy:=:zL  id^xx,  &  ce  fera  l'équation  de  rEUipfe  par 

rapport  au  premier  axe. 

Pour  trouver  Téquation  par  rapport  au  fécond  axe ,  nous  ap- 
pellerons p  fon  paramètre  j  &  comme  le  fécond  axe  eft  au  pre- 
mier, comme  le  premier  au  paramètre  du  fécond,  nous  aurons 

:  :  d  I  ^ ,  p  ;  donc  ^=p.  Celapofé  nous  prendrons  l'équation 

%yy=^^dd — XX  ,  &  multipliant  par  dd,  puis  divifant  par  rf^, 

nous  aurons  yy  =  \  àà  —  j^xx  ^  &c  tranfpofant^  xx  =  \ 

dd — yy ,  ou  -Ar^=:^dd — ^jy,  àcaufede  p= -j- &  de  --== 

A  ^ 

^  =  ^ainfi-;cA:=idd— yy,  fera  l'équation  de  TEUipfe  par 

rapport  au  fécond  axe. 

On  prend  ici  Torlgine  des  abfciifes  du  premier  axe  au  centre 
de  l'Ellipfe  ,  afin  que  les  ordonnées  au  fécond  axe  fe  trouvent 
égales  à  ces  abfciifes  ^  &  que  les  abfcilTes  du  fécond  axe  en  pre^ 
nant  leur  origine  au  même  centre ,  fe  trouvent  égales  aux  ordon- 
nées au.  premier  axe*  Venons  à  l'hyperbole. 

Dans  l'hyperbole  {Fig.  j.)  appellant  les  mêmes  grandeurs  des 
mêmes  noms ,  on  a  aufli  ^  =  -j-  6c  mettant  cette  valeur  de  a 

dans  l'équation  jyy  =  iar  -h  ^at  ,  on  aura  ^  Jjy = ^^^  -+-  ^**  Or 
fi  au  lieu  de  prendre  l'origine  des  abfcifTes  au  IbmmetÇ  ,  on  les 
prend  au  centre  O  des  deux  diamètres  ,  on  aura  BH  =  OH 
—  OB  =  ;c— i£l&PH=:OH+OP  =  A;H-|^,  donc  le  rec- 
tangle BHxPHfera^t*— ^^rf^  &  mettant  cette  valeur  au  lieu 

de  dx'+'xx dans  l'équatïon  ^yy=:^dx^xx  y  on  aura  ^  yy^=^ 

x^^-^jdd}  o}ji-yy=zx^ — ^ddy  qui  fera  une  autre  expreffion 
de  l'hyperbole  rapportée  au  premier  axe. 

^our  la  rapporter  au  fécond  on  aura  p  =  -^  &  '^^^Ji^  P^^" 
hant  donc  l'équation  ^^^  ==»*«— -j  dd ,  &  multipliant  par  dd , 

pois  divîfantpar  dd^  on  aura^j^=^  x^  —  ^  dd  ,  &  tranfpo- 

fant 
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Tant  — jc*=^dd-l-j^^,ou -- ^*  =  ^  dd-hjjy  ,  qui  fera  Téqua^ 

tion  de  Thyperbole  par  rapport  au  fécond  axe  ;  où  Ton  yoît  qu'on 
prend  Forigîne  des  abfciffes  du  premier  axe  au  centre  O  ,  afin 
que  les  ordonnées^au  fécond  foient  égales  à  ces  abfciffes  ,  &  que 
les  abfciflès  du  fécond  foient  égales  aux  ordonnées  du  premier. 

Je  fuppofe  dans  tout  ce  que  je  viens  de  dire ,  que  le  Ledeur 
iàche  les  fe£lions  coniques ,  ceux  qui  les  ignorent  pourront  con- 
felter  ce  que  j'en  ai  dit  dans  la  troifiéme  partie  de  la  Théorie  &, 
Pratique  des  Géomètres. 

Si  au  lieu  de  rapporter  les  points  d  une  feâion  conique  à  fon 
axe  ,  on  les  rapporte  à  un  diamètre  ,  l'équation  qui  en  provien- 
dra  fera  la  même  que  par  rapport  à  l'axe ,  âc  il  nV  aura  de  diffé- 
rence ,  qu'en  ce  que  les  ordonnées  feront  avec  les  abfciffes  un 
angle  qui  ne  fera  pas  droit  ;  mais  (î  on  les  rapporte  à  une  ligne 
donnée  de  pofition ,  qui  ne  foit  ni  l'axe ,  ni  un  diamètre ,  alors 
il  en  proviendra  des  Equations  différentes  de  celles  dont  nous 
avons  parlé  cl-deffus^  &  c'eftce  que  nous  allons  examiner. 

31.  Soit  une  demi-parabole  quarréc  GCM  {¥ig.6.)  y  &  une 
ligne  droite  AP  donnée  de  pontion  à  laquelle  on  demande  dé 
rapporter  tous  les  points  de  la  courbe  &  d'en  trouver  l'équation  ; 
la  ligne  DG  eft  le  diamètre  ,  CH  eft  le  paramètre ,  GM  eft  une 
ordonnée ,  &  Tangle  fait  par  le  diamètre  &  l'ordonnée  eft  con- 
nu. De  l'extrémité  A  de  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  ,  je 
mené  AD  parallèle  à  l'ordonnée ,  &  qui  rencontre  le  diamètre  en 
D ,  les  droites  AD ,  DC  me  font  connues ,  puifque  la  pofitiort 
de  la  droite  AP  eft  donnée ,  &  par  la  même  raifon  l'angle  MPA , 
que  l'ordonnée  MG  prolongée  fait  avec  AP  ,  eft  aufïî  connu.  Du 
même  point  d'origine  A,  je  mené  une  droite  AE  parallèle  au 
diamètre  DG ,  &  d  une  grandeur  à  difcretion.  Du  point  E  je 
mené  EB  parallèle  à  MG  ;  &  dans  le  triangle  AEB  je  connois 
le  côté  AE ,  l'angle  ABE  égal  à  l'angle  APM ,  l'angle  AEB 
égal  à  l'angle  connu  DGP ,  &  par  conféqucnt  le  troifiéme  angle 
BAE  eft  auffi  connu ,  &  je  puis  aifément  connoître  AB  ,  BE. 
Cela  pofé , 

Je  conçois  que  de  tous  les  points  de  la  courbe  foient  menées 
fur  AP  des  droites  parallèles  a  MP  ,  6c  j'appelle  les  coupées 
AP=:j:  ,  les  ordonnées  MP==^  ,  le  paramètre  CH=;^  ,  la 
dtoke  AEb»^,  la  droite  AB  =  w^  la  droite  BE=5si»>  la  droite 
AD=;=r,  &la  droite  DC=rj. 

I 
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Les  triangles  femblables  ABE  ^  ÂPF ,  donnent  AB  ^  AE  :  : 

AP  •  AF ,  oum^e::  X  /-  i  donc  AF  ou  DG=  -  •  Les  mêmes 


triangles  donnent  AB ,  BE  :  :  AP ,  PF,  ou  wa ,  »  :  :  jc  >  ^  ;  donc 
PF  =  ^,  &  par  conféquent  GM  =  PM  ~  PF  —  FG=> 
_5l_r,  car  FG=AD=r  i  &  CG=DG  —  CD=AF. 


»3f 

m 


m 


Or  par  la  propriété  de  cette  parabole  nous  avons  MG  =  CG 
X  CH  ;  mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  MG ,  de 
CG ,  &  de  CH ,  nous  aurons  j^^  —  ^  xy^  ^  x-  —  2yr  -+-  — 

gi:«4-rr=^/7,— j/> ,  qui  fera  Téquation  de  la  parabole  par  rapport 
à  la  droite  AP  j  où  bien  faifant  tout  paffer  d'un  même  côté  on 


aura 


Sx  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  fe  trouve  parallèle  aux  or- 
données (F/ç.  7.) ,  je  mené  de  tous  les  points  M  de  la  courbe  des 
droites  à  laligneAP  parallèles  entr'elles,  mais  qui  faffent  avec 
AP  un  angle  aigu  MPA  du  côté  du  diamètre  ;  de  l'extrémité  A 
je  mené  AE  paraUele  au  diamètre  ^  ôc  AB  parallèle  à  PM^  ainft 
îangle BAE  m'eft  connu ,  parce  que  Tangle  EAP  égal  à  l'angle 
doimé  CDP  eft  connu ,  de  même  que  Pangle  BAP  qui  eft  le 
complément ,  à  deux  droits  de  l'angle  MPA  ;  c'eft  pourquoi  re* 
tranchant  de  l'angle  BAP ,  l'angle  EAP ,  le  refte  eft  la  valeur  de 
l'angle  BAE.  Je  fais  AB  d'une  grandeur  à  difcretion ,  ôc  je  mené 
BE  parallèle  aux  ordonnées  >  ôc  il  m'eft  facile  de  connoître  les 
autres  côtés  BE  j  AE  du  triangle  BAE  >  à  caufe  des  trois  angles  , 
Ôc  du  côté  AB  connus.  Il  eft  vifible  par  cette  conftrutiion ,  que 
fî  l'on  prolonge  les  ordonnées  jufqu'a  BA ,  hs  droites  MQ  fe- 
ront égales  aux  coupées  AP  à  caufe  des  parallèles  y  6c  que  ks 
droites  MP  feront  égales  aux  droites  QA  pat  la  même  raifon* 
Cela  pofé. 

Je  nomme  *  les  coupées  AP  ou  MQ,^  les  droites ^  MPou 
QA  ordonnées  à  AP,  r  la  droite  AD ,  s  la  droite  DC^  m  la 
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droite  AB ,  »  la  droite  BE ,  &  ^  la  droite  Â£. 
Les  triangles femplables  ÂBE>  AQFj  donnent  AB,  AE  :: 

AQ ,  AF,  ou  w ,  ^  :  :  ^ ,  -  j  donc  AFs=s  ^  j  les  mêmes  triangles 
donnent  encore  AB ,  BE  :  :  AQ ,  QF ,  on  w,  n  :  :  j> ,  ^  ,  donc 
QF  =  2^ ,  &  par  conféquent  MQ  =:QM— QF—  FG = x  — .  5 
— r  &  GO=  GD--CD=FA— CD = 2  '— x ,  mais  par  la  pro- 

...»  « 

prieté  de  la  parabole  on  a  MG  =sGC  x^;  mettant  donc  les  valeurs 
deMG&GC  dans  cette  équation  où /?  fignifie  le  paramètre; 
onaura^r^— ^%;^H-£>*— arar-H^'>4-rr^  ou 

bien  en  tranfpofant 


—  ^. 


y-^sp 


fie  ce  fera  Téquation  de  la  parabole  par  rapport  à  la  droite  AP, 

Suppofons  enfin  que  la  ligne  AP  donnée  de  pofition  (  Fig.  8,  ) 
ne  foit  point  parallèle  aux  ordonnées  y  &  ou'on  puifle  y  rappor* 
ter  les  points  de  la  courbe^  par  des  parallèles  au  diamètre  y  fai- 
sant la  même  conftru6Uon  que  ci-deflus ,  6c  nommant  CD  =  r, 
KD=^5y  &  donnant  aux  autres  grandeurs  les  mêmes  noms 

qu'auparavant;  nous  aurons  AF=:  —  &  PF  =  — •  Du  fommet 


C  je  mené  CH  parallèle  aux  ordonnées ,  ôc  j'ai  GR=  GP — PF, 
— FR=rGP— PF— DC«:y~^--r&MG=«CR«AF 

— AD=—  —  j  —  j  orpar  la  propriété  de  la  parabole  nous  avons 

GM  =  MC  x/? = GR  x^ ,  mettant  donc  dans  cette  équation  les 
valeurs  de  GM  &  de  GD ,  nous  aurons  ~  x^—  ~  sn  '^  s$' 

^=yp —  —  X  — pr  &  multipliant  tout  par  mm,  puis  divifant  par  ce 
&  transpofant^  on  aura 


itn  nvn 


&  ce  fiera  l'éc^atîon  de  la  parabole  par  rapport  à  la  droite  AP. 
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Or  en  examinant  ces  trois  équations  y  on  peut  voir.  i^.   Que  "^ 
dans  les  deux  premières  lesquarrez  xx,yy  des  deux  inconnues 
s  y  trouvent  tous  les  deux  avec  le  figne  plus.  2?.  Que  Tun  des 
deux  n  a  point  de  coefficient,  mais  que  l'autre  a  un  coefficient 

—  dont  la  racine  -  ell  la  moitié  du  coefficient  d*un  autre  terme 


m 


—  —yx  qui  contient  le  plan  des  deux  inconnues.  3^  Que 
dans  la  troifiéme  y  il  n'y  a  que  le  quatre  x^  de  Tune  des  inconnues  ; 
mais  que  le  terme  —  ss  où  fe  trouve  le  coefficient  —,  contient 

un  autre  quatre  jj  ,  &  que  la  racine  -  de  fon  coefficient  eft  la 

moitié  du  coefficient  du  terme  —  —  sx  qui  contient  le  plan  sx 

de  l'inconnue  &  de  la  racine  $  du  quatre  ss  ;  &  delà  il  fuit  que 
toute  équation  où  ces  conditions  fe  trouveront  fera  une  équa- 
tion à  la  parabole.   ' 

Si  dans  cts  trois  équations  on  fait  »  =  o ,  il  eft  vîfible  que  la 
droite  BE  devenant  nulle  la  droite  AB  tombera  fur  la  droite  AE 
&  lui  fera  égale,  donc  m  =  ^  ;  eflaçant  donc  dans  les  équations 
les  termes  où  n  fe  trouve,  &  fubftituant  m  au  lieu  de  r ,  la  pre- 
mière équation  fe  changera  en^*  —  lyr  — px  -+-  rr  -H  5/?  =*=  o  ;  la 
féconde  en  x^  —  2rx — py-\^rr^sp^=^o  ;  &  la  troifiéme  en;r* 

—  2j^-+-w — py^rp  =  o  ,  où  l'on  voit  que  dans  toutes  les 
trois  il  n'y  a  plus  que  le  quatre  d'une  inconnue  ;  rtiais  il  y  a  un 
terme  qui  contient  le  plan  de  cette  inconnue  par  une  connue, 
à  favoir  —  2yr  dans  la  première ,  —  arx  dans  la  féconde  ,  fie 

—  2SX  dans  la  troifiéme ,  il  y  a  auffi  un  terme  qui  contient  le 
quatre  de  cette  connue  avec  le  figne  plus  qui  eft  au  quarté  de  l'in- 
connue ,  lequel  n'a  point  de  coefficient ,  &  que  la  racine  du 
coefficient  du  quatre  de  là  connue ,  n  eft  jamais  que  la  moitié 
du  coefficient  du  plan  de  la  connue  ôc  de  l'inconnui^  ;  par  exem- 

f)le  dans  la  première  le  cofficient  2  du  terme  —  2yr  qui  contient 
e  plan  yr  eft  double  de  la  racine  i  du  coefficient  i  du  terme  tr 
êc  ainfi  des  autres  :  donc  toute  équation  où  ces  conditions  fe 
trouveront  fera  une  équation  à  la  parabole  quarrée  rapportée  à 
quelque  ligne  droite. 

On  doit  encore  obfervcr  dans  ces  équations  que  le  terme  qi» 
contient  le  plan  des  racines  des  deux  quarrez  a  toujours  le  figne 
moins. 

On  pourroit  faire  des  obfervations-parcillés  pour  les  équatiotti 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  I.  ^9 
des  paraboles  du  fécond  genre,  du  troifiéme,  &c.  car  par  exem- 
ple fi  Ton  fuppofe  que  la  parabole  foit  la  première  du  fécond 
genre ,  dont  les  cubes  des  ordonnées  font  égaux  au  quarré  du 
paramètre  multiplié  par  les  abfciffes  ,  on  prendra  pour  la  pre- 
mière équation  le  cube  de  GM  ou  de  ^-^ —  ^  —  r&  le  quarré 

du  paramètre  p  multiplié  par  CG  ou  ^  —  s  y  &  Ion  aura 

—  2^x* — r3 — ^ppx^pps  =  OyàL  ce  fera  Téquarion  de  la 

première  parabole  cubique  rapportée  à  la  droite  AP, 

Or  en  confidérant  cette  équation,  on  y  trouve  les  cubes^^ , 
xi,  de  deux  inconnues  j  le  premier  fans  coefficient  ôc  avec  le 

fîgne  plus  ,  6c  Tautrc  avec  le  figne  moins  &  un  coefficient^  ^ 
donc  la  racine  cubique  n  eft  que  le  tiers  du  coefficient  ~  du  terme 
^^  —  y^x  qui  contient  le  folide  du  quarré  de  la  première  in- 
connue multiplié  par  la  féconde  i  &  ce  terme —  -^^^-^  aie  figne 

moins. 

Et  fi  Ton  fuppofe  «  ==  o ,  &  par  conféqucnt  i«  =  ^  ,  &  qu'on 
eflface  dans  l'équation  tous  les  termes  ou  n  fe  trouve  &  qu'on  fuh* 
ilitue  m  au  lieu  de  ^  ^  Téquation  fe  changera  en  celle-ci 

y^  —  sy^^  '+•  sy^^  —  ^^  — pp^  ^^PP^ = ^ 

pu  Ton  voit  qu'il  fe  trouvera  toujours  devx  cubes  j^3 1  ^  >  le  pre^ 
mier  pofitif  &  le  fécond  négatif,  &  que  la  jacine  cubique  i  du 
coefficient  i  du  négatif,  ne  fera  que  le  tiers  du  coefficient  3  du 
terme  — -  sy^r  qui  contient  .le  folide  du  quatre  dty  multiplié  par 
la  grandeur  r  ;  &  enfin  que  le  terme —  ^y^r  aura  le  figne  néga- 
tif, &  de  même  des  autres  paraboles ,  ce  qui  efl  trop  facile  pour 
m'y  arrêter  plus  long-tems  ;  ceux  qui  commencent  feront  cepen* 
dant  bien  de  s'j  arrêter,  parce  que  la  connoiflance  desjproprié-* 
rez  de  ces  équations ,  efl  extrêmement  utile  pour  la  réfolutioB 
des  problêmes» 

52.  Soit  un  demi  cercle  IMMR.  (  Fig.  ^.  )  >  &  t»ne  ligne  AP 
donnée  de  pofition  à  laquelle  on  demande  de  rapporter  tous  les 
points  du  demi  cercle  ;  je  prens  fur  AP  une  droite  AB  à  volonté  ; 
du  point  A  je  mené  AF  parallèle  au  diamètre  IK ,  du  centre  Q 

liij 
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j'abbaifle  fur  AE  la  perpendiculaire  OH  qui  fera  parallèle  aux  or- 
données i  enfin  concevant  que  les  ordonnées  foicnt  prolongées 
jufqu  à  la  droite  AP  telles  que  MP ,  j'appelle  les  coupées  AP  =^x 
les  droites  MP  =^ ,  &  les  connues  AL  =  i  j  AB  =^m,BE=:n. 
AH=s,  HO=r ,  IK=  2/,  OK  =  r. 

Les  triangles  femblables  AEB,  AFP  donnent  AB ,  AE  :  :  AP  9 

AF  youme  ::x*^^i  donc  AF  s=  -  ^  les  mêmes  triangles  donnent 


'-îjdonc  AF  =  -, 
AB,BE::AP,PF,oum,»::«,^idoncPF=^,  &   par 

nx 
m 

S  OUOG=5 —  — 

m  m 


conféquent  GM=MP— PF— FG=;^—  ^-r  àcaufedeFG 

^HO,ôcOG==^— jouOG=5— ^,  félon  que  le  point 
G  cft  en  delà  ou  en  deçà  du  centre  O  par  rapport  au  point  A  i 
car  quand  G  eft  entre  O  &  K ,  OG  eft  égal  à  AF  —  AH=-J 
— -  j  &  quand  G  eft  entre  &o  1 ,  OG  eft  égala  AH  — AF  =  y 

ex 
m 

Or  par  la  propriété  du  cercle  on  a  MG  *=  GKx  GI  &  GK 

X  GI  =  OK  —  GO ,  lorfque  G  eft  entre  O  &  K  a  caufe  que 
le  diamètre  IK  eft  divifé  en  deux  également  en  O  ,  ic  en  deux 

inégalement  en  G  ;  de  même  MG  =IG  x  GK  ou  MG4c=  I O 

_-a 

—  GO  i  mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  de  MG , 
OK ,  GO ,  ou  10 ,  GO ,  dans  Tun  ou  Tautre  cas ,  on  aura  y^ 

m^  mm  -/       '      m  mm  m  ^ 

car  foit  que  GO  foit  égal  à s  ^  on  a  s  —  -  >  fon   quatre 

eft  toujours  —  x^ —  ^  jx-t- w;  transpofant  donc  dans  Féquatîon 
que  nous  venons  de  trouver ,  nous  aurons 


y*  —  —yx^  —  x^  — 2yr-îh^rAr-4-rr==o 

^  m^  mm  J       ^     m 

&  ce  fera  Péquation  du  cercle  rapponé  à  la  droite  AP. 

Si  Pon  luppofe  «=0  ,  la  droite  AB  tombera  fur  AE  6c  lui 
fera  égale ,  aonc/»s=^  j  ainfi  effaçant  dans  Téquation  tous  les 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  I.  71 

termes  ou  n  fe  trouve ,  &  mettant  m  au  lieu  de  e  réquatioii  fo 
changera  en 

j^*  H-  ;tf*  —  2yr'—'2sx  4-  rr = o 

—  tt 
4- jj 

or  en  confidérant  ces  équations  il  eft  aifé  de  voin  i^.  Que  dans 
Tune  &  l'autre  les  quarrez^^ ,  xx  des  deux  inconnues  fe  trouvent 
avec  le  même  figneplus;  mais  que  dans  la  première  l'un  des 

deux  quarrcz  xj:  a  un  coefficient  ^  •+•  ~^  >  parce  que  le  plan 
yx  des  Inconnus  s  y  trouve,  a^.  Que  la  moitié  du  coefficient  ^ 
du  plan^jc  eft  moindre  que  la  racine  quarrée  du  coefficient  — 

•4-  ^  du  quatre  xx.  3^^  Que  dans  Tune  ôc  l'autre  de  ces  équa- 

tîons,  il  fc  trouve  toujours  trois  quarrés  connus  rr^ss,  t: ,  doii 
il  fuit  que  toute  équation  qui  par  elle-même  aura  ces  conditions 
fera  une  équation  au  cercle  rapporté  à  une  droite  AP  y  en  fup- 
pofant  toujours  comme  nous  failons  ici  'que  l'angle  MGI  ou  fon 
égal  MF  A  eft  droit;  car  autrement  l'équation  deviendroità  i'Ei- 
lipfe  comme  il  fera  dit  dans  la  fuite. 

J*ai  dit  qu'une  équation  de  voit  avoir /?^r  elle-même  ces  conditions 
pour  être  au  cercle ,  parce  qu'il  pourroit  fe  faire  que  pour  abréger 
on  eût  changé  Pexpreffion  de  quelqu'un  des  derniers  termes  dans 
une  équation  Xemblable  à  la  première  de  ces  deux-ci  ;  ce  qui  la  fe« 
wït  paroîtreau  cercle  tandis  qu'elle  ieroit  à  rEUipfe  :  quand  à  la 
^leconde^  toute  équation  qui  lui  reffemblera  fera  toujours  au  cer- 
cle^ à  caufe  que  le  plan  xy  n'y  étant  point,  les  deux  quarrés^* ,  x\ 
n'ont  point  de  coefficient;  ce  qui  ne  peur  arriver  dans  Une équa« 
tion  à  TEUipfe  quelque  changement  qu'on  voulut  y  faire^ 

55.  Soit  une  demi  Ellifpe  IMMK  (  hig.  10.  )  &  une  droite 
AP  donnée  de  pofition  à  laquelle  on  demande  de  rapporter  tous 
les  points  de  l'ElHpfe,  je  fais  la  même  conftruflion  que  pour  le 
demi  cercle  ,  &  appellant  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes 

noms,  &  ^  le  paramètre  du  grand  diamètre  ;  j'ai  AFas=  ^,  FI^ 

=  -.  doncGM=y-.^— r&  G0  =  '-  — j  ou  j— '-2.  fe. 

Ion  que  G  fe  trouve  en  delà  ou  en  deçà  du  centre  O  par  rap- 
port au  point  A. 
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Or  par  la  propriété  de  l'Ellipfe  on  a  /? ,  IK  ;  :  GM ,  GK  x  IG 
ou/>,IK::GM,  KOoulO,— GO  donc  ^GM=KOou 

ÏO*,  •—  GÔ,  &  mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  deIK, 
GM,&c.onami'>.--5';K«+^-«->+5«-t-f 

rY=^tt —xx^^  SX  —  s  s  àc  multipliant  par  p,  puis  divifant 

par  2tf  ôc  enfin  transpofant^  on  aura 


yt —  —  y;c-t-  —XX — 2yr-+-^rx  ^rr=::o 


J«L«JB 

^'Jtsx^IÎÎ 

i.mm 

tmt             ip 

-+-'if 

u 


&  c  eft  réquation  de  rEllifpe  rapportée  à  la  droite  AP. 

Si  Fon  fuppofe  »=  o ,  &  par  conféquent  m  =  e  effaçant  tous 
les  termes  ou  n  fe  trouve  ôc  mettant  m  au  lieu  de  e  l'équation 
fe  changera  en 

V  P 

If 

&  confidérant  ces  deux  équations  on  verra  aiféracnt.  i^  Que 
dans  lune  &  dans  l'autre  les  quarrezj^^ ,  ^v^des  deux  inconnues 
fe  trouvent  avec  les  mêmes  fignes  ;  mais  que  dans  la  première  * 
ouïe  plan^Affe  trouve,  le  fécond  quarré.vjc  à  un  coefficient,  dont 
la  racine  quarrée  eft  plus  grande  que  la  moitié  du  coefficient 

—  du  plan  Ary,  &  que  par  conféquent  cette  propriété  eft  com- 
mune à  réquation  du  cercle  &  de  TEUipfe.  2^.  Que  quand^z 
n'eft  point  dans  Téquation  le  quarré  xx  à  un  coefficient,  ce  qui 
n'arrive  pas  à  Téquadon  du  cercle.  3^.  Que  les  trois  termes  con- 
nus rr^  ^,  '^  ne  font  pas  tous  trois  des  quarrez,  ce  qui  diftin- 

gue  encore  cette  équation  d'avec  celle  du  cercle. 

Si  Ton  fait /?=  2f ,  c'eft-à-dire,  le  paramètre  égal  au  diamètre ," 

alors  on  aura  ^  t=  1  ôc  mettant  cette  valeur  de  p  dans  les  deux 

"     der- 
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dernières  équations ,  elles  feront  précifément  les  mêmes  que 
ceJJes  que  nous  avons  trouvées  pour  le  cercle ,  d'où  il  fuit  que  fi 
dans  une  équation  à  TEllipfe  on  a  /?  =  2r>  &  que  Fangle  MGI 
ou  fon  égal  MFA  foit  droit,  rElliple  fera  un  cercle  ;  mais  fi  on 
a  /?  =  2r  &  que  Tarigle  MGI  ne  foit  pas  droit ,  Téquation  fera  à 
une  Ellipfe ,  ce  qui  arrive  lorfque  les  ordonnées  font  parallèles 
à  l'un  des  deux  diamètres  conjuguez  égaux  qui  fe  trouvent  dans 
FElJipfe^ 

54.  Soit  une  demi-hyperbole  IMX  (  Fig.  i  l.  )  ,  &  une  droite 
AP  donnée  de  pofition  a  laquelle  on  veut  rapporter  les  points  de 
Thyperbole,  je  fais  lamêmie  conftruÊlion  que  pour  rEllipfe,& 
appellant  le  diamettre  RJ  =  2r,  le  demi-diametre  OI  =  r,  & 
donnant  aux  autres  lignes  les  mêmes  noms  que  ci-defTus  ^  j'ai 

AF=^,PF=^,  donc  MG:^MP-.FP— FG==:y— l'-r 
&OG=:HF=AF--AH=^— j. 


.*       .—.s 


Or  par  la  propriété  de  Thyperbole  on  a/> ,  RI  ::  GM ,  OG-— 


01 ,  donc  — GM  ==  OG  —  OI  ;  &  mettant  dans  cette  équation 

les  valeurs  de  RI ,  GM ,  OG,  on  aura  '^y-^  ^^^yx  H-  ^  a:- 

—  ^yr^^  rx-h-  rr  ^~  ^*— ^  sx^ss^tt,  &  multipliant 
par/;,  puis  divifant  par  a? ,  &  enfin  tranfpofant ,  on  aura 

yz^'^yx^  ^x-  —  2yr^  ~rx^rr:==:o. 


a» 


&  ce  fera  l'équation  de  Thypcrbole  rapportée  à  la  droite  AP. 

Si  l'oiî  fait  »=B  o ,  &  par  conféquent  m='e  l'équatiûn  fe  chaor 
géra  en 

&  dans  ces  deux  équations  les  qudXKzyy  >  xx  fe  trouvent  avec 
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le  même  figne  plus  clans  la  première  fi  le  coefficient  ~* —  -^  eft 

une  grandeur  pcfitive,  &  au  contraire  ils  auront  dilFérens  fignes 
n  ce  coefficient  efl  négatif;  dans  la  féconde  les  quarrez  font 
fous  difFércns  fignes.  2®.  La  moitié  ^  coefficient  du  plan  yx 
dans  la  première  efl  plus  grand  que  la  racine  quarrée  du  coeffi- 
cient —  —  —  du  quatre  x* ,  &  c  eft  furtout  en  ceci  que  Féqua- 

tion  de  Thyperbole  diffisre  de  celle  de  TEUipfe  quand  le  plan^jc 
fe  trouve  dans  TiMie  ôc  dans  Fautrè  y  de  même  que  lorfque  le 
fhnyx  ne  s'y  trouve  point  les  qviarrez  j?* ,  **  ont  différens  fignes 
dans  rhyperbole  j  ôc  les  mêmes  fignes  dans  l'EUipfe. 

Si  rhyperbole  eft  équilatere ,  on  dxmps=2t  ;  donc  £  =  1 ,  & 

mettant  cette  valeur  dans  les  deux  Equations  ci^deifus  >  la  pre- 
mière fe  changera  en 

fnm  m 

6c  la  féconde  en 

y^ — ;c*— oyr  H-5x*4-  rr  =3  o 

—  jj 

Si  la  droite  AP  donnée  de  pofition  eft  du  côté  du  petit  axeRS 
{Fig.  12^),  je  conftruis  de  même  que  ci-deflus  ,  &  du  centre  O 
je  mené  OH  perpendiculaire  fur  AE  ;  j'appelle  AH  =  j ,  &  OH 

=r  ^  6c  fai  comme  auparavant  AF  =  ^  ^  PFaB=  ^  y  doncGQ 
=  GP— FF— FQ=r;,— ^_r^&HF=^— j,ouj  — ^L 
félon  que  le  point  F  eft  en  delà  du  centre  O ,  ou  en  deçà ,  pat 
rapport  à  Ai  donc  GM=HFs=  2 — s»  oas —  — ► 

Or  par  la  propriété  del'h^rbole  le  quané  de  l'ordonnée  GQ 
au  petit  axe  eft  au  quatre  de  la  moitié  du  grand  axe ,  plus  le  quarté' 
de  l'ordonnée  correfpbndante  MG  comme  le  paramètre  du  petit 

axe  eft  au  petit  axe,  donc  GQ==IO-h  MG  :  :  p  ,  ad,  flc  pat 

conféquent  -  GQ«ss  lO  r^  MG,  Mettant  donc  dans  cette  équ»- 
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tion  les  valeurs  de  GQ ,  lO  ,  &c.  on  aura  j  j^»—  ^  >*  •+"  ^ 
^»— .î?w-t-î!f  r« -h- rr =»-+■  —  *« — î:f*-hMi  &  mul- 

f»*^  ino  P  iR/fi  fil 


mp 


tipliant  par  p,  puis  divifànt  par  2d,Cc  tranfpofant>  on  aura 


qui  fera  Téquation  de  Fhypcrbole  rapportée  à  la  droite  AP ,  où  il 
nut  obferver  que  le  quarre  tt  a  le  figne  moins  ^  au  lieu  que  dans 
la  précédente  il  avoit  le  Hgne  plus. 
Sin=o ,  w>=:  e ,  cette  équation  fe  changera  en    ^ 

jr*— ^x^ — 2yr-+-^  JA:-+-rr==o 

•  -h" 
-h" 

&  fi  l'hyperbole  eft  ëquilatere ,  la  première  équation  fe  chan- 
*gera  en 

Iwïl  W 

&  la  féconde  deviendra 

—  ^ 

—  ss 

•         • 

5?.  Soit  une  hyperbole  SGV  (Kf.  i  j.)  entre  fes  afymptotes 
RT,  RQ ,  &  une  droite  AP  donnée  de  pofition ,  à  laquelle  il 
faut  rapporter  tous  les  points  de  l'hyperbole.  Je  conftruis  de  mê- 
me que  ci-delTus ,  &  de  plus  je  j*cns  for  l'afymptote  RT  la  par- 
tie RT  égale  à  AE  ;  enfin  concevant  que  tous  les  points  de  1  hy- 
perbole foient  rapportés  à  là  droite  AP  par  des  lignes  parallèles  à 
l'autre  afvmptote  RQ,  j'appelle  AC=«*,  CR=r,  RT=AE 
=r^,  Tys=;>,  &c.  donnant  aux  autres  grandeurs  les  mêmes 
noms  que  nous  leur  avons  donnés  dans  les  conflru£lions  précé- 
dentes. ~  Kij 
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J'ai  donc  AF  =  ^  ,  PF:=^,  &parconféquentGH=GP 

— PF--FH=y— "-i— r,  &RH=  AF— AC=S— *• 

Or  par  la  propriété  de  Fhyperbole  on  a  RH  x  HG = RT  x  TV  ; 
mettant  donc  dans  cette  équation  les  valeurs  deRH,  HG,  &c. 
on  aura  '^  ^sy—  ^  H- 'i' --  ^H-jr=f/^,&  multipliant  tout 
par  m  y  puis  divifant  par  r ,  &  enfin  tranfpofant  on  aura 

• Il  ms     ■      ns        .    msr 

xy :cjc— •— y-+--  JcH- —  =o 

—  Yx  —  m^ 

&  ce  fera  Téquatîon  de  Thyperbole  entre  les  afyraptotes  rappor- 
tées à  la  droite  AP« 

Si  la  ligne  donnée  de  pofition  eff  parallèle  à  tafymptote  RT. 
{Tig.  14.),  &  quon  demande  d'y  rapporter  tous  les  points  de 
l'hyperbole  par  des  droites  qui  faffent  avec  elle  un  angle  ai^ 
MPC ,  du  côté  de  A ,  &  différant  de  l'angle  des  afymptotes  ;  je 
mené  de  l'extrémité  A  une  droite  AB  parallèle  à  MF  ;  je  mené 
AE  parallèle  à  TaTymptote  RQ  ;  du  point  M  je  mené  MN  paral- 
lèle à  RT ,  &  je  conflruis  le  refle  comme  ci-defTus»  Il  eft  évi- 
dent par  cette  conftruftion  que  les  coupées  AN  fur  AB  feront* 
égales  aux  droites  MF  ,  ordonnées  à  Ar ,  &  que  les  ordonnées 
MN  à  la  droite  AB  feront  égales  aux  coupées  AP  de  la  droite  AP. 

Je  prensRQ=  AE ,  &  je  mené  QV  parallèle  à  RT;  puis  ap- 
pellant  AC=r ,  CR  =  j  >  &  donnant  aux  autres  grandeurs  les 

mêmes  noms  qu  auparavant ,  j'ai  AF = ^^  NF  =*  ^  ,  donc  MG 
=MN,  ouAF,-NF-^FG«x— 2^— '^^fi^R^^^GC^ 
ou  AF,  —RC^^'-.^r. 

m 

Or  par  la  propriété  de  l'hyperbole  on  a  MGxGR=VQ 
X  QR ,  mettant  aonc  dans  cène  équation  les  valeurs  de  MG  y 

GR  ,  &c.  on  aura  ^  —  jat—  "^  H-*?^  —  ?^-*- ir = epific  mul^ 

'  m  mm  m  m  *\ 

tipliant  par  m  y  puis  divifant  par  r ,  ôc  enfin  tranfpofant,,  on  aura 


•      .^mm  ry  -—  mp 
Or  en  conndéiaût  ces  deux  équations  «  on  voit  aiféitnent  l^ 
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Que  le  reûangle  yx  doit  toujours  s  y  trouver  parce  qu'il  n  a  poiu^ 
de  coefficient  que  Ton  puifle  fuppofer  égal  à  zéro.  2®.  Qu  il  ne  s'y 
trouve  que  lun  des  deux  quarrés  yy^  xxj  lequel  s  évanouit  lors- 
que n  eft  égal  à  zéro.  Âinfi  toute  équation  qui  aura  ces  conditions 
fera  à  l'hyperbole  entre  les  afymptotes.  Paflbns  maintenant  aux 
équations  des  autrçs  courbes. 

S  6.  J'ai  expliqué  la  formation  flc  les  propriétés  de  la  cyflbïde  > 
de  la  conchoî'de ,  de  la  roulette  ou  cycloïde ,  ôc  de  la  fpirale  , 
dans  l'Ouvrage  intitulé ,  Mefure  des  Surfaces  &  des  Solides  par  les 
Centres  de  Gravité  y  &c.  c'eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  don- 
ner ici  l'équation  de  ces  courbes» 

Par  la  nature  de  la  ciffoïde  ABC  (  Tig.  14.),  dont  Taxe  eft  la: 
droite  AH,  &  l'afymptote  la  droite  HI,  on  a  toujours  :  :  HF,  FP^ 
FA,  EF;  appcUant  donc  2r  le  diamètre  AH,  x  l'abfcifle  AF , 
la  droite  F  H  fera  ar — x  &  la  droite  FP  moyenne  proportion- 
nelle entre  x  &  ar  —  x  ,  fera  V2rx  -^  xx  ^  donc  :  :  2r  —  x^ 

V2rx — ^^^^y^^^^lZl'--  9  &  par  conféquentji'ordonnée  EF==y 

==*  ,V''     """^doncy^ss:     Y''^     ^     &  divifant  le  numérateur 

&  le  dénominateur  par  2r — ;ip ,  on  auraj;*  =     ^    qui  fera  l'é- 
quation de  la  cifToïde» 

37.  Dans  la  conchoïde  AIQ  {Fig.  i  y.)  l'afymptote  CR  eft  per- 
pendiculaire à  l'axe  AP ,  la  partie  ACde  l'axe  peut  être  ou  égala 
ou  plus  grande ,  ou  moindre  que  la  partie  CP  ;  nous  la  fuppofe* 
rons  égale ,  &  il  fera  aifé  de  voir  ce  qui  arriveroit  fi  cela  n'étoit 
pas.  Le  ooint  P  eft  le  pôle  delà  courbe ,  &  (î  de  ce  point  on  me- 
né des  droites  PI,  PQ ,  &c.  à  la  courbe ,  la  partie  SI  compri- 
fe  entre  la  conchoïde  &  l'afymptote  eft  toujours  égale  à  la  droite 
AC.  Celapofé. 

Du  point  C  pris  pour  centre ,  &  du  rayon  CA  je  décris  le  quart 
de  cercle  AEB  ;  je  divife  le  rayon  AC  en  parties  égales  ,  Ôc  par 
les  points  de  divifîon  menant  les  ordonnées  HI,  TQ ,  &c.  je 
tire  du  centre  C  les  rayons  CE ,  CV ,  &c.  aux  points  où  les  or- 
données coupent  la  circonférence  ,  &  du  pôle  P  les  droites  PI ,. 
PQ ,  &c.  aux  points  où  ces  mêmes  ordonnées  coupent  la  cour- 
be«.  La  droke SI  étant  égale  au  rayan  AC  par  la  propriété  delà 
conchoïde  ,  eft  par  conféquent  égale  au  rayon  CE ,  donc  SI  ^ 
Ç£  font  j^aralleles ,  à  caufe  qu  elles  font  égales  entre  les  paralle- 

Kiij 
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les  HI ,  TR ,  &  Tanglc  IPA  eft  égal  à  Tanglc  EGA.  Prenant  donc 
pour  ûnus  total  la  droite  CP  ou  le  rayon  CA  qui  lui  eft  égal^  la  droito 
es  fera  égale  à  la  tangente  AO  de  Pangle  AGE  ;  or  El  eft  égale  à 
es  y  donc  la  partie  El  de  l'ordonnée  HI  çomprife  entre  la  circonfé- 
rence du  quart  de  cercle  ôc  la  conchoïde  eft  égale  à  la  tangente  de 
l'angle  correfpondantAGEou  de  l'arc  AE|  6c  comme  la  même 
choTe  arrivera  partout  9  il  s'enfuit  que  les  parties  des  ordonnées 
comprifes  entre  la  circonférence  du  quart  de  cercle  &  la  conchoï^ 
de  font  égales  aux  tangentes  des  arcs  corrcfpondans  aux  Hnus  ver« 
lès  arithmedquement  proportionnels  AH ,  AT ,  &c.  ainfi  les  or- 
données entières  font  égales  aux  tangentes  plus  les  finùs  droits 
HE, TV ,  corre(pondans  aux  finus  vcrfes  arithmctiquement pro- 
portionnels AH ,  AT,  &c. 

Appellant  donc  r  le  rayon  AG ,  s  chaque  finus  droit,  &  ;if  cha- 
que finus  de  complément,  CH ,  TC  j  &c.  chaque  tangente  AO 

fera  -,  car  à  caufe  des  triangles  femblables  GHE ,  GAO,  on 
a  ^,  j  :  :  r,  -  ;  donc  chaque  ordonnée  fera  -  -t- j,  8c  par  confé- 
quent  ^ = îî^  -+-  j  fera  Téquation  de  la  conchoïde. 

Maintenant  fi  fur  les  droites  PI ,  PQ  j^  &c.  menées  du  pôle 
à  la  courbe ,  on  prend  les  droites  SX ,  MZ ,  &c.  égales  cha- 
cune au  rayon  AG ,  &  que  par  les  points  P ,  X  ,  Z  ,  &c.  on 
mené  la  courbe  PY ,  on  aura  une  autre  conchoïde  appellée  in- 
férieure dont  nous  trouverons  ainfî  l'équation. 

.  Du  point  I  foit  abaiffée  fur  l'afymptote  GR  la  pcrpendiculafte 
IM ,  &  du  point  X  la  perpendiculaire  XK ,  les  triangles  ISM  > 
XKS  feront  égaux  6c  équiangles  entr'eux,  ôc  au  triangle  HEG; 
donc  SM=  KS  =  HE,  6c  par  conféqucnt  KM  =  2HE=s=  2S. 

Or  l'ordonnée  NX  x=GM  ou  HI  — KM,  donc  NX  =  ^'-Hx 

—  2X  =^  — j,  flc  par  conféquent^=3^ — j  fera  l'équation  de 
la  conchoïde  inférieure. 

Si  GP  eft  plus  grand  ou  moindre  que  le  rayon  AG,  alors  les 
ordonnées  de  la  conchoïde  fijpéricure  feront  égales  aux  tangen- 
tes des  arcs  d'un  quart  de  cercle ,  dont  le  rayon  fera  PG  plus  aur 
finus  droits  d'un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  fera  AG,  ce 
qui  eft  vifible. 
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Pour  avoir  une  autre  équation  de  ces  deux  conchoïdes ,  nous 

appellerons  AC  «=  SI  ==  r ,  IM  =  HC = jf ,  CP  =  * ,  parce  qu'il 

F  eut-être  plus  grand  ou  moindre  que  r,  HI  =  CM==y,  donc 
H=s:A-4-a:;  or  les  triangles  femblables  PCS,  PHI  donnent 

HC  ,  IS  ::  CP ,  S?,  donc  *,  r  ;  :  * ,  ^  ,  &  par  conféquent  SP 

ss=-,ficIP=:r-+--'^=*» "''*' .  ;  mais  dans  le  triangle  reflangle 

.IHP,  nous  avon$ÏH-4-HPs=Fî,  donc^»-+-^»-*-a*:cH-;c» 

«= '.^ili^^iii^  ou;^»*» -4- ^»*» -h  a*xî -t- *4  =s:  r**» -+- 2r»^x 

-*-  bbrr't  &  ordonnant  cette  équation  par  rapport  à  l'inconnue  x, 
on  aura  jf*  -H  a*  *3  -^  ^»  «»  -h^»*»  =  r**»  -H  2r*bx  H-  bbrr  qui  fera 
réquation  à  la  conchoïde  fupérieure. 

Par  rapporta  l'inférieure  appellant  CP=s=^,  SX  =  SI=AC 
=r,XK=IM=HC=*&NX=:==^,nousauronsPN=PC 
— CN=s=* —  Xi  or  les  triangles  femblables  PNX ,  PCS  donnent 

CN,SX::NPXP,donc*,r::*— *,ilZr^&  par  confé- 
quent XP  MB  ■■'^'^y  mais  dans  le  triangle  reûangle  PNX,  nous 

avons  PX«=PN  x  NX,  donc  t^2:z±fl±il2l==**— a**-f-;t* 

H->* ,  ou  bhr —  2brrx  -H  r*jc»  =  b^x^  —  abx^  -H  x^  -+- y*;c» ,  la- 
quelle étant  ordonnée  par  rapport  à  x,  fera  Téquation  à  la  con- 
choïde inférieures:^  —  ^bxi  H-  b^x^  '^y^x^  =  r*^* — irrbx^bbrr^ 
On  peut  avoir  des  conchoïdes  d'efoéce  différente  en  faifant 
CP ,  PS  :  :  Sr,  C  A  ou  CP«,  PS« ,  :  :  Sh  ,  C A"  ;  les  expofant  m  , 
n ,  marquent  tel  nombre  entier  ou  rompu  qu'on  voudra;  &  alors 
appellant  CP  =  ^ ,  PS  =  jc ,  SI  =^j^  Ôc  C  A  =  a  ^  Téquation  fera 

58.  Dans  la  roulette  ou  cyciotde  ordinaire  (  Fijf.  i^O  >  ^^  partie 
HS  de  lordonnée  LS  comprifc  entre  la  circonférence  du  cer- 
cle générateur  Ôc  la  courbe  ,  eft  égale  à  Tare  corfefpondant 
AH  du  cercle  générateur;  appellant  donc  Tare  AH  =  Af ^&  la. 
partie  HS  ==;y ,  Téquation  eft^  =  x. 

Dans  les  roulettes  racourcies  ou  allongées  ♦  HS  eft  à  AH  ^ 
comme  la  bafe  BC  à  la  demi  -  circonférence  AHB;  ainfi  appel- 
lant BC  =  ^  ^  la  demi  -  circonférence  AHB  =  a^  lart  AH  =  x  flc 
HSssy^  onaura,^,  jc :: ^ ,  a ,  donc  l'équation  eft j'i»  =  *^  ouj^ 
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39.  Dans  la  fpirale  d'Archimede  (  Fig.  17*  )  ^  Tondivifc  la 
circonférence  du  cercle  générateur  BCDEFG ,  en  plufieurs  par- 
ties égales ,  &  que  des  points  de  divilîon  on  mené  des  lignes 
au  cercle,  on  trouvera  toujours  qije  les  parties  comprifes  entre  la 
ipirale  &  le  centre  font  au  rayon  AB  comme  les  arcs  correfpon- 
dans  BE,  BF,  &c.  font  à  la  circonférence  entière;  c*cft-à-dire  > 
AP,  AC  :  BC,  BCEG,  appellant  donc  AP  =y,  AC=r,  BC =« 
&  BCEG  =  <ï ,  on  aura^ ,  r  :  :  jc ,  ^  donc  Téquation  eft  ay  =  rx. 

Si  Ton  fait  y'^yV"'::  x^  ^  «"  ,  on  aura  y'^a''^  r^x^  qui  fera  l'é- 
quation générale  pour  toute  forte  de  fpirales. 

On  peut  voir  ici  de  même  qu'à  Pégard  de  la  conchoïde  qu'il 
y  a  des  courbes,  dont  les  ordonnées^  partent  d  un  même  point, 
&  par  conféquent  ne  font  pas  parallèles  entr  elles. 

Si  la  fpirale  eft  de  telle  nature  que  les  quarrés  des  ordonnées j^ 
foient  égaux  aux  arcs  correfpondans  multipliés  par  la  circonfé- 
rence entière ,  Téquation  eft^*  =  ax,  &  la  fpirale  s'appelle  j^^/r^/f 
parabolique  ;  quelquefois  au  lieu  de  prendre  pour  ordonnées  de 
cette  fpirale ,  les  parties  des  rayons  comprifes  entre  le  centre 
&  la  courbe ,  on  prend  les  parties  comprifes  entre  la  courbe ,  fie 
la  circonférence  du  cercle  générateur. 

40.  Si  après  avoir  divifé  en  parties  égales  la  circonférence 
BFGH  (  Ttg.  18  )  d*un  cercle  &  mené  des  rayons  au  centre  > 
on  prend  fur  ces  rayons  des  parties  AB  y  AC,  AD ,  &c.  en  pro- 
portion géométrique  defcendante ,  la  courbe  qui  paflera  par  les 
extrémitez  de  ces  parties  s'appelle  fhirdle  logarithmique ,  parce 
que  les  arcs  correfpondans  BE  ,  BF ,  BG  y  &c.  forment  une 
progreffion  arithmétique  dont  les  termes  peuvent  par  oonféquent 
être  pris  pour  les  logarithmes  de  ceux  de  la  progreflion  géomé- 
trique. 

Comme  en  prenant  fur  le  rayon  AB  des  parties  en  progreflîoii 
géométrique  defcendante,  ce  rayon  ne  peut-être  épuifé  qu'à  Tin- 
fini  ,  il  s'«nfuit  que  cette  courbe  doit  faire  une  infinité  de  révo- 
lutions au  tour  du  centre  A  avant  d'y  parvenir. 

L'équation  de  la  fpirale  logarithmique  ,  &  celle  de  la  loga- 
rithmique ordinaire  aont  nous  allons  parler,  dépendent  du  cal- 
cul différentiel  romnje  on  verra  dans  la  fuite. 

41^  Une  droite  PiS{Fig.  ip.)  étant  coupée  en  partie  égales 
infiniment  proches ,  fi  Ton  conçoit  que  fur  les  points  de  divi»» 
Con  il  s'élève  des  droites  AB ,  CD ,  EF ,  &c.  en  progreffion 
géométrique  dont  la  droite  AC  foit  l'unité,  6c  quenfuite  la  ligne 

AC 
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ÀC  étant  prolongée  vers  P  on  conçoive  d'autres  lignes  LM  > 
NO ,  PQ ,  &c.  qui  forment  la  fuite  dcfcendante  de  la  progref^ 
don,  la  courbe  QOMBDH  quipaffe  par  Textrémité  de  ces  lignes, 
Te  nonune  Logarithmique ,  les  droites  CD ,  EF ,  GH ,  ôcc.  font 
les  puiflances  pofitives  de  la  droite  CD  ,  &  les  droites  LM , 
NO,  PQ,  ôcc.  qui  font  au-deflbus  de  l'unité  AB  font  le*  puif- 
fances  négatives  de  la  même  droite  CD,  les  abfciffes  AC,  AE, 
AG  ,  &c.  étant  en  progreflîon  arithmétique  font  les  logari- 
thmes des  puiflances  pofitives  ;  le  logarithme  de  l'unité  AB  eft 
zéro ,  &  les  abfcifles  AL ,  AN ,  AP ,  &c.  qui  prennent  une  rou- 
te oppofée  aux  premières  font  les  logarithmes  des  puiflances 
négatives. 

Où  il  faut  obferver  que  de  même  que  dans  les  nombres  les 
logarithmes  des  grandeurs  moindres  que  l'unité  font  négatifs , 
de  même  les  logarithmes  des  lignes  moindres  que  celle  xju  on 
prend  pour  Vunité  prennent  une  route  oppofée  à  celle  des  loga- 
rithmes des  grandeurs  qui  font  au-defliis  de  l'unité ,  &  c'eft  de 
cette  façon  qu'on  diftingue  les  grandeurs  pofitives  lorfqu'on  ap- 
plique TAÎgébre  à  la  Géométrie  ,  ce  que  nous  expUquerons 
mieux  dans  le  Chapitre  fuivant,  J-. 

Toute  progreflîon  géométrique  dcfcendante  pouvant  être  con- 
tinuée à  l'infini  ^  il  eft  vifibie  que  les  droites  AB  ,  LM,  NO , 
PQ,  &c.  peuvent  être  en  ^mbr^  infini,  &  que  par  conféquerit 
la  courbe  ne  parviendra  jamais  à  toucher  la  droite  AP  ;  ainfî 
AP  eft  Tafymptote  de  cette  courbe. 

42.  Si  l'on  divife  la  circonférence  d'un  quart  de  cercle  ABC 
{Fig.  20.)  en  plufieurs  parties  égales ,  &  qu'gyant  mené  des  points 
de  divifion  des  rayons  au  centre  ,  on  divife  le  rayon  AB 
en  un  même  nombre  de  parties  égales  aux  points  H ,  I,  K  ,  & 
que  par  ces  points  on  mené  des  parallèles  au  rayon  BC  jufqu'àla 
rencontre  des  rayons  BE ,  BF ,  BG ,  &c.  la  courbe  ALMNO , 
qui  paflfe  par  les  points  de  rencontre  L ,  M  ,  N ,  &c.  s'appelle  la 
quaaratrice  de  Dinoftrate. 

Par  la  conftru£lion  de  cette  courbe  l'arc  AE  eft  à  la  circonfé- 
rence AEC ,  comme  Tabfcifle  correfpondante  AH  eft  au  rayon 
AB.  Appellant  donc  l'arc  AE  =  x ,  la  circonférence  AEC  =  ^ , 
l'abfcifle  AH=j^ ,  &  le  rayon  AB  =  r ,  on  aura  x,  a::y  y  r, 
donc  l'équation  eft  rx=iay. 

Cette  courbe  eft  appellée  quadratrice ,  parce  qu^n  auroit  la 
,  Quadrature  du  cercle  11  on  pouvoir  trouver  le  point  O  où  elle  cou- 
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pe  ie  rayon  BG,  ce  que  Ton  démontre  de  cette  faqon. 

Soit  le  point  O  {Fig.  21.),  le  point  on  la  quadratricc  coupe  le 
rayon  BC ,  je  dis  que  la  circonférence  AFC  cft  ttoifiéme  pro- 
portionnelle aux  deux  droites  BO ,'  BC  ^  &  que  par  conféquent 
on  peut  trouver  une  ligne  droite  égale  à  la  circonférence  AFC# 
Si  on 'veut  que  BO  ne  foit  pas  troifiéme  proportionnelle  à  la  cir- 
conférence AFC,  &  au  rayon  BC>  la  troifiéme  prooortion- 
nelle  à  ces  deux  lignes  fera  donc  ou  plus  grande  que  ÉO  y  ou 
moindre  ;  fuppofons  la  d'abord  plus  grande  &  égale  à  BS.  Du 
point  B  je  décris  le  quart  de  circonférence  SP ,  6c  du  point  G 
où  cette  circonférence  coupe  la  quadratrice ,  j  abaiffe  la  perpen- 
diculaire GR  fur  le  rayon  ÈC.  Par  la  conftruûion  j'ai  dçnc  :  : 
AFC,BC,  BS, mais BC,BS::  AFC,  PGS, donc  AFC,  BC 
:  :  AFC  ,  PGS ,  &  par  conféquent  BC==PGS.  Or  par  la  pro- 
priété de  la  courbe  on  a  AFC ,  FC  :  :  AB  ou  BC ,  QB  ou  GR, 
&  par  la  finiilitude  dés  quarts  de  ceî^cle  on  â  AFC,  FC  :  :  PGS, 
GS,  donc  PGS,  GS  :  :  BC  ,  GR,  &  mettant  au  lieu  de  BC  fa  ^ 
valeur  PGS ,  on  aura  PGS,  GS  :  :  PGS ,  GR ,  donc  GS  =  GR> 
c'eft-à-dire  l'arc  GS  eft  égal  à  fon  finus ,  ce  qui  eft  impoffible^ 
Donc  il  eft  impolfible  que  BS^lus  grand  que  BO ,  foit  troifiéme 
proportionnelle  à  la  circonférence  AFC  6c  au  rayon  BC. 

Suppoforu  maintenant  que  cette  troifiéme  proportionnelle  foit 
moindre  que  BO  6c  égale  à  BQ4fïÇ*  22.)  donc  :  :  AFC,  BC  , 
BQ  ;  mais  BC  ,  BQ  :  :  AFC,  PTQ  ;  donc  AFC  ,BC  :  :  AFC, 
PTQ,  donc  BC  =  PTQ.  Or  par  la  nature  de  la  courbe  on  a 
AFC,  FC  :  :  AB  ou  BC ,  RB  ou  GQ,  ôc  pat  la  fimilitude  des 

5uarts  de  cercle  on  a  AFC  ,  FC  :  :  PTQ  ,  TQ  ,  donc  PTQ, 
Q  :  :  BC ,  GQ ,  6c  mettant  au  lieu  de  BC  fa  valeur  PTQ,  on 
aura  PTQ ,  TQ  :  :  PTQ ,  GQ ,  d  où  Ion  tire  TQ  =  GQ ,  c eft- 
à- dire,  l'arc  TQ  égal  à  fa  tangente  GQ ,  ce  qui  eft  impoflîble. 
Donc  il  eft  impolfible  aufli  que  BQ  moindre  que  BOfoit  troifié- 
me proportionnelle  à  la  circonférence  AFC  6c  au  rayon  AC; 
donc  il  faut  néceflairement  que  BO  foit  cette  troifiéme  propor- 
tionnelle. 

43.  Outre  les  courbes  dont  nous  venons  de  parler,  les  Geo- 
vierres  en  ont  inventé  6c  en  inventent  tous  les  jours  une  infinité 
d'autres ,  dont  on  trouve  les  équations  de  la  même  façon  que  ci- 
defius. 

Nous  avons  déjà  dit  qu'il  y  a  deux  fortes  de  courbes  ,  les  une$ 
^ççéiléQs  géométriques  ou  ai^ehiques  ^  dont  on  peut  exprimer  la 
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nature  par  des  équations  qui  ne  fuppofent  aucune  quadrature, 
telles  que  font  les  feâions  coniques  ,  la  cîffoïde^  &c.  6c  d*RUr 
trcs^pptlléoS'Tnéchamques  ou  tranfcendcnres  pztCQ  que  leurs  équa- 
tions fuppofent  (Quelques  qua  dratures  ^  comme  la  cydoïde ,  la  qua^ 
dratricty  &c.vOr  par  rapport  aux  courbes  géométriques  on  peut 
trouver  une  équation  générale  qui  les  repréfente  toutes  ;  car  les 
produits  quicompofentles  équations  de  ces  courbes  j  font  ou  des 
produits  de  quelques  puiflances  des  y  ou  des  x  multipliées  par 
dès  coefficients  connus ,  on  des  produits  de  quelques  puifFançes 
dey  multipliées  par  despuiiTancerdesx^  ou  enfin  des  produits 
tous  connus  y  &  par  conséquent  oh  peut  exprimer  ces  équatiof^s 
par  l'équation  générale  ,        . 

ay^^bx"^ -H cy^x^  -H ^=0 

Et  pour  en  être  convaincu  foit  Téquation  particulière^* — px 
sss  o  ,  qui  eft  Téquation  à  la  parabole  quatrée  ;  comparant  donc  les 
termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  Téquation  générale,  on 
zutdLy^=:ay^^  donc  a=^  i ,  &  ?«=2,  on  auraauffi — fx=bx^^ 
donc  — f'=zhj  &  i=»;  mettant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux 
premiers  termes  de  Féquation  générale ,  &  eflacant  les  autres 
elle  fe  changera  eiyy^ — fx=.o ,  qui  eft  la  même  que  Téquation 
particulière» 

De  même  foit  Téquation  particulière  r->y  -+-  ^^  —  ^dd:=^  o  ,  ' 
quîeliréquation  àTEllipfe  j  comparant  cette  équation  avec  l'é- 
quation générale ,  les  deux  premiers  termes  donneront  ^yy  *=*; 

ay^  ,  donc  ~  =  ^ ,  &  2  =  w. 

Les  deux  féconds  termes  donneront  xx^=:bx^,  donc  i  s=^  6c 
a=n;  enfin  les  deux  derniers  termes  donneront — ^dd=^dfy 
mettant  donc  ces  valeurs  dans  Téquation  générale  dont  onefàr 

cent  le  troifiéme  terme ,  elle  fe  <5hangera  en  -  J'J'  '+*^— *i  ^=0 

qiû  eft  la  même  que  Téquation  pardculiere  j  6c  ainfî  des  autres. 
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CHAPITRE    IV^ 

Delà  manière  (T  exprimer  en  lignes  les  produits  Algébriques^ 
Ù*  les  quantités  négatives  (b*  pofuives. 

44.1  A  Ans  les  problêmes  qui  conoernent  les  furfaces ,  les  pro- 
JL^  duits  algébriques  de  deux  dimenfions  marquent  un  rec- 
tangle y  ainft  ab  Hgnifie  le  reâangle  de  la  ligne  a  par  la  ligne  b  , 
&  de  même  des  autres,. 

S'il  fe  trouve  un  produit  de  plus  de  deux  dimenfions  ,  il  eft  or- 
dinairement divifé  par  d'autres  dimenfions  qui  le  reduifcnt  à  deux 
&  fi  par  hafard  il  n  y  avoir  point  de  divifeurs ,  il  faudroit  fuppofer 
l'unité  ou  un  produit  de  l'unité  multipliée  par  elle  même  autant 
de  fois  qu'il  le  faut  pour  réduire  le  numérateur  à  deux  dimenfions  ; 

par  exemple  dans  ~  le  produit  abc  qui  a  trois  dimenfions  eft  ré- 
duit à  deux  par  le  divifeur  ^;  de  même  dans^  le  produit  abcd 

qui  a  quatre  dimenfions  eft  réduit  à  deux  par  le  divifeur  i  x  i  qui 
en  a  deux. 

Pour  exprimer  en  lignes  ces  fortes  de  produits ,  voici  comme 

onfaixifoit  le  produit —dont  chaque  lettre  marque  une  ligne 

connue ,  je  prens  une  quatriétne  proportionnelle  au  dénomina- 
teur dy  &  aux  deux  premières  grandeurs  a,  b  y  du  numérateur^ 

&  j'ai  ^i  ^  ^  :  :  *  >  ^  5  je  îûs  ^  =  w ,  &  mettant  dans  le  produit 

~  k  grandeur  m  au  lieu  de  fon  égale  ^  j*ai  mr  =  ^  .. 

De  même  foit  le  produit  ^  ^  je  prens  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  grandeurs  h^a^b ,  ce  qui  me  dorme  A  ^  a 
'••b  y^  i  je  fais  >»œ=^  ^  &  mettant  dans  le  produit  la  grandeur 

m  au  lieu  de  Ion  égale  ^  ,  )  ai  —  =  -^  J  je  prens  une  quatrié* 
me  proportionnelle  aux  trois  grandeurs  /^  m  y  c ,  ce  qui  me  don- 
ne lyfn  :  :  c^-j^,  je  fais  »=  7^ ,  &  mettant  dans  le  produir*^' 

la  grandeur»  au  Ueu  de  fon  égale  ^  ^  j'ai  nd^"!^  =  ^ ,  ainfi 
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le  reSangle  de  la  lignes  par  la  ligne  d  eft  égal  au  produit   . .  . 

Soif  cûcorir le  produit  ^-^j  je  prens  pour  lunité  une  ligne 

arbitraire  que  j'appelle  p ,  &  par  conféquent  le  produit  èft  ~  y 
je* prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes/?,  ^  ,  i , 
ce  qui  donne  /^  ^  ^  i  :  ^  ^  -^  ;  je  fais  w  =  ^  &  fubftituant  cette 

valeur  dans  le  produit  —  ^  j  ai  ~  =  — ,  je  prens  une  quatrie- 
ine  proportionnelle  aux  trois  lignes  p  ^  ^yc  ^  ce  qui  donne  p  , 
m  :  :  Cy^\\t  fais  »  =  ^^  ^  &  fubftituant  cette  valeur  dans  —  ^ 

rai  nd=^^  ==  - —  =  ^-^  ,  &  ainfi  des  autres. 

f  fp  ,1X1  >  ^ 

II  eft  libre  de  prendre  pour  l'unité  telle  ligne  que  l'on  voudra  ^ 
mais  quand  une  fois  on  l'a  choifie  ,  on  ne  doit  pas  la  changer 
dans  un  même  problême. 

4  f .  Dans  les  probIeiri.es  qui  regardent  les  folides ,  les  produits, 
de  trois  dimennons  fignifient  des  parallélépipèdes  ;  ainfi  abc 
marque  le  parallélépipède  fait  fur  les  trois  lignes,  aybyc\  a^  y 
ou  aaa  marque  le  cube  de  la  ligne  ^ ,.  &  ainfi  des  autres. 

S'ilfe  trouve  des  produits  de  plus  de  trois  dimenfions,  ils 
font  ordinairement  divifés  par  les  grandeurs  qui  les  reduifent  à 
trois  >  &  s'ils  n'ont  point  de  divifeurs,  il  faut  fous  entendre  l'u- 
nité multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu'il  le  faut  pour 
faire  qu'il  n'y  ait  que  trois  dimenfions. 

Par  exemple ,  dans  i-^  le  produit  abcd   eft   réduit  à    trois 

dimentions  par  le  divifeur  /  ,  ôc-pour  exprimer  ce  pro- 
duit j  je  prens  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  li- 
gnes / ,  ayb,  ce  qui  donne/,  ii  r  :  ^>  7^  ^.  je  fais  m  =  ^,  ^  &. 

fubftituant  cette  valeur  dans  le  produit ,  j'ai  fncd=r~^  ,  donc 
le  folide  fait  fous  les  trois  lignes  m,  r,  ^,.eft  égal  au  produit 

abci 

Demême  pour  exprimer  le  produit^4-^,comme' le  divifeur/ 

ne  diminue  le  numérateur  que  d'une  dimenfion ,  ôc  qu'il  en  re^ 
ôe  encore  quatre  au  lieu  de  trois ,  je  fuppofe/multiplié  par  i ,. 
ce  qui  ne  gâte  rie»;  parce  que  Tunité.  n'augmente  point  le  divi^ 

L  iij 
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feuf/,  &'faifant/^=  i ,  le  produit eft ^' ;  jç  prens  une  qua- 
trième proponionnelle  aux  trois  lignes /? ,  a  y  t  f  ce'  qui  donne 
pj  a  '-'  ^  9  -z  y  je  fais /w=-^  &  fubftituant  cette  valeur  dans 

le  produit  j  ai^^  ^  ■  ^~4  ^  je  prens  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  trois  lignes/^  ^9<^j  ce  qui  donne/,  m::c^y,  je  fais 
n  =  Y  y  èc  mettant  cette  valeur  dans  —7-  j  ai  nae  =  ^==  -rr- 

=  —^  ,  &  ainfî  des  autres. 

45.  Dans  les  problêmes  qui  concernent  les  lignes  >  les  pro- 
duits doivent  toujours  être  divifés  par  des  grandeurs  qui  les  ré- 
duifent  à  une  feule  dimenfîon^ou  par  Funité-fous  entendue  &  mul- 
tipliée par  elle-même  autant  de  fois  qu  il  le  faut.  Pour  exprimer 

^  y  on  prend  une  quatrième  proportionnelle  m  aux  trois  lignes 
Cyàybyôc  la  ligne  m  eft  égale  au  produit  ^, 

Pour  exprimer  ^r— —  ^•+-  —^-^^  >]^  prens  une  quatrième 
proportionnelle  m  aux  trois  lignes  e,  a^  b  y  &c  j'ai  iw=:  -,donc 
~  =  —-y  je  prens  une  quatrième  proportionnelle  n  aux  trois 

!•  /•  o    •'  •  'wc        J  nd         mcd ahcd 

hgncsfymyCy  &jai»  =  y,  donc  -.  =  — =  — ^  je  prens 
une  quatrième  proportionnelle  p  aux  trois  s  y  w,  d  y  Ôc  j'ai  p 
=  ^  =  -^ ,  delà  je  pafFe  au  produit  ^^^ ,  &  prenant  une  ligne 

arbitraire  q  pour  Tunitè,  j*ai^j  je  prens' une  quatrième  pro- 
portionnelle t  aux  trois  qygyi^  &  j'air  =  ^' ,  donc  ^=5^  ,  je 


prens  une  quatrième  proportionnelle  »  aux  trois ^,  tyly  &  j'ai u 
9         99 


==  ^  =  1^ ,  mettant  donc  dans  la  grandeur  propofée  les  lignes 


/^  &  «  au  lieu  de  leur  valeurs,  j'ai/? — h-^u^r^  —-  —  h 
-^  ^'   -^  r ,  j'ajoute  enfemble  les  trois  lignes  pjUyVy  j  en  re- 


IXI 


tranche  la  ligne  A ,  &  le  refte  que  j  appelle  x  eft  une  ligne  égale 
à  la  grandeur  propofèe,  &  ainfî  des  autres. 

47.  On  fait  qu'il  fe  trouve  fouvenc  dans  les  Equations  des 
racines  vrayes  ou  pofitives  qui  ont  le  ftgne  plus  y  &  des  racines 
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fauflcs  ou  négatives  qui  ont  le  figne  moins  ;  or  pour  exprimer 
ces  fortes  de  racines ,  on  s'y  prend  de  cette  façon. 

Suppofons  que  dans  une  équation  le  point  A  (F/g-.  23.)  foîr 
lorigine  des  abfciffes  x  prifes  de  A  vers  B,  &  que  les  droites 
RO,  SQj  menées  .du  côté  de  O  par  rapport  à  la  droite  AB 
foient  les  ordonnées^  ;  fi  on  veut  les — x ,  on  prendra  les  abf- 
ciflcs  non  plus  de  A  vers  B  ;  mais  de  A  vers  le  côté  oppofé  P; 
fi  on  veut  les  -Hjy  correfpondans  aux  —  x  yow  prendra  les  abf- 
cifft^  vers  P ,  &  on  élèvera  les  ordonnées  HL ,  IK  du  même 
coté  de  Q  par  rapport  à  la  droite  PB  ;  mais  fi  on  veut  les — y 
correfpondans  aux — Xy  on  prendra  les  abfcifles  de  A  vers  P, 
&  on  mènera  les  ordonnées  H V ,  IT ,  &c.  du  côté  oppofé  à 
Q  par  rapport  à  la  droite- PB,  enfin  fi  on  veut  les— ^  corref- 
pondans aux  +^ 9  on  prendra  les  abfcifles  de  A  vefs  B,  &  on 
mènera  les  ordonnées  RM ,  SN ,  6cc.  du  côté  oppofé  à  Q  ;  de 
façon  que  les  grandeurs  négatives  fe  prennent  toujours  du  côté 
oppofé  aux  grandeurs  pofitîves,  &  c*eft  ce  qui  diftingue  les  unes 
des  autres, 

Pour  mieux  entendre  ceci ,  faifons  en lapplication  en  cher- 
chant quelle  eft  la  route  que  doit  prendre  une  demi-parabole 
de  quelque  genre  qu  elle  foit  lorfqu  on  veut  la  continuer  au* 
delà  de  l'angle  fait  par  Taxe  &  par  la  tangente  au  fommet. 

lant 
foit 

impair  &  celui  de  x  pair,  comme  à^r\sy^^=ax^  ;  ou  enfin  que  les 
deux  cxpofans  foient  impairs  comme  àznsy^^=^aax  \  carlorfque 
les  deux  expofans  font  pairs  comme  dans^^=^4:vAr,tirant  la  racine 
quarrée  de  parttSc  d'autre  autant  qu'on  pourra  ,  on  réduira  Péqua- 
tion  à  des  dégrés  moins  élevés  j  par  exemple  y^  =  aaxx  fe  réduira 
à^*=tîArquieftia  parabole  quarrée,  de  mêmey  =iî^:v4fe  ré- 
duira d'abord  à  y^  ^=^aaxx  y  &  enfuite  à  y^  =a^^ 

Quand  Pexpofant  de  y  eft  pair  &  celui  de  x  impair  comme 
dans  jf4  =r  ax^ ,  la  racine  de^  peut  être  ou  -+-^  on — y  ;  car  l'une 
&  l'aunre  étant  élevée  à  la  quatrième  puiflance ,  donnent  -+-^4  j 
rtiais  la  racine  de  x  ne  peut  être  que -4- a:  &  non  pas — a?  ,  à 
caufe  que — x  élevé  à  la  troifiéme  puiflance  donne — x^  au  lieu 
de  -+-jc3 ,  donc  dans  ces  paraboles  les  x  font  toujours  pofitifs  , 
&lesjy  peuvent  être  pofitifs  ou  négatifs  ;  fuppofant  donc  que  la 
demi- parabole  ABC  (f/ç.  24.)  foi^  de  cette  efpéce  ,  fi  oi>veut 
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la  continuer  au-delà  de  l'angle  BAD  ^  il  faudra  que  ce  foit  dans 
l'angle  BAP,  parce  que  les  droites  AE,  AG  j  &c.  qui  font  les 
X  étant  toujours  pofitives  doivent  auffi  fe  prendre  toujours  en  ti- 
rant de  l'origine  A  vers  B  ,  &  non  pas  de  A  vers  R  qui  çft  le  côté 
oppofé ,  mais  comme  les  y  peuvent  être  pofitives  ou  négatives , 
on  pourra  les  prendre  ou  du  côté  de  C  où  font  les  pofitives  EF , 
GH ,  ôcCé  ou  du  côté  de  L  où  font  les  négatives  EM  ,  GN ,  &c. 

Dans  cecas^  n  on  vouloit  tranfpofer les  termes  de  l'équation, 
on  auroit — ax^= — y^  qui  reprefenteroit  une  courbe  imaginaire, 
parce  que — y^  eft  une  grandeur  impoffible  qui  n'a  point  de 
racines* 

Quand  l'expofant  de^  &  celui  de  x  font  impairs,  comme  dans 
yl=zaaxy  la  racine  àcy^  ony"^  ne  peut  être  que  -H_y,  de  même 
que  la  raCine  de  x'^  ne  peut  être  que  -4-:^ ,  parce  que — y  ou — x 
élevé  à  un  degré  impair,  donnent —  au  lieu  de  •+-;  fuppofant 
donc  que  la  demi- parabole  ABC  (  Fig.  2. s.)  foit  de  cette  efpé- 
ce ,  on  ne  pourroit  la  continuer  ^  ni  dans  l'angle  Q AB  ,  parce 
qu'alors  les  ordonnées  deviendroient  — jy,  ni  dans  l'angle  QAR, 
parce  que  les^  &  les  ;c  deviendroient  négatifs,  ni  enfin  dans 
l'angle  RAP ,  parce  que  les  x  deviendroient  négatifs  ;  mais  com- 
me en  tranfpofant  les  termes  de  l'équation  ,  on  a  —  aax 
=  — yi  qui  eft  encore  la  même  équation  ,  n'y  ayant  aucune 
grandeur  imaginaire ,  &  qu  alors  les  ^  &  les  a:  deviennent  né- 
gatifs ,  parce  la  racine  de — y^  ou — y"^  eft  — jy ,  &  la  racine  de 
— AT"  eft  —  X  j  prenant  les  abfcifles  de  A  en  R  qui  eft  le  côté 
oppofé  à  AB,  ôc  les  ordonnées  du  côté  dé  M  oppofé  à  C  par 
rapport  à  la  droite  RB,  la  demi -parabole  pourra  fe  continuer 
dans  l'angle  QAR,  &  c'eft  la  route  que  prend  la  première  pa- 
rabole cubique ,  &  toutes  les  autres  comprifes  dans  ce  fécond 
.cas. 

Enfin  quand  lexpofant  de  y  eft  impair  ôc  Texpofant  de  x  pair," 
comme  dans  yy=^axx ,  alors  la  racine  de  y^  ne  peut  être  que 
•+-^ ,  mais  la  racine  de  a:"  peut  être  -+•  a:  ou  —  x^  &  par  con- 
féquent  les  x  peuvent  être  pri#\l*un  côté  ou  d'autre  de  l'origine  , 
mais  Itsy  doivent  être  pris  du  même  côté  par  rapporta  Taxe  RB  , 
fuppofant  donc  que  la  demi  -  parabole  AjBC  {Fig.  26.  )  foit  de 
cette  eipéce ,  il  faut  la  continuer  dans  l'angle  RAr ,  Ôc  non  dans 
l'angle  RAQ,  ni  dans  l'angle  BAQ ,  &  l'on  ne  peut  pas  tranfpo- 
fer les  termes  de  l'équation  en  faifant —  axx=::  — ^3, parce  que 
K — XX  devi endroit  une  grandeur  imaginaire. 

Toutes 
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Toutes  les  paraboles  de  quelque  dégrë  que  ce  foient  ^  pren- 
nent donc  ou  la  route  de  la  Figure  24,  ou  celle  de  la  Figure  aj* , 
ou  celle  de  la  Figure  25 ,  6c  on  ne  fauroit  en  imaginer  d'autres. 


CHAPITRE     V- 

Des  lieux  Géométriques. 

\^.  ÇJ  Oient  deux  lignes  droites  RB ,  PQ  (  Tig.  nrj.  )  faifant  en-i 
^  tr'elles  un  angle  quelconque  ;  foit  A  le  point  d'origine 
des  abfciflcs  x  prifes  de  A  vers  B>  &  les  ordonnées  HI ,  KL  > 
&c.  parallèles  à  PQ ,  &  prifes  du  côté  de  P  par  rapport  à  la 
droite  RB,  la  ligne  AIK  qui  paffe  par  les  extrémités  des  ordon- 
nées s'appelle  le  lieu  géométrique  de  ces  ordonnées  ,  &  fi  le  rap- 
port des  ordonnées  aux  abfcifles  eft  exprimé  par  une  équation^ 
la  ligne  AIK  fera  le  lieu  de  l'équation. 

Or  comme  tout  lieu  doit  contenir  non-feiilement  les  racines 
vrayes ,  mais  encore  les  racines  fauflês  d'une  équation  ;  c'eft-à- 
dire  non-feulement  les-+-^  &  -t-  ;c  i  mais  encore  les  —^y  &  les 
—•  »,  il  eft  évident  que  ce  lieu  peut  être  continué  ou  dans  l'an- 
gle PAR  ou  4an$  l'angle  RAQ ,  ou  dans  l'angle  QAB  félon  la 
nature  de  l'équation. 

Par  exemple  fi  l'équation  t^yy^s^ax  qui  eft  la  parabole  quar- 
rée>  nous  avons  vu  ci-deffus  que  la  ligne  AHC  (  rig.  24.  )  eft  le 
lieu  des  jf  pofitifs  correfpondans  aux  x  pofitifs;  &  comme  dans 
cette  équation  il  n'y  a  que  les^  qui  puiflent  être  pofitifs  ou  négatifs, 
nous  avons  vu  aufli  que  cette  courbe  doit  être  continuée  dans 
l'angle  PAB>  de  façon  que  la  courbe  AML  eft  le  lieu  de  tous 
les — 3^  >  &  la  courbe  entière  CAL  eft  le  lieu  de  toutes  les  raci- 
nes pofitivcs  ou  négatives  de  l'équation,. 

Si  l'équation  e&y^  =  axx  qui  eft  la  féconde  parabole  cubique , 
nous  avons  vu  que  la  courbe  KC{Fig.  2,6.  )  eft  le  lieu  de  tous 
les-h^,  &  comme  dans  cette  équation  il  n'y  a  que  les  x  qui 
puiffent  être  pofitifs,  ou  négatifs,  nous  avons  va  auflî  que  la 
courbe  AM  renfermée  dans  l'angle  RAP  eft  le  lieu  de  tous  les 
y  correfpondans  aux  —  a:  j  de  fone  que  la  courbe  entière  CAM 
éft  le  lieu  de  tous  les  y  correfpondans  aux  -H  at  &  aux — x^ 

Si  l'équation  eftj^  =  ;tf ,  U  eft  vifible  que  la  ligne  AIK  (  Fig^  27.  ) 

M 
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qui  pafic  par  l'extrémité  des  y  cû  une  ligne  droite ,  &  comme  en:^ 
tranlpofant  on  aura  —  x=;  ^«--y ,  il  eft  encore  évident  que  ce  liea 
ne  peut  être  continué  que  dans  Tangle  RAQ  où  les  x  &  les  y 
deviennent  négatifs  y  &  que  par  coiîéquent  la  droite  VX  eft  le 
lieu  de  tous  les  y  pofîtifs  ou  négatifs. 

Si  Ton  noixune  AB = a  (  F/>.  27.  )  >  BV = ^ ,  les  aWcifles  AH> 
AL= ;c,  &  les  ordonnées  HI ,  LK  6Lc.=y ,  &  qu  on  ait  tou- 
jours a,  b\:xyy  y  Téquation  fera^  =  i  &  la  ligne  AV  qui  eft 
le  lieu  de  tous  les  -j-j?  fera  droite  ;  &  comme  entranfpofant  on 
aura  —  ja=— ^  ou  les*  &  les  y  font  négatifs,  il  eft  évideiit 

que  la  ligne  VA  prolongée  dans  l'angle  RAQ  fera  le  lieu  de  tous 
les^  pofîtifs  ou  lyégatifs. 

yo.  On  dit  quun  lieu  eft  du  premier  degré  y  lorfque  dans  l'équa- 
tion qui  l'exprime. les  inconnuesjr^  y^ne  font  qu'au  premier  dé- 
Îjré  &  ne  fe  multiplient  point  entr'eUes  ;  qu'il  eft  du/econd  dégréy 
orfque  les  inconnues  ou  lune  des  deux  eft  au  fécond  degré,  ou 
qu'elles  fe  multiplient  entr'eUes ,  qu'il  eft  dutroifién^  degré,  lorf- 
que  les  inconnues  ou  Tune  des  deux  eft  à  la  troiiiéme  puiflance^ 
ou  que  le  quarré  de  l'une  eft  multiplié  pax  la  première  puiflknce 
de  l'autre  >  ôlc^  ^ 

De  la  conjlruUion  des  Lieux  du  premier  degré. 

y  !•  Nous  avons  déjà  dit  (  A^.  ^6.  )  de  quelle  manière  on  peur 
trouver  une  ligne  droite  égale  à  une  fraâîon  -  ou  à  plufieurs 

--+-^  —  ^y  dont  les  dénominateurs  û'ont  qu'un  terme*  i  - 

Mais  (1  la  fra£tion  ou  les  fraâions  avoient  des  dénominateurs^ 
qui  fufTent  compofés  de  plufieurs  termes,  voici  comme  on  fera> 

foit  la  fradion"^^^"  ?  y  dont  le  dénominateur  eft  compofé  des 

deux  termes  bb ,  afy  je  prens  une  ligne  arbitraire  pour  l'unité  ,^ 
par  exempte  la  ligne  a  qui  eft  une  des  lignes  qui  entrent  dans  la 
fradion  ;  je  fuppofe  que  le  dénominateur  ^^-Hij^foit  divifé  par 
cette  ligne ,  ce  qui  ne  gâte  rien ,  parce  que  l'unité  ne  divife  pas;. 

ainfi  j'ai  — ^î^ou-  4-/,  je  prens  une  quatrième  proportion- 

jaelle  m  aux  trois  lignes  aybyby  ôc  ajojutaxu  à  m  la  ligne  fy  j  ap^^ 
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pelle  la  ibmme = » ,  ainfi  j*aî  n = — ~  &  multipliant,  ftk  a ,  j'ai 
an=lfé'+^  afi  je  mets  an ,  au  lieu  du  dénominateur  bb  -+-  ^dans 
la  fraélibn  propofée ,  &  j-ai  —, — —  ou^ —  ^  qui  eft  une  fra- 
Ûion  dont  le  dénominateur  n*a  qu'un  terme;  après  quoi  il  m  eft 
facile  de  trouver  ime  ligne  droite  égale  à  1^^  comme  ci^ 

de/Tus. 

Pour  trouver  une  ligne  égale  à  la  fradion  /^^^^'T'^^  y  je  prens 

une  ligne  arbitraire,  par  exemple  la  ligne  a,&i  fuppofant  que  le 

dénominateur  de — ak^clçû  diyifé  par  cette  ligne  >  j*ai  ^^^ 

qui  eft  une  fraâion  dont  le  dénominateur  eft  (impie,  je  cherche 
une  ligne  m  égale  à  cette  fra£lion,  &  multipliant  de  part  & 
d'autre  par  a,  j'ai/ïm=^^—^A-4-r/,  je  mets  cette  valeur  dans 

la  fradion  propofée  ,  &  j'ai  ^J^:t^=±i  ^  ainfiUm'eftaiféde 

trouver  une  ligne  égale  à  cette  fraûlon* 

Pour  trouver  une  ligne  égale  à  une  fraâîon  ^ ,  dont  le  numé- 
rateur fie  le  dénominateur  eft  d'un  même  nombre  dedimenfions, 
je  prens  une  ligne  arbitraire  pour  l'unité ,  par  exemple  ^,  ôc  je 
fbppofe  que  le  numérateur  4ïi  eft  multiplié  par  cette  ligne ,  ce  qui 

ne  gite  rien ,  parce  gue  l'unité  ne  multiplie  pas,  ôc  j'ai  ^  après 
quoi  je  trouve  aifément  une  ligne  égale  à  cette  fraâion. 

De  même  pour  trouver  ime  ligne  égale  à  la  fraâion  l^l^jjî^^ 

où  hs  termes  du  numérateur  &  ceux  du  dénominateur  ont  un 
même  nombre  de  dimenfions,  je  prens  pour  l'unité  la  ligne  a, 
te  luppofant  que  les  termes  dû  numérateur  font  multipliés  par 

cette  ligne,  j'ai  ifjZl^i^^^  ^  j'achève  le  refte  comme  ci- 
dcffus* 

Pour  trouver  uiie  fraâion  égale  à  plufîeurs  fraâions  f -H  j 
H-  7,  je  prens  pour  lunité  la  ligne  4,  6c  fuppofant  que  les  nu- 
mérateurs font  muldplîés  par  cette  ligne  ,  j  ai  ?  ■+"  j  -+-  j  ,  je  ^ 

cherche  une  ligne  m  égale  à  la  fonune  de  ces  fradions ,  ce  qui 

Mij 
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donne m»^^^-*-^ 5  je  divife  départ  &  d'autre  par<»,  fie 

Pour  trouver  une  £ra£Uon  égale  aux  frayions  j^  j>  7  ^^^ 
multiplient  rinconnue  x  dans  la  grandeur  j-+-^-+-  y,  je  prens 
comme  ci-deffus  la  ligne  41  pour  lunité,  &  ftippofant  que  les 
numérateurs  foient  multipliés  par  cette  ligne ,  fai  ^^-+- j-+-  7^ 
je  cherche  une  ligne  m  égale  à  la  fomme  de  ces  fraûions ,  & 
divifant  par  a ,  f  ai  ^==7-HjH-li  &  multipliant  par  x ,  f  ai 
~^f^j-¥^^f^&^  ainfi  des  autres  >  cela  pofé. 

S 2.  Soit  Féquation  y  s=  ~ -+- jdonton  demande  le  lieu;  les 
lignes  ^ayb^Cxà^  font  données ,  je  cherche  une  fra£lion  j  éga- 
ie aux  deux  l^^^^^  multiplient  x ,  &  Téquation  fe  change  en 

^=^jcj  pour  conftruire  cette  équation,  je  prens  une  droite 

AB= ^  ( Fig.  2j.  )  j  au  point B,  j'élève  BV  =  m  faifant  langle 
ABVà  difcretion  fi  cet  angle  n  eft  pas  donné,  du  point  A  par 
le  point  V ,  je  mené  la  droite  AV  qui  eft  le  lieu  cherché;  car 
prenant  fur  AB  une  abfciife  quelconque  AH  qui  fera  x  y  &  me- 
nant une  ordonnée  HI  parallèle  à  BV  &  qui  fera  y  ,  les  trian- 
gles femblables  ABV,  AHI  donnent  ^ ,  m  :  :x ,  "^  =  HI  ==:j^  ; 

doncj^  =  ^,  &  par  conféquent^=^-H  ^^, 

Soit  réquationjf  =«-HÎ?-+.y-fc-  j^  je  cherche  une  fraÛîon 

~  égale  aux  fraûions  -^  -t-  -  qui  multiplient  ^,  6c  une  Mgnc  »  éga^» 

le  aux  dcuxfraQ:ions^-+- j  ^  ficVéquatioafe  change  eny=^« 

-+-  n.  Pour  conftruire  cette  équation  ,  f  e  prens  une  ligne  AB 
a=a  (  Fig.22^.  )  ;  fur  le  point  B  j'élève  BCs=m  Êdfant  un  angle 
quelconque  ABC  y  fi  cet  angle  n'eft  pas  donné  ;  du  point  A  par 
le  point  C ,  ;e  mené  la  droite  AC  ;  je  prolonge  BC  en  D  jufqu  à, 
ce  que  CD  foit  égal  k  n^  àxx  point  D  je  mené  DP  parallèle  à 
AC  qui  rencontre  en  P  la  droite  AP  menée  du  point  A  paralle- 
Icutent  à  BC  3^  fie  la  droite  PD  eft  le  lieu  cherché  ^  car  prenant 
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fur  AB  une  abïciffe  quelconque  AE  i{m  fera  a?,  &  menant  for- 
donnée  EG  qui  fera^ ,  les  triangles  femblablcs  ABC ,  AEF  don- 
neront a,  w  :  :  *  :  :  ^,  donc  EF  =  ^  ,  &  ajoutant  à  EF  la  droite 
FG  égale  à  DC=c/i,  àcaufe  des 'parallellcs ,  nous  aurons  EF, 
rt-FG=EG=y='!^-+.» 

Soit  féquation  y = ^ — eje  prens  une  ligne  AB  =  a  (R^.  ap.)  ; 

;éJeveBD=»ï.faifantun  angle  quelconque  ABDfi  cet  angle 
n  eft  pas  donné  ;  je  prens  de  I>  en  E  la  partie  DE  «=  f  ;  je  inene 
AD ,  &  par  le  point  E  la  droite  Ek  parallèle  à  AD,  &  ER 
fera  le  lieu  cherché  ;  car  prenant  un  point  quelconque  H  entre 
R  &  B,  la  droite  ÀH  fera  *  ôc  menant.  HF,  parallèle  à  BE, 
les  triangles  femblablcs'AHF ,  ABD  donnent  «,»»::*  ,"^y  donc 

HF  =  ^y  &  retranchant  de  HF  la  droite  FG^^DE  =r,  on 

aura  HF— FG=:HG=y  =  î!îï— c. 

Soit  l'équation ;^=f—î^;  je- prens  une  droite  AB  ==  « 

(  %  ?o-  )  »  j'élève  BC  =  m  ;  je  mené  AC ,  &  au  point  A ,  j'élc- 
ve  AD  =  c ,  &  parallèle  à  BC  ;  du  point  D  je  mené  DR  parallè- 
le a  AC,  &  la  ligne  DR  eft  le  lieu  cherché;  car  prenant  un  point 
G  entre  A  &  R,  la  droite  AG  fera  x  les  triangles  femblables 

ABC,  AGE  donneront  tf,w:: A?,  —,  doncGE  =  —  ;  mais 
ti-  =  AD  =<:,  retranchant  donc  de  EF  la  parue  EG ,  on  aura 
EF-EG=GF=^  =  f-. 


en  quelque  point  H  de  la  îign'^  AB  qîoréleTe  une  droite  HL 
parallèle  à  AG ,  on  aura  toujours^  HL  =:j^  =  AC = c. 

Soit  l'équation  AT  =  <:,  je  tire  une  droite  indéfinie  AB  fur  la- 
aueUe^e  prens  AC=r  (ft>.  52.  ),fur  A  j'élève  l'indéfinie  AH  fai- 
lam  un  angle  quelconque  HAC,  &  dà  point  C  je  niencf  indéfinie 
^D  paraUele  a  AH,  &  CD  eft  le  lieu  cherché;  car  comme  1« 
point  A  eftforigine  des  abfciiTes  qui  doivent  fe  prendre  fur  AB 
les  droites  CI,  CD,  &c.  font  les  ordonnées,  &  les  droites  IL, 

Miij 
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DH  parallèles  à  la  ligne  des  abfciffes  font  les  abfciffcsi  or  il  efl: 

vifiblequc  chacune  de  ces  droites  cft  égale  à  AC  =  rj  donc 

j3.  Tous  les  lieux  du  premier  degré  peuvent  le  réduire  aux 

ri  mx      V  inx     .  mx  mx 

^=s=r&xs=r,  &  Fon  ne  iauroit  en  imaginer  d'autres  ;  or  par 
les  conftrudions  que  nous  venons  den  faire ,  nous  avons  trouvé 
que  leurs  lieux  font  des  lignes  droites  ^  donc  tous  les  lieux  du  pre^ 
mier  degré  font  à  la  ligne  droite. 

Des  Lieux  du  fécond  degré. 

5:4.  Tous  les  lieux  du  fécond  degré  font  à  quelqu'une  des 
feâions  coniques  du  premier  genre ,  comme  nous  Tobferverons 
mieux  dans  la  fuite  ^  fie  Ton  connoît  à  laquelle  de  ces  feâions 
un  lieu  propofé  appartient  en  comparant  îbn  équation  avec  les 
formules  des  fe£Uons  coniques  que  nous  avons  données  dans  le 
troifiéme  Chapitre  ;  ce  que  les  exemples  fuivans  vont  éclaircir. 
Commençons  par  les  lieux  à  la  parabole. 

Des  Lieux  à  la  parabole. 

y  y.  Soit  réquation^^-+-tfy— ^^-4-^  aa=^  0.  Comme  il  nV 
a  dans  cette  équation  que  le  quarré  de^,  je  jiJge  quelle  eft  a 
la  parabole  ;  car  fi  elle  étoit  au  cercle  ^  oU  à  TEUipfe ,  ou  à  l'hy- 
perbole par  rapport  à  ks  diamètres ,  les  quarrez  de  ^  &  de  * 
s'y  trouveroient  ;  je  prens  donc  la  formule  de  la  parabole  où  le 
quarré  de  j^  fe  trouve  fans  fraûion^^  fie  cette  formule  ainfî  quoa 
a  vu  ci-deflus^  eft 


m 


Je  compare  cette  formule  avec  Téquatîon  propofée ,  fie  com- 
tne  dans  celle-ci  le  plan  xy,  ni  le  quarré  xx  ne  fe  trouvent  point, 

les  termes  —  —  jçy-H  —  x*  de  la  formule  font  donc  égaux  à  zéro , 
&  par  cojiféquent  ^  =  o ,  fie  ^  =  o ,  ef&çant  donc  dans  U 
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fonnule  tous  les  termes  oh  ces  fradions  fe  trouvent,  j'ai 

yi — 2yr — î?  *-+-rr=B=5  0 

Je  compare  cette  formule  avec  la  figure  6,  quieft  la  conflruc* 

tjon  delà  formule  générale  ,  &  puifque  j'ai  ^  =  o  ,  Il  faut  que 

le  dénominateur  in  foit  infiniment  grand  par  rapport  au  numéra- 
teur an  ;  donc  »  =  o ,  donc  la  ligne  BÈ=n  =  o  ,  &  la  ligne 
AB  =  m,  tombe  fur  AE=tf  &  lui  èft  égale  i  ainfî  m  =  c,  &c 
mettant  cette  valeur  dans  la  formule ,  j'ai 

yi.^^2yr — px^rris=o 

Ceci  me  Eût  déjà  connoître  que  le  lieu  de  l'équation  propofée 
cftune  parabole  dont  l'équation  eft  prife  par  rapport  à  une  ligne 
droite  AE  parallèle  au  diamètre. 

Maintenant  chaque  terniiie  de  la  propofée  étant  comparé  avec 
chaque  terme  de  la  formule ,  la  comparaifon  des  deux  premiers 
termes  donne^*=j^* ,  qui  ne  fait  rien  connoître  ;  celle  des  deux 
féconds  termes  donne  — :2rys=ay  ,  donc -+-7  a  =  —rj  celle 
des  deux  troifiémcs  termes  donne  —  ^x  «  — />^ ,  &  par  confé- 
queniif=zp  j  enfin  celle  des  deux  derniers  termes  donne  j;aa 
sssrrHrsp:  &  mettant  les  valeurs  trouvées  de  r  &  de  f ,  on  aura 
^aa=^  aa^  sby  d'où  l'on  tire  j*  =r  o ,  donc  5  =  o ,  ce  qui-  me 
hk  voir  que  dans  la  Figure  tf,  la  droite  DC=j  doit  être  nulle 
pour  le  cas  prefent ,  6c  que  ladfoite-DAssr  doit  pafTer  par  le 
point  C. 

Pour  çonftruîre  la  propofée  à  rimitation  de  cette  figure ,  je  dé* 
cris  une  demi^arabole  ABC  (F/^*  33.) ,  avec  un  paramètre  égal 
à  la  ligne  donnée  b ,  à  caufe  dcp=b.  Sur  le  point  A  j'élève  la 
perpendiculaire  AHssi^a  ,  mais  tournée  de  coté  oppofé  à  celui 
delà  Figure  5,  àcaufede  -4-1-^5»  —  r;  du  point  H  je  mené  HI 
parallèle  au  diamètre ,  &  je  dis  que  la  partie  PSB  de  la  courbe 
eftlc  iieu  de  l'équation  propofée. 

Car  d'un  point  quelcoi^que  N  prisfur  la  ligne  HI  ayant  mené 
MS  parallèle  à  AH,  j'appelle  HN «=  jc ,  NS  =j^ ,  UA=ia; 
donc  MS«:SN-+-MN  =  SN-HHA=j^-Hi^,  mais  pat  la 

propriété  delà  parabole  on  a  SM  s=  AMx ^» HNx *,  mettant 
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donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs ,  on  aura  j^*  '^ay^^^aa  ^ssbx 

ou  y^-+-ay  — fbx  -h  ^  ^^  =:  o  qui  eft  l'équation  propofée. 

S'il  y  avoir  dans  l'équation  —  ay  au  lieu  de  H-  ^^  ,  la  compa** 
raifon  des  deux  féconds  termes  donneroît  |a=±:r^  &  alors  pour 
conftruireréquationon  meneroit  AH=7tf  (f/^.  34.)  de  l'autre 
côté  du  diamètre ,  &  par  l'extrémité  H  menant  l'indéfinie  HI 

Êarallele  au  diamètre  >  la  portion  O  ASB  de  la  parabole  feroit  le 
eu  del'équation. 

Car  menant  d'un  point  quelconque  N  ou  ;î  de  la  droite  HI,  la 
droite  NS  ou  ns  parallèle  à  AH ,  &  appellant  la  droite  HN  ou 
H«=jc,  la  droite  NS  ou  m  =^ ,  on  auroit  la  droite  MS==NS 
— -MN—NS— AH=^^i  j,  &  ms=mn — m=|a— jr: 

Or  par  la  nature  de  la  parabole  on  a  MS  ou  ms  =  AM  xb,  ou  am 
X  b  i  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs  ,  on  aura  pour 
l'un  &  l'autre  cas^*  — ay  -+-~  aas=zbx  ,  ouy  —  ay — bx^\aa 
s=  o ,  qui  eft  l'équation  propofée. 

Lorfque  l'équation  eft  ^*  -+-^y-+-^  ^j  =^a:  ,  les  racines  pofîtî- 
ves  font  y-^^a;  mais  comme  le  quatre^* -H  ^  H- ^^^  peut  être 
leproduit  oudey-h^^par  y-+-T^>  ou  de — y  —  ^a  par — y 
— i^  9  fi  l'on  veut  trouver  les  racines  négatives  de  l'équation  , 
on  n'a  qu'à  continuer  la  parabole  (F/V.  3  3.)  &  fa  portion  PAZT, 
qui  fera  de  l'autre  côté  de  la  droite  HI ,  fera  Iç  lieu  des  racines 
négatives. 

Car  fi  d  un  point  quelconque  N  ou  ;i  de  la  ligne  HI  on  mené 
NZ  ou »x parallèle  à  HA,  ôcqtfon  appelle  HN  ou  H»s=;c, 
NZ  ou  nz  fera — y ,  puilqu  U  eft  du  côté  oppofé  aux  racines  pofi- 
tivesî  donc  MZ;=NZ — NM= — y-^-i^s  &  W2=m« — nz 

=7^+>  Or  parla  propriété  de  la  parabole  on  a  MZ  ou  mz 
s=:  HN  X  ^ ,  ou  tîn  X  b  i  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs  > 
on  aura  pour  Fun  &  Tautre  cas^*  -+-  ^y-+-  j^aass^bx^qm  eft  l'é- 
quation propofée. 

De  même  quand  l'équation  tûyy^'^ay^jaasszbx^  les  raci- 
nes véritables  font  y — ~  a ,  mais  comme  le  quarré^yrr-^-+-  i 
aa  peut  être  le  produit  ou  dey — |  a  p^ty — \a ,  ou  de  — -y  •+-! 
a  par  — y  -+■  x  <f  ;  fi  on  veut  trouver  les  racines  fauffes  de  Féqua- 
tion ,  on  n^a  quli  continuer  la  parabole  (F/>.  54.)>  &  la  portion 
OVT  qui  fera  de  l'autre  côté  de  la  droite  Hl ,  fera  le  lieu  des  ra- 
cines fauffes. 

Car  d'un  point  quelconque  N^  menant  une  droite  NV  >  &  ap- 
pellant 
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peUantHN=:x,  on  aura  NV  =  — ^,  donc  MV=NV-hMN 
=  ^— JK-+-  ï  tf  ;  puis  donc  que  la  propriété  de  la  parabole  donne 

MV  a=s  AM  X  h  y  on  aura^* — ^y  •+-  ^  ad^=^bxy  qui  eft  la  propofée* 
j  6.  Soit  l'équation  jry — 2ay — bx-{^  àdr=iO ,  où  il^n  y  a  que  le 
quarréde^j^^  &  qui  par  conféquent  eft  à  la  parabole  *Je.prens  la 
même  formule  de  l'exemple  précédent^  6c  conime  dans  la  pro-< 
pofée^e  plan  :cy  ^  ni  le  quarre  xx  ne  fe  trouvent  point ,  j'ai  clone 

^=0^—  ==o>  6c  m==stf,ainfîlaformule  rechange  en 

ce  qui  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  6 ,  qui  eft  la  conftruÛion 
delà  formule  générale  la  droite BE=:» doit  être  nulle  dans  le 
cas  jprefent ,  que  la  droite  AB  tombe  fur  la  droite  AE  ^  6c  lui  eft 
égale  ,  6c  par  conféquent  le  lieu  que  je  cherche  eft  une  parabole 
rapportée  a  une  droite  AE  parallèle  au  diamètre* 

Comparant  donc  les  termes  de  la  propofée  avec  ceux  de  là  for- 
mule,  je  trou  ve  1^— r2tfj^=:  — 2yr,donc^=r.2^ — bx=: — pXy 
àoncb^=f.  3^.dd=irr-+-spy  6c  mettant  les  valeurs  de  rr  6c  de/?, 

Ji=  aa-^sby&i  s  =^^=1^  qui  eft  une  valeur  pofitive  fi  dd  eft 

plus  grand  que  aa ,  6c  qégative  (i  dd  eft  moindre  que  aa. 

Maintenant  pour  çonftruire  l'équation  propofée  en  fuppôfant 
d'abord  que  s  eft  une  grandeur  négative ,  je  prens  une  droite  in- 
définie HI  {Ffg.  3  j.)  ;  fur  le  point  H,  qui  eft  le  point  d'origine  des 
abfcifles  prifes  fur  HI  j  j'élève,  la  perpendiculaire  HA  ==  a  du  mê- 
me côté  que  dans  la  Figure  5,  à  caufedetf=r  ;  du  point  A  je 
mène  l'indéfinie  ÀP  parallèle  àHIj  je  la  prolonge  de  1  autre  côté 


^e  A  ,  6c  je  prens  AB  =''•^-7 —  9  mais  du  côté  oppofé  à  celui 


^ 


de  la  Fgure  6  parce  que  s  eft  une.  grandeur  négative.  Sur  le  dia- 
mètre BP  6ç  avec  un  paramètre  égal  à*,  je  cohftruis  une  para- 
bde  ZBM  ,  6c  prolongeant  HÀ  en  O ,  je  dis  que  la  partie,  indé- 
finie OZ ,  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  Téquation. 

Car  prenant  un  point  quelconque  X  fur  HI ,  6c  menant  XZ 
parallèle  à  HA ,  je  nomme  HX=Ar,  XZ  ==y  ;  donc  VZ  =  XZ 
— XV=XZ  — AH=;^— tf  ,  6c  BV  =  BA-+.AV=BA 

^UX^^—^^x.  Or  par  la  propriété  de  la  parabole  TZ 
s=BVx^  ydonc  y^'^2ay^aa^=^bx^aa — dd^  ou  y^ — ^ay 
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»-'*4f'4-^=oquiefti*ëquationpropofée.    ^ 

La  patrie  indéfinie  LM  de  la  parabole  cft  le  libu  des  racines 
négatives,  car  XQ étant  menée  du  côté  oppofé  eft  pat  confé- 
quent— jy,  donc  VQ=XQ-+-VX^=— ^-ha,.  6c  comme 

cnaVQ*iBVx^,donc  jy*  —  a<?y-i-<M=s=^*-+-^ — ii,qui 
eA  encore  la  même  équation. 

.:  La  partie  OBT  de  la  parabole  eft  le  lieu  de  toutes  les  mcines 
pofirives  correfpondantes  aux — x ,  car  d'un  point  F  ou/pris  fur 
HI  prolongé  Tde  l'autre  côté  de  TorigineH ,  menant  FE  ou^^pa- 
raUele  à  HA ,  la  droite  HF  ou  H/fera  — x  ,&  FE o»/*fera-h;', 
à  caufe  que  ces  lignes  font  prifes  du  même  côté  par  rappoR  à  HI  > 
doncNE=FE— FN=FÈ.— AH«=y— *,&  »^=»/— /^ 
«=AH— /^=^— ^,  de  même  BN  ou B»«BA— NAotiBA 
— «A  =c=  îi:~^  -^  AT  ;  inais  parla  propriété  de  îa  parabole  on  a. 

FÈ=BNx^,  ou«^'=«:B»x*,  donc  dahs  Tun  6c l'autre  casj^* 

—  aoy-^-aa^àx-irûa  —  dd  qui  eft  l'équation  propofée- 

La  partie  XL  eu  le  lieu  de  toutes  les  racines  négatives  corres- 
pondantes aux — *,  ce  qu'on  prouvera  de  même  que  ci-deflus  ; 
d'où  Ton  voit  que  la  même  courbe  eft  le  lieu  de  toutes  les  racine& 
pofîtiyes  6c  négatives  par  rapport  aux-Hx  6c  aux^ — *. 

Si  la  droite  HA  {Fig.  33.  ? 4.)  tomboit  à  l'extrémité  du  diamer 
tre  les  racines  pofitives  ou  négatives  par  rapport  à — x  fcroient 
imaginaires,  parce  que  les  —  *  étant  pris  fur  HI  prolongé  du 
côté  oppofé,  les  droites  parallèles  à  HA  ne  rencontteroient  ja- 
mais h  courbé. 

Locfque  dd  eft.  plus  grand  que  aa ,  ta  ligne  s  eft  pofiiove  6c  Fon  a 

-  Y— =f ,  ôc  pour  conftruîre réquaubn  après  avoir  mené  l'in^ 

définie  HI,  6c  élevé  HA=:<ï  on  mènera  AB=  -^r^-C^-J^O 

parallèle  à  Hlôc  du  côté  de  I;  enfuite  fur  l'indéfinie  BP  prife 
pour  diamètre  ,,  &  avec  Un  paramètre  égal  à  i  ,  on  conftruira  la 
parabole  TBX  ,  ôc  la  partie  TBOfera  le  lieu  des  racines  pofiti- 
ves., ôc  la  patrie  OX  fera  le  lieu  des  négatives  ,  ce  (lu'on  prou- 
vera comme  ci-deflus.. 

Quant  aux  racines  pofitives  ou  négatives  par  rapport  aux  — x , 
41  eft  vifible  que  dans  ce  cas  elles  ferciient  imaginaires  ^  car  les 
— -x.  devint  être  pris  fur  HS.,  les  droites  menées  des  points  de. 
US  parallèlement  à  HA  ne  rencontteioient  jaiùais  la.courbe.. 
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Si  on  tirouvoit  A=s= — p,  c'eft-rà-dîre,  le  paramètre  négatif  ^  on 
conffaiiiroit  la  parabole  ae  façon  quelle  tournât  fa  convexité  du 
coté  oppofé  à  celui  de  la  figure  de  la  formule* 

57.  Soit  réquation^*  — ^xy-+--^.;c^— rx=o  ,  les  quarrés 
y^tcx^  font  ici  pofitifs  ,  &  le  coefficient  ^  qui  'multiplie  le  plan 

xy  j  c&  double  de  la  racine  du  quarrié  ^  qui  multiplie  le  quarré 

x*j  Péquation  eft  donc  à  la  parabole  ;  c'ëft  pourquoi  je  prens  la 
Ibrniule  drdeflus  à  caufequele  quarré  y ^  eft  dégagé  de  ôraâion 
dans  cette  formule  de  même  que  dans  h  propofée* 

En  comparant  les  termes^  je  trouve— ~;vy=-— ^tscy, donc. 

^  =  ^ ,  je  fais  ^s=:w  parce  qu'on  a  vu  que  dans  la  conôruSion 

de  la  forniule  (Fig.  6.)  la  droite  AE  =  r ,  a  été  prife  à  difcretîon 
&  que  par  conféquent  elle  peut-être  telle  que  Pôn  ait  AB=em 
=5=^,  donc  ^x=2n,  ou-^^=»i  le  quatrième  terme —  2yr  de 
la  formule  eft  nul  ,   parce   qu'il  ne  $cilI  trouve  point  dans  la    ^., 

propofée  avec  qui  on  puifle  le  comparer; donc r^sso^ donc  ^~ 

=  0. 

La  comparaifon  des  termes  ^^cx&l — ^x  donne  c =^  d*où 

Ton  tire  p=z^^  &  mettant  la  valeur  démon  aura/=-^  où  la 

droite  e  eft  déterminée  puîfque  nous  avons  fait  m =^. 

Le  dernier  terme  de  la  formule  sp  eft  nul ,  parce  qu'il  ne  s  en 
trouve  point  dans  la  propofée  avec  qui  on  puifle  le  comparer , 
doncx=so. 

La  formule  fe  change  donc  en 

&  en  la  comparant  avec  la  Figure  tf  ,  qui  eft  la  conftrudion  de 
la  formule  générale,  je  vois  i^  Que  la  droite  AD =r  doit  être 
nulle,  &  que  par  conféquent  AE==^,  doit  tomber  fur  le  dia- 
mètre. 2^  Que  la  droite  DC=s/  doit  être  nulle  auffi ,  &  que  le 
point  A  doît  être  au  fommet  de  la  parabole.  Ainfi  le  lieu  de  Vé- 
quaiîon  propofée  doit  être  une  parabole  dont  les  points  font  rap- 
portés à  une  droite  AB  qui  fait  avec  le  diamètre  un  angle  donné 
&  dent  Foriginc  êft  au  fommet  de  la  parabole. 

Nij 
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Pour  conftruire  cette  équation  je  mené  une  ligne  indéfinie  HI 
{Fig.  37.)  y  fur  laquelle  je  prens  HS=  ^ ,  &  fur  HS  prispoUr  hy- 
pothenufe ,  je  fais  un  triangle  reÊlangle  dont  le  côté  SR=t^  9 

ainfi  HR  s=  tf  ;  fur  le  diamètre  HR  avec  un  paramètre  égal  à  ^  , 

je  décris  une  parabole. XHZ ,  &  la  partie  HX  eft  le  lieu  des  ra- 
cines pofitives  de  TEquation.  ^ 

Car  prenant  fur  HI  wn  point  quelconque  O,  &  menant  OM 
parallèle  à  SR,  je  nomme  HO=  a:  ^  OM=y  ,  les  triangles 
femblables  HSR ,  HOP ,  donnent  HS ,  HR  :  :  HO ,  HP ,  donc 

b,e  ::x  yj  =  HP, les  mêmes  triangles  donnent  aufli HS , SR 
:  :  HO  ,  OP ,  doiic  b  y\a::  x  ,  ^  ==OP^  *^  P^^^  conféquent 
PM=OM — OP=j^ — ^-j^  mais  par  la  propriété  déjà  parabo- 

le  on  a  FM= HP  x  y  ,  donc  ^» — f  ^y  "*"  ^  **==«"**  ou>». 

—  ^  «y  H-  -^  **  —  fA?= o ,  qui  eft  l'équation  propofée» 

La  partie  HZZ  eft  le  lieu  des  racines  négatives,  car  proloil- 
gcantPO  en  Z ,  fai  OZ  =-^y ,  donc  PZ  =  OZ  4-  OP  =.  ^y 

•+-  —  >&  comme  l'on  a  PZ  =  HP  x  j  ,  donc  on  aura  aufli  y* 

I —  ^  *y  ■+•  ^  «* = f  *  *  qui  eft  encore  la  propofée. 

j:8.  Soit  l'équation  jf«  H-  ~  xy-k^  -  yy — 2cx-\-ly  —  ~ ^ 

ssso.  Dans  cette  équation  c'cft  le  quatre  xx  qui  eft  dégagé  de 
fraâions ,  &  comme  nous  avons  trouvé  deux  formules  pour  cç 
cas  dans  le  Chapitre  troifiéme ,  je  prens  la  première  qui  eft 

La  comparaifon  des  termes  donne  i^-i--= —  -,&  feiïant 
.,  .  ,  -  *  »»  ' 

ar=my  jai  *= — «.a  .  — 2cx=s — arx,  donc  c=r.  3**  by 

—  -j-_y=— ^  —  j^y,  ôc  mettant  les  valeurs  ûcn,m,r,yc 
trouvée  — ^=~^^-.J,  d'où  je dre*f  «=-;,.  4«.rr4- 5;^ 
e=o ,  donc  j/»  s=  —n  ;  j=s:  —  f  '  ^  mettant  les  valeurs  (k  ns 

&dc/i.j'ai.=^^ 
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Maintenant  je  confîdere  la  Figure  7  qui  eft  la  conftruûîon  dfe 
la  formule  générale,  &  fur  ce  modèle  je  conftruis  1  équation  de 
cette  façon. 

Je  prcns  une  ligne  indéfinie  HI  (F/]^,  38.) ,  fur  laquelle  j'élève 
perpendiculairement  Tindéfînie  HB,  je  fais  à  part  un  triangle  rec- 
tangle dont  PhypQthenufe  foit  égale  à  la  droite  donnée  a ,  &  Tun 
des  côtés  égal  à  la  donnée  b,  &  prenant  l'autre  côté  de  ce  trian- 
gle, je  le  porte  de-H  en  C  ;  fur  le  point  C  j'élève  la  perpendicu- 
wire  CD  =  /^  en  tirant  du  côté  de  I ,  à  caufe de  A= —  »,  &  je 
mené  HD ,  qui  par  conféquent  eft  égal  za.  Je  prens  fur  HI  de 
H  en  F  ,  k  partie  HF^ss^,  furie  point  F  j'élève  la  perpendicu- 
laire FG=  ^  j  enfin  fur  le  diamètre  FG  &  avec  un  paramètre 

égala  -  y  je  décris  une  parabole  tournée  vers  la  droite  HI ,  à 

caufe  de  -^  =  — p  ,  &  la  partie  MGI  de  cette  parabole  eft  le 
lieu  des  racines  véritables  de  Téquation. 

Car  d*un  point  quelconque  O  de  la  droite  HD  menant  une 
droite  PN  parallèle  à  HI ,  &  du  point  N  la  droite  NR  paralle- 
leà  HO  ;  j  appelle  l'abfciffe  HR=ON=;c,  &  l'ordonnée RN, 
a=  OH=s=j^.  Les  triangles femblables  HCD ,  HPO ,  donnent  i\ 

HD^DC::HO,OP,doIlc^,*::J^/^=OP,2^  HD,HC 
:r  HO,  HP,doiica,^:;j;,  'f  =  HP  ^  ainfi  VN  =5=  ON 
•hOP-.VP=ONh-OP— HF=;cH-i^--r,  &V«=VP 
— PO-0«=c— ^  — *i  de«iêmeGV  =  GF— VF=GF 
—  PH2='^ — j.  Or  par  ia  propriété  de  la  parabole  on  a 
."VN = GV  X  ~  on  V»  «  GV  x  *A  j  donc  dans  l'un  &  1  autre  cas 
Ton  trouvera  *»-+-  7  J'* -t-^^j'  — ':ilcx —  ~y  ^cc  ^=zcc  —  by 

qui  fe  rediiît  à  l'équation  propofée  en  corrigeant  lexpreffion  , 
&  faifant  pafTer  tout  dans  le  pren[ûer  membre.  * 

On  prouvera  aifément  aue  la  partie  MZT  de  la  parabole  eft 
le  lieu  des  racines  faulfes  ae  la  proposée. 

jp.  Soit  l'équation  **  — "  7  '-^  —  ^y  •+"  %  ^==  o  i  dans  cette 
équation  il  n'y  a  que  le  auarré  xx.  C'eft  pourquoi  je  me  fers  de 
la  formule  que  j'ai  employée  pourréquktion  précédente  ,  &  je 
trouYÇ  ^  Niij 
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i^  "  «o  ,  à  caufe  que  la  propofée  n  a  point  de  termes  ou  le 

plan  oy  fe  trouve  y  donc  »=50 ,  &  iw=^,  a^  —  T  ^"^ — ^^^^ 

donc  é=r.r.-'-^y Zy f>,donc  ^=^  i''.% 

ll=2rr  '+'Spy  6c  mettant  les  valeurs  de  rr  fie  de  /? ,  j'ai  ^  Il^=  ^ 


//-t- — J>  donc  — jr=o,  ôCJ=&o. 

Ceci  me  fait  voir  i®*  Que  dans  la  Figure  7  >  la  droite  DC 
=js=o  ,  6c  que  par  conlëquent  le  point  D  doit  tomber  fur  le 
fommct  C  de  la  parabole.  2*.  Que  la  droite  BE  =s la = o ,  fie  que 
AB =;w  y  doit  tomber  fur  AE  =^. 

Pour  conftruire  l'équation  ,  je  prcns  line  droite  indéfinie  HI  ^ 
(Fig.  S9.)  fàc  fur  le  point  H  j'élève  la  perpendiculaire  indéfinie 

HK  ;  je  prens  de  H  vers  I  la  partie  HB  =  ^  ;  j^éleve  furie  point 
B  une  perpendiculaire  indéfinie  BZ,  6c  fur  le  dianicttre  BZ  avec 
un  paramétre  égal  à  ^~  ;  je  décris  la  parabole  MBZ ,  ôc  Tare  in- 
défini TB2  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  Téqua- 
tion.- 

Car  d'un  point  quelconque  Y  o\iu  pris  ennre  H  fie  I  menant 
VP  ou  HP  parallèles  à  HK ,  &  du  point  P  oup  la  droite  PON  ou 
npo  parallèle  à  HI  ;  je  nomme  HV=NP  ou  Ii«  =:np=^Xj  VP  ou 

pp^y,  doncOP  =  NP— NO=HV— HB=;c— l',6cop 

=  no  —  «/? =HB  —  Hn:i=  j—.x;  or  par  la  propriété  de  la  pa- 


-1  ...1 


rabole  ona  OP  =  OBx/7î=PVx/>,  fie  a?=^oBxûs*supxp, 
donc  dans  Tun  fie  l'autre  cas  on  aura  x^  —  *^*  h-  ^  =5  ^y  ou 

«*  —  ~  X  —  ^y^^b  ""^^  ^^^  eft réquation propCfée. 

L'arc  indéfini  TM ,  eu  le  lieu  de  tous  les  — •  j?  de  Téquation  ,' 
ce  qui  eft  facile  à  prouver* 

Les  deux  formules  que  nous  venons  d'employer  étant  fuffifan- 
tes  pour  réfoudre  toutes  les  équations  à  la  parabole.  Il  feroit  inu- 
tile dy  appliquer  la  troiiWme  formule  que  nous  avons  donnée 


l  y  appliquer 
le  Chapitre 


dans  le  Chapitre  3-  (  A^.  3  i.  ) 

60.  Lorfqu  il  arrive  que/?  =  cla  parabole  ne  fauroit  fe  décrire, 
mais  alors  l'équation  peut  fe  changer  en  une  autre  qui  eft  à  la  ligne 
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droite  ;  car  par  exemple  (1  l'on  efiâce  dans  la  première  formule 

les  termes  où  p  fe  trouve  •  on  la  réduira  a  y»—  ^  yjvH-  —  # 
«— 2yr-4-.*"rx-Hrr5=o,  ôc  tirant  la  racine  quarrée ,  on  auraj^ 

—  -  X — r = o ,  ou^ =—  ■+:  r  qui  eft  un  lieu  à  la  ligne  droite 

&  on  trouvera  la  même  chofe  à  Tégard  ^es  deux  autres  îi^i- 
mules»  • 

Tiç%  Lieux  ail  Cercle^ 

6\.  Soit  réquatîony*H-x* — jf=3=o  ^dont  on  demande  que  le 
lièa  foit  conftruit  de  façon  que  Tanglo  des  ordonnées  fait  avec  le 
diamètre  foit  droit» 

Daps  cette  équation^  \qs  deux  quarrés^* ,  x^  ont  le  même 
fîgne  6c n ot^  point  de  coefficient >  ôclc  plan  xy  ne  s*y  trouve 
pas  ;  ainfi  le  lieu  cherché  eft  un  cercle  à  caufe  de  l'angle  droit 
qu  on  demande,  je  prens  donc  la  formule  générale  du  Chapitra 
3^  (A^.  5^.)  qui  eft  •  -  - 

•/  mJ  mm  J      *    m 

&  comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  PéqOa- 
tio%^  j[e  trouve»  \^.  Que  le  fécond  terme^j^;^  eft  nul  à  caufe 
qu'il  n'y  en  a  point  dans  la  propofée  avec  qui  on  puifle  le  com- 
parer, ainfi—=o,  donc»=sOy  ce  qui  rend  auffi  nuls  les  ter^ 


•mes  ~  XX  àc  —  x.  2^.  —  xx=^ xx,  donc  —  =  i  ,  ou  ee^  mm 

mm  m  mm  *  mm  ' 

OÙ  f  ==  »î  ^  ce  qui  eft  vifible  jd'ailleurs  par  la  Figure  p»  qui  eft  la 
eonfiruâîon  de  cette  formule,  puifque  la  ligne  EBï=fi  deve- 
nant nulle ,  la  ligne  AB==  m  doit  tomber  fur  AE=^^,  &  lui 
être  égale.  3^  Le  terme  —  2yr  eft  auffi  nul  de  même  que  le  ter- 
me——:c,  parce  quil  ne  s'en  trouve  point  dans  la  propolHe 

avec  qui  on  puiffe  les  comparer  donc  rx:s:o,  j  =  o,.^  ii  =  a 
&  rr  s=  o.  4^  ^r==/f ,  donc  ^ —/. 

Delà  il  eft;  viftWe  que  dans  1^ Figure  p  ,  la  ligne  HO  =r  eft 
nulle  X  que  AB  =  w  &  AE=  ^  doivent  tomber  toutes  le3  deux  fur 


I  ■ 
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le  diamètre  IK  ^  &  enfin  que  AH=:  j  étant  aufli  nulle ,  le  point 

A  d'origine  doit  tomber  fur  le  centre  O. 

Pour  conftrliire  cette  équation,  je  prens  une  droite  AHœ/" 
\  (  Fig^  40.  )  >  &  du  centre  A  je  décris  un  cercle  HBCD  ,  dont  le 

quart  de  circonférence  DH  eft  le  lieu  cherché  ;  car  prenant  en- 

•    tre  le  point  A  &  H  un  point  quelconque  P ,  &  élevant  une  per-  . 

pendiculairc  PO,  je  nomyie  AP=x  &  PO=r^  ;  or  par  la  pro- 

prieté  du  cercle  on  a  PO=  CPxPH ,  &  comme  la  ligne  CH 
eft  divifée  en  deux  également  en  A  ôc  en  deux  inégalement  en 

O,  on  a  auffi  CPxPH=ÀH— ÂP;  doncPO=ÂH— AP  Ôc 
mettant  les  valeurs  de  ces  grandeurs  >  on  aura j^*  =ff —  xx  ou 
y^'+'X^  — ff=  o  qui  eft  Téquation  propofée. 

Il  eft  évident  que  le  quart  de  cercle  CD  eft  le  lieu  de  tou5  les  j^ 

f)ofitifs  corrcfpondans  aux  —  Xj  que  le  quart  de  cercle  HB  eft 
e  lieu  de  tous  les — y  correfpondans  aux-hJtf,  &  que  le  quart 
de  cercle  CB  eft  le  lieu  de  tous  les — y  correfpondans  aux — x. 

62.  Soit  l'équation  y^-^x^- —  2fr;i:— jf -+-r^=  o  ,  comparant 
les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule,  je  trouve 
comme  ci-deflus  w=o,  r=o,  &  m  =  €  ;  les  termes  —  2sxs=z 

—  2rjc  donnent  rs=^,  &  les  derniers  termes  donnenty=r. 
Donc  dans  la  Fig.  ç.  la  ligne  OH=±=r  eft  nulle,  &  les  lignes 

AB  =  m ,  &  AE  s=  e  doivent  tomber  lune  &  l'autre  fur  le  dia- 
mètre IK. 

Pour  conftruire  cette  éc^uatîon ,  je  mené  une  droite  indéfinie 
HI  (  Ffg.j^i.  )  fur  laquelle  je  prens  de  H  en  Qla  partie  HO <a^c^ 
du  point  C  &  d  un  rayon  Or  =/,  je  décris  un  cercle  PQKS, 
fie  1  arc  PQ  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  pofitives  de  Téquation. 

Car  prenant  fur  HP  un  point  quelconque  T  ^  &  élevant  une 
perpendiculaire  TX ,  je  nomme  HT= jc  &  TX  =j^,  donc  fi  T 
eft  entre  O  &P,  j'aiOT==^HT— HO=x— r,  &  fiTeftentre 
H&  O,  fai  OT=HO — ilT-^r— xj  or  par  la  propriété  du 

cercle  j'ai  TX  =  OP  ou  OR  —  OT  ;  donc  on  a  pour  Pun  &  l'au- 
tre cas  y''  =^ff —  x*^  2CX — ce  ouy^  -+-  ;c*  —  2cx — -Jf-+-  ce = 0, 
qui  eft  réquation  propofée. 
On  peut  aifément pifoaver  que  lare  PS  eft  le  lieu  de  tous  les 

—  y  correfpondans  aux  -h  x  que  Tare  RQ  eft  celui  des  -H^  cor- 
refpondans aux— -A-,  6c  l'arc  RS  celui  des — y  correfpondans 
aux  —  X. 

"  ^5- 
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6j.  Soit  réquationy -H  j>'*-t-S**"^^''^"*'T^  -H</i=o 

-/ 

Cette  équation  peut-être  à  rEUipfe  pour  les  raifons  que  j'ai 
dites  {N.  32.),  auquel  cas  il  faudroit  employer  la  formule  de  TEl- 
lipfe  au  lieu  de  celle  du  cercle  ;  mais  s'y  on  eftiafluré  qu  elle  foit 
au  cercle  y  on  conftruira  de  cette  façon.  En  comparant  les  termes 

de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formulç,  je  trouve  i^  4*-^ 

s=— *:~*&faifantA=mj.  faitf= — iu2?.  ii4*H  =  ^  -H      % 

'  &  mettant  les  valeurs  de  «,  w,  j'ai  ^  +•  ^  =  ^  "+•  £  >  qui  fe  réduit 

àrsif.  3^.  -t-a^ss  —  2r&cd=s:^^^r.  ^^.  ^=ir-*~    &  met- 
tant les  valeurs  de  ^  &  de  m,  ^=  —  j.  4^— j^=5_jr^^  & 

Pour  conftruire  cette  équation  y  je  mené  une  ligne  indéfinie 
HI  (  Fig.  42*  ) ,  &  la  prolongeant  de  l'autre  côté  de  H ,  je  prens 
HA=g  à  cwie  de  ^=  —  j  ,  ainft  HA  eft  pris  d'un  fens  oppofé 
à  celui  de  la  Figure  p,  qui  me  fert  de  modèle  j  au  point  A  j'élève 
la  perpendiculaire  AO  =  ^,  6c  du  côté  de  O  à  caufe  de  ^=  — r  ;" 
du  point  O  je  mené  NM  parallèle  à  HI  ;  je  prens  fur  cette  paral- 
lèle, la  droite  pN=OM=/,  &  du  rayon  ON  je  décris  un 
cercle  NPMQ,  je  prens  fur  HI  la  partie  HC2=c;  j'élève  au 
point  C  la  perpendiculaire  BC  =:  ^ ,  &  je  mené  HB  qui  par  con- 
féquent  eft  égale  à  A  ;  car  les  côtés  HC ,  BC  du  triangle  re£lan- 
gle  HBC  étant  entr'eux  comme  les  côtés  AE ,  EB  du  triangle 
reâangle  AEB  de  la  Figure  p.  aufquels  nous  fuppofons  qu'ils 
font  égaux ,  Thypothénufc  HB  doit  être  égale  à  Thypothénufc 
AB  ;  &  il  n'y  a  de  différence  entre  ces  triangles  que  la  pofîtion, 
ce  que  nous  avons  fait  à  caufe  de/î=: — »,  cela  fait  du  point  H 
je  mené  PQ  perpendiculaire  au  diamètre ,  &  je  dis  que  l'arc 
PZ  eft  le  lieu  des  racines  pofidves  de  Téquatiodi 

Car  d'un  point  R  pris  fur  HB  entre  H  6c  B ,  menant  une  per- 
pendiculaire SV  au  diamètre ,  je  nomme  HR=Ar,  RS  =j^ ,  les 
triangles  femblables  HBC  i  HRX  donnent  HB ,  HC  ::  HR , 

HX^  donc  ^,  r:  :  x,^=HX!=ET,.les'mêmes  triangles  don- 

O 
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DentHB,BC::HR,RX,  donc  *,^ï::x/f  =  RX,  donc  AX 

s=:HX4-AH=J-4-.^«:OT,&TS^RS^^RXh-XT=;^ 
-+-^-+-e/;  or  par  la  propriété  du  cercle  nous  avons  ST  =  OM 

m 1 

—  OT, mettant  doncles  valeurs  de  ces  grandeurs,  nous  aurons 

&  tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre,  on  trouvera  que 
cette  équation  eft  la  même  que  la  propofée. 

Uarc  QZ  eft  le  lieu  des  racines  négatives,  i  car  la  droite  RV 
s=:  — y  y  &  par  conféquent  on  a  TV  =  RV  —  RX  —  XT  = 

— j^ —  j  — dy  dont  le  quarré  eft  le  même  que  celui  àcy-^j 

Si  Ton  prolonge  les  droites  HB,  HC  de  lautre  côté  de  la  cir- 
conférence en  L  &  en  K,  l'arc  PL  fera  le  lieu  de  toutes  les 
.racines  pofuives  correfpondantes  aux — x;  car  d'un  point  quel- 
conque ^  menant  km  perpendiculaire  au  diamettre,  &  nommant 
-H^  =  — Xy  ôc  qh=iy  les  triangles  femblables  HBC  ,  Hqp 

donnent  HB,  HC::H^,  Hp,  donc^,  c:  :  - — x^  —  ^^s=H^  , 
&  HB,  BC::Hf,  ^/?,  donc*, a::  —  x — j  :=  ^p  ^  donc  ht 

or  parla  propriété  du  cercle  on  a  Aï  =  NO  —  /O ,  donc  mettant 

les  valeurs  de  ces  grandeurs ,  on  trouvera j;^  -H  ryx^  &c.  c'eft- 

à-dire  la  même  équation  que  ci-deffus. 

L'arc  LQ  eft  le  lieu  de  toutes  les  racines  négatives  correfpon- 
dantes aux  — :vi  car  appellantH^  =  — jc  &  ^m= — y  y  on  aura 

tm=qnH-qp — pt=2  — y  —  -^  —  ^;  ainfi  mettant  dans  tm  =  NO 

—  ^O  les  valeufs  analytiques ,  on  trouvera  la  même  équation» 

Il  faut  remarquer  que  l'ordonnée  PE  qui  pafle  par  le  point  H 

étant  ^-+-<iy  &  la  droite  OE=^,  alors  onaPE:=oM — oE 
c'eft-a-dire,  j*-+-2<^,-+-^t/=^ — gg.,  ce  qui  n'eftplusla  mê- 
me équation  ;  mais  cela  doit  être  ainfi,  car  le  point  H  étant  le 
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paflage  des  H-;^  aux  —  Xy  la  grandeur  at  en  ce  point  eft  égale  à 
zero^  £c  ne  doit  plus  paroître  dans  Téquation  ^  ^  par  la  même 

raifon  Ies^&  les  ^doivent  difparoître;  mais  tous  les  autres  ter- 
mes doivent  s  y  trouver  encore ,  comme  en  effet  ils  y  font. 

Pour  abréger  dans  la  fuite ,  je  ne  m'arrêterai  plus  qu  à  ce  qui 
regarde  les  racines  pofitives  de  l'équation  dont  on  demande  le 
lieu. 

^4.  Soit  Téquation  y^  —  ^yx  -f-^*^ — ^x — ff^  dd i==iO, 

hs  quarrés^*  &  x^  ont  tous  deux  le  figne  plus  dans  cette  équation, 
'&  la  moitié  du  coefficient  du  vhnyx  eft  moindre  que  la  racine 
du  coefficient  de  x^ ,  de  plus  les  termes  connus  — jf-+-  dd  font 
des  quarrés  parfaits  y  ainfi  Téquation  paroît  être  au  cercle;  mais 
elle  pourroit  être  à  TEUipfe ,  parce  qu^on  pourroit  avoir  changé 
les  expreflions  de  quelques  termes  pour  abréger ,  cependant  fî 
on  eft  aiTuré  qu  elle  eft  au  cercle  ,  voici  comme  on  fera. 

£n  comparant  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la 
formule  ,  je  trouve,  i^.  —  jyx= — ^J'^i  &  faifant  b^=my  j'ai 
i»= 2», &|^tf= ».  2^  ::==  —  -+-—     &  mettant  les  valeurs  de 

'        *  hb         mm        mml 

ni&den,^^=:-4-^oui^^=^r.3^— y=— -,    & 
mettant  la  valeur    de    m  j'ai   7  =  ^*  -t^ — /-+-rf^= — tp 

-+-ssy&L  mettant  la  valeur  de  j  ,  &  tranfpofant ,  j'ai  ^  -hj^^rf 

=«;  les  termes  où  r  fe  trouve  dans  la  formule  font  nuls  & 
r=o. 

Pour  conftruire  cette  équation ,  je  fais  un  triangle  redangle 
HBC  (  Fig.  34.  ) ,  dont  l'hypothenufe  HB  =^ ,  &  l'un  des  côtés 
BC =-1.^ ,  &  par  conféquent  l'autre  côté  HC  =  ^,  je  prens  fui 

HI  en  tirant  vers  lia  partie  HO=—  àcaufede  ~  ==j6ccoiiu 

me  r=so ,  &  que  par  conféquent  dans  la  Figure  p.  la  droite  OH 
s==r  eft  nulle ,  je  prens  de  part  &  d'autre  du  point  O  les  parties 

OV,  OR  égales  chacune  à  ^~ -+-jf— ^^,  ce  qui  fe  fait  en 

prenant  un  quatre  égal  aux  deux hffy  &  faifant  enfuite  un 

quarré  égala  la  fomme  des  deux  moins  le  quarré  Ji;  car  alors 
le  côté  de  ce  quarré  fera  égal  à  la  ligne  O V  ou  OR  ;  du  centre 

Oij 
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O  &  du  rayon  OV  je  décris  un  cercle  ,  &  du  point  H  élevant 

la  perpendiculaire  HT ,  l'arc  TSZ ,  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d'un  point  Q  pris  fur  HB  élevant  une  perpendiculaire  QS 
fur  le  diamètre,  je  nomme  HQ  =  x,  QS  =y  ;  les  triangles  fem- 
blables  HBC ,  HQP  donnent  HB ,  HC  :  :  HQ ,  HP ,  donc  è ,  e 

:  :*,J=HP,  &  HB,BC:  :HQ,  QP,  donc  * ,  i  a  :  :  *,g  =QP, 
donc  PS=QS— QP==y—  ^,  &  lorfque  P  eft  entre  O  &  R 
on  a  OP  ==  HP — HO  =  ~—  f  ;  mais  lorfque  P  eft  entre  O  & 
H,  ona  OP=HO— HPr=~^;  or  par  la  propriété  du 
cercle  PS  =  OR  ou  OV — PO ,  donc  dans  Fun  &  Fautrc  cas 

&  corrigeant  rexpreflîon ,  puis  mettant  la  valeur  de  ee  qui  eft  -J 
aay  &  enfin  tranfpofant  nous  aurons jf*  —  jy^'^th  ^^ — T  * 
^—ff'^dd  =  o.  quiicft  l'équation  propofée. 

Si  Ton  n  étoit  pas  afluré  que  Téquation  fut  au  cercle ,  il  fauh 
droit  fe  fervir  de  la  formule  de  TEUipfe ,  dont  nous  allons  par- 
ler >  ce  que  Ton  doit  obferver  dans  toutes  les  équations  de  cette 
nature  où  le  plan  xy  fe  trouve. 

(Jf.  Si  Ton  trouvoît  tt  égala  une  grandeur  négative,  par  exem- 
ple tt:= — j^réquation  ne  pourroit  fe  conftruire  ,  ni  par  le  cer- 
cle ,  ni  d'aucune  autre  façon,  parce  qu  elle  renfermeroit  une 
contradiaion ,  n'y  apnt  point  ae  grandeur  négative  qui  puifle 
être  égale  à  un  quarré. 

REMARQ^UE. 

Ç6.  Quand  jFangle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  le 
diamètre  eft  droit ,  la  formule  que  nous  venons  d'employer  eft 
toujours  infailliblement  au  cercle.  Mais  fi  l'angle  n'eft  pas  droit, 
cette  formule  fe  change  alors  en  une  équation  à  TEllipfe  ,  ce 
que  l'on  entendra  mieux  après  avoir  vu  la  Propofîtion  fuivante. 

67. 'Une  Ellîpfe  ABCD  (Fig.  44.)  étant  donnée  avec  fon grand 
axe  BD ,  &f  on  petit  axeKQ ,  Ji  fon  circonfcrit  le  rectangle  FGHI 
fui  eji  égal  au  reSlangle  des  deux  axes ,  eîrqu^onmene  les  diagonales  ^ 
FH ,  GL  Je  dis  i^-  ^ue  les  diamètres  Or ,  QR  ,  qui  font  partie 
M  CCS  diagonales  ^  font  égaux  entr'eux.  2%  j^fi^pnioint  leurs  ex-^: 
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trémités  par  des  droites  OQ,€^c.  ces  droites  feront  parallèles  aux 
axes.  3^  jQue  ces  deux  diamètres  feront  conjugués  entreux.  4®.  Que 
hurs paramètres  leur  feront  égaux,  j^  Que  les  quarrés  de  leurs  or^ 
données  feront  égaux  aux  rectangles  des  parties  quelles  coupent  fur 
leurs  diamètres. 

En  premier  lieu, le  rcûangle  F ABM  étant  égal  6c  fcmblable 
au  reûangle  BMCG ,  &  le  quart  d|Ellipfe  ABM  égal  &  fembla- 
blc  au  quart  d^Ellipfe  CBM  ,  fi  Ton  conçoit  que  le  reftangle 
FABM  foit  mis  fur  le  reSangle  BMCG,  enforte  que  FA  tom- 
be fur  CG  &  FB  fur  BG,  la  diagonale  FM  tombera  fur  GM, 
6c  comme  le  quart  de  circonférence  AOB  tombera  fur  le  quart 
de  circonférence  (JQB  ,  le  point  O  tombera  fur  le  point  Q ,  ôc 
par  conféquent  on  aura  OM  =  QM  ;  mais  OP  eft  double  de 
OM,  &QR double  QM,  donc  OP=QR. 

En  fécond  lieu,  puifque  OM=QM,  &  que  FM  =  GMy 
donc  tirant  la  droite  QO,  on  aura  OM ,  FM  :  :  QM ,  GM ,  & 
par  conféquent  OQ  fera  parallèle  à  FG  ou  à  AC ,  &  Ton  prou- 
vera de  même  que  la  droite  OR  eft  parallèle  à  BD,  ôc  ainii  des- 
autres» 

En  troifîéme  lieu  des  points  O  yQ^j)Q  mené  les  tangentes  hm  i 
An,  jufquà  ce  quelles  coupent  les  deux  axes.  Ces  tangentes  fe 
rencontrent  en  A,  &  font  égales ,  car  les  parties  OA,  QA,  font 
égales ,  à  caufe  que  pour  avoir  le  point  h  où  Oh  coupe  le  grand 
axe,  il  faut  faire  :  :  MX ,  MB ,  MHj aînfi que  iwus  lavons  en- 
feigné  en  parlant  des  ferions  conique  dans  notre  r/;^W/>  &  Prati^ 
que  du  Géomètre  ,  &  que  pour  avoir  le  point  où  QA  coupe  Icmê^ 
me  axe ,  il  faut  faire  la  même  proportion  ;  par  la  même  raifon 
les  panîes  Om,  Q» font  auflî  égales,  donc  hm^=hn.  Mais  il  eft 
vlfible  qu'en  faifant  la  même  chofe  aux  points  R  ,  P ,  on  aura 
auflî  rm=s^rn,  6c  que  rm  fera  parallèle  à  nn  ,  de  même  que  rn 
zhm  y  donc  les  quatre  tangentes  forment  un  parallelogainme 
circonfcrit ,  dont  les  quatre  côtés  font  égaux ,  cela  pofé» 

Par  les  propriétés  de  TEllipfe  que  nous  avons  démontrées 
dans  l'Ouvrage  que  nous  venons  de  citer ,  le  triangle  FMB  eff 
égal  au  triangle  OMA ,  6c  le  triangle  FM  A  égal  au  triangle  OMm  , 
mais  FMB  =fMA ,  donc  OMA  =  OMm ,  donc  la  bafe  OA  eft 
égale  à  la  bafe  Om,  à  caufe  du  fonnnet  commun  M  ,  &  par  con- 
féquent hm  eft  coupé  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  OF, 
On  prouvera  de  la  même  façon  que  rn  eft  coupé  en  deux  parties 
égales  par  le  même  diamerre ,.  donc  OP  coupant  en  deux  éga>: 

Oiîj, 
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lement  les  dçux  côtés  parallèles  du  parallélogramme  mhrn  y  eft 
par  conféquent  parallèle  à  l'autre  côté  A«,  ou  à  la  tangente  du 
diamètre  RQ.  Donc  ces  deux  diamètre  font  conjugués. 

En  quatrième  lieu ,  pour  avoir  le  paramètre  de  OP  ,  il  faut 
prendre  une  troifiéme  proportionnelle  à  OP  6c  à  QR,  maisOP 
&  QR  font  égaux  ;  donc  la  troifiéme  proportionnelle  où  le  para- 
mètre de  OP  eft  égal  à  OP  ,  &  par  la  même  raifon  le  paramè- 
tre de  QR  eft  égala  QR. 

En  cinquième  lieu  ,  fi  Ton  mené  une  ordonnée  au  diamètre 
OP ,  on  aura  par  la  propriété  de  TEllipfe  :  le  quarré  de  l'ordon- 
née eft  au  redangle  des  parties  du  diamètre  qu^elle  coupe ,  com- 
me le  paramètre  du  diamètre  eft  à  ce  diamètre  ;  mais  le  paramè- 
tre de  OP  eft  égal  à  OP ,  donc  le  quarré  de  l'ordonnée  eft  égal 
tu  redangle  des  parties  du  diamètre ,  &  Ton  prouvera  la  même 
chofeàrégarddeQR. 

(58.  Il  fuit  de  là  ,  que  fi  le  diamètre  IK  {Fig.  4J.)  d'une  demi- 
EUipfe  IMK  eft  égal  à  fon  conjugué  ,  &  qu'on  vienne  à  con- 
ftruire ,  comme  nous  avons  fait  pour  la  Figure  p ,  l'équation  fe 
trouvera  la  même  que  celle  du  cercle. 

Car'appellant  les  mêmes  lignes  des  mêmes  noms  les  trian- 
gles femblables  ABE  ,  APF  {Fig.  4j.)  ,  donneront  AB ,  AE 

:  :  AP  :  :  AF,  donc  m,  tf  :  :  a:,  ~  =  AF  &  AB  ,  BE  :  :  AP  , 
PF ,  donc  w ,  »  :  :  a:  ,  "-  =  PF ,  donc  MG  =  PM--PF— FG 
^y  —  ^  — r,  &  OG  =  AF— AH=2-  —s;  or  par  lapro- 

propriété  de  TEUipfeà  Tégard  de  ce  diamètre,  ona  MG==GK 
X  GI  =  OK — OG  y  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs^ 
on  trouvera^* — — JyA^-h  —  at,  &c.  qui  eft  précifement  la  mê- 
me équation  que  celle  du  cercle. 

tfp.  Il  peut  arriver  qu'en  voulant  conftruirc  un  lieu  de  cette  na- 
ture les  deux  axes  de  l'EUipfe  foient  inconnus ,  ôc  comme  on 
pourroit  fe  trouver  embarraUé  à  décrire  l'EUipfe ,  voici  comment 
on  pourra  y  parvenir.  '^ 

Soient  les  deux  diamètres  conjugués  AB,  CD  (Fig.  ^6.)  égaux 
entr'eux  ,  &  faifant  l'angle  donné  BOD,  je  mené  par  les  extré- 
mités du  premier  des  parallèles  au  fécond ,  6c  par  celles  du  fe-* 
cond  des  parallèles  au  premier^  ce  qui  me  donne  un  parallelo* 
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gramme  dont  les  deux  axes  que  je  cherche  étant  prolongés  font 
les  diagonales ,  comme  on  a  vu  cî-^deffus.  Je  merie  ces  diagona- 
les ,  après  quoi  menant  la  droite  AC ,  qui  fe  trouve  coupée  en  X 
par  la  diagonale  QS  ;  je  prens  une  moyenne  proportionnelle  en- 
tre OX  &  OQ ,  &  la  portant  de  O  en  T ,  la  droite  OT  eft  la 
moitié  du  grand  axe,  puifque  j*ai  :  :  OX ,  OT,  OQ.  Je  mené 
de  même  la  droite  AE) ,  qui  eft  coupée  en  Z  par  la  diagonale 
PR ,  &  prenant  une  moyenne  proportionnelle  entre  OZ  &  OP , 
je  la  porte  de  O  en  V ,  &  la  droite  O  V  eft  la  moitié  du  petit  axe 
à  caufe  de  :  :  OZ  ,  OV ,  OP  ,  car  on  fçait  que  fi  d'un  point  A 
duneEUipfe  on  mené  une  ordonnée  AZ  à  un  axe,^&  que  du 
mêmepoint  A  on  veuille  mener  une  tangente  >  il  faut  faire  com- 
me OZ  eft  au  demi  axe  OV ,  ainfi  OV  eft  à  OP ,  &c.  les  deux 
axes  étant  trouvés ,  il  fera  facile  de  décrire  TEUipfe  &  de  con- 
'ftruire  enfuitc  le  lieu  requis. 

Des  Lieux  à  tEllipfe. 

70.  Soit  l'équation  y^^j  x^  —  J  jc — f  ^i  =  o  ;  les  deux 

quarsés  y^ ,  x^  ont  le  hiême  figne  H-  &  le  dernier  terme  n'eft  pas 
un  quarré  parfait  ;  donc  Téquation  eft  à  TEUipfe ,  ainfi  je  prens  la 
formule  générale  du  Chapitre  III.  {N.ss*)>  q^i  ^^ 
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&  comparant  les  termes  de  cette  fomiule  avec  ceux  de  l'équa- 
tion propofée  ,  je  trouve  l^  ~  =0  &,  par  conféquent  »=o  , 

donc^^m,  ~=:i  &-==i.V.f=^=^,  &  faifanttf 

#  mm  m  b  zmmt         zt  ' 

==/^^  j'ai^  =  2r/&  \h^=t.  Au  refte  je  puis  faire /?=/»,  parce 
que  l'EUipfe  de  la  Figure  10  ,  qui  eft  la  conftrudion  générale  , 
repréfente  une  EUipfe  quelconque.   3^  2yr  =  o,  &r  =  o.  4^ 

•^  =  —^  ==  ^  ^  &  mettant  les  valeurs  Qtp  &  de  f ,  ;  ai  ^  =  ji 
=="fjdonc(:==2i,&ir====i.5%-.^i^==-2-+-'5>   ^ 
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mettant  les  valeurs  dcp^ty  s  y  j'ai  —  j^^= f  "*"^>^'^^ 

je  tire  dd:=jbb  — ^çc^  &  mettant  n  au  lieu  de  fa  valeur  ^.tb  ^ 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  lo  la  droite  EB=» ,  doit 
être  nulle  ,  fie  que  AB  =  m  doit  tomber  fur  AE  =  ^  fie  lui  être 
égale  ;  que  la  droite  HO==r  doit  être  auflTi  nulle,  fie  que  par 
conféquent  la  droite  AE  doit  tomber  fur  le  diamètre  IK. 

Pour  conftruire  donc  la  propofée ,  j^prens  fur  une  droite  in- 
déterminée HI  {Fig.  47.) ,  la  partie  HO  =  t  ^  >  à  caufc  àts=\ 
c  ;  dû  point  O  je  prens  de  part  fie  d'autre  les  droites  OA  ,  OB 
égales  chacune  à~^,  à  caufe  àct=^\b  y  fie  prenant  AB  pour 
le  diamètre  d'une  Ellipfe  y  dont  le  paramètre  eft  égal  à  ^  ^  je 
décris  l'EUipfe  ARBQ ,  fie  menant  du  point  H  une  ordonnée  au 
diamètre ,  fi  lé  point  H  tombe  en  dedans  de  l'EUipfe ,  Tare  Nff 
eft  le  lieu  de  l'équation  propofée. 

Car  d'un  point  quelconque  P  pris  entre  H  fie  B  ^  menant  une 
ordonnée  PR  ,  je  nomme  HP  ^=x  y  PR  ^=y  ;  donc  OP  =  x 
—itr^  fi  P ,  eft  entre  O&B.fieOP^c  —  jf,fiPcft  entreH 

fieO.  Or  par  la  propriété  de  l'EUipfe,  j'ai  PR,  ÔB  ou  ÛA, 

^r-OP  :  :  a  y  AB,  donc^* ,  \bb  —  jc*-+-r:v  —  ~rr  :  :  ^,  ^,  fie 
mettant  au  lieu  de  ^^* — ^ccyùi  valeur  ddy  j'ai  j^* ,  — x^  ^cx 

'^dd::  a  y  b  i  donc  by^=: — ax^^acx^addy  fie^*=  —  ^ 

x^  ^jx^t  ddy  &i tranfpoiant,jVij^*H- J-AT* — ^^*— Jrf^=  o, 
qui  eft  l'équation  propofée. 

Soit  l'équation  y^  -+-  ^yx-^-j  x^ — ff=  o,  dont  l'angle  despr- 
données  avec  le  diamètre  n  eft  pas  droit.  Comparant  cette  équa- 
tion avec  la  formule  générale,  je  trouve  i^  J= — ^,  fie  faifant 

*:=m,j'aia  =  — 2»,  fieiii:=!=— ».  2^^  =  ^4-  -^,  fie 

^  ^  *  c  mm  zmmf  ^ 

mettant  les  valeurs  de  »  fie  de  m .  j'ai  ^  =  ~^.^  tt  5  ou  -  —  -^, 
«=  ^^  ;  fie  divifant  par  ecy  puis  mulripHant  par  bb ,  j'ai  —  —  — 

s=  -DU — ' •  =  r-,  dou  ic  tire —  ==p,ou 

R=^.  3^  ?yr^EO>  doncrs=ro,  rr=o.  4^|^^j:^o  ,  donc  s^ 
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a=o>&«s=o.  j".jf'='^,  &  mettant  la  valeur  de  ^  *#==: 
,iiitt^a.c»     d'où  je  tire -r4Sî£-  =«,&  y^'Z^SL^r. 


^€Ç 


Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  lo,  quieft  laconftruc- 
tion  de  la  formule^  la  ligne  OH=  r  eft  nulle ,  de  même  que  la 
ligne  AH==j ,  &  par  conféquent  la  ligne  AE  doit  tomber  fur 
ie  diamètre  IK>  &  que  le  point  A  d'origine  doit  être  au  centre 
O ,  enfin  que  le  triangle  AEB  doit  être  tourné  du  côté  de  M , 
à  caufe  de  {•  a=  — n. 

Pour  conftruîre  cette  équation  [Tig.  48.),  je  mené  une  ligne 
MN  indéfinie  de  part  &  d'autre ,  &  a lun  de  fes  points ,  je  fais 
un  angle  CBM  égal  à  langle  des  ordonnées  avec  le  diamètre  ; 
je  fais  BC  =  ^^  ;  du  point  C  pris  oour  centre  6c  d'un  intervalle 
égal  à  i,  je  décris  un  arc  qui  coupe  MN  en  O  ;  &  dans  le  triangle 
OBC  ayant  BC  =1^ ,  CO=i,  &  langlé  CBO  égal  à  l'angle 
donné,  le  troifiéme  côtéBO  eft  par  conféquent  =  ^ ,  ainfi  OC 
eft  la  ligne  des  abfcifles  x.  Je  prens  de  part  &  d'autre  du  point 
O  fur  la  droite  MN  les  parties  OQ  ,  OX  égales  chacune  à 

^^'^ —  y  ce  qui  fe  fait  en  reduifant  la  fraSion  en  une  frac- 
tion fimple,comme  il  a  été  enfeigné  plus  haut;puis  faifant  un  plan 
^/^  égal  à  cette  traÛion ,  ôc  enfin  prenant  une  moyenne  pro- 

portionnelle  /  entre  h  &/;  car  alors  on  aura  / = |/Â/'=  ^^5^^» 
Je  prens  QQ  pour  le  demi-diametre  d'une  Ellipfe  dont  le  para- 
mètre eft=  ^  ^^     ^^^     ou  bien  en  mettant  la   valeur  de  ^  , 

^~^'  X  ^^g^,  enfin  du  point  O  je  mené  OT  parallèle 

à  BC  &  l'arc  TSX  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d'unpoint  P  pris  entre  O  &  X ,  menant  une  droite  PS 
parallèle  à  BC  ,  je  nomme  OK=x,  RS=>  Les  triangles 
femblables  OBC  ,  OPR  donnent  OC ,  OB  :  :  OR ,  OP,  donc 

6,e::  x,^:=0?  ,  les  mêmes  triangles  donnent  OC ,  CB  :  : 
OR,  RP ,  donc* ,  i  a  :  :  * ,  5  =:RP  ,  &  par  conféquent  PS 
=:RSH-RP=^-i-g.  Or  la  propriété   de  l'EUipfe  donne 

SP,  OX— OP  ::  p,  2P,  doncy-t-j-  yx-^:^t  *^»  ^bhd^^ 

P 
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-S«-  =  =  ^^x''^,  .>'^=,îc6iran.lepro. 

duit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens,  j'ai 

«*  -H  ^  **,  fie  divifant  de  part  fie  d'autre  par  2 ,  puis  tranTpofant , 

on  auraj^»  *+-  f  J»*  -H  -  «»— /=  o ,  qui  cft  l'équation  propofée. 

J'ai  mis  ici  le  calcul  tout  au  long ,  afin  que  les  Commençans 
ne  s'y  trouvent  point  embarafTés  ,  mais  dans  la  fuite  nous  abrége- 
rons pour  rendre  ce  volume  moins  gros. 

Soit  l'équation  jjy  -H  j  J'*  -h  xx~\--  dy  -+-fx — ^=  o ,  en  Com- 
parant les  ternies  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule  gé- 
nérale ,  je  trouve  1".  f  == —  ~ »  fit  faifant^s=  »»,  j'ai  «= — a« 

m  tu  ^  ^  * 

•  mm   ^^  ^mm  4M  ^^  xbbt  *  """^  "^        4M 

=  ^^ ,  Ôc  multipliant  par  ^* ,  puis  divifant  par  ee ,  j'ai  "  —  ^ 
«=£ou^^--?,,  d'où  je  tire  «i!irZ!ff_;,,ou% 
=/>  50.  ^=  —  2r  ,   donc  i  </=  —  r.  40.  <•  =  .^  —  i2f ^ 
fie  mettant  les  valeurs  de  » ,  w ,  r ,  ^.  J'ai  c—-  —  ?*^iîîf 

°"  '—  ,i Irf-  =,7ï irf-  ,  doùje  tire  -^jj— ^ 

*= — ^'  y**  — ^=  »'»'—  2  -t-^j  fie  mettant  les  valeurs  de  ir  fie 
de  t ,  j'ai  -hf=.Ldd-  *^"  -H^.*"~--;  donc  -A/ 

-^iii:<'^':^^  =  «-«;donc«+lg^^==   «   fit 

"^^  ^bb-^aa   =^^  y  jc  ne  mets  pomt  la  valeur  de  ss  pour 
,abreger,  mais  on  doit  la  mettre  pour  trouver  la  valeur  du  dia- 


mètre. 


Ceci  me  fait  voir  i«.  Que  dans  la  Figure  io»la  ligne  OH 
-r,  doit  être  prife  de  l'autre  côté  du  diamètre ,  à  caufe  de  i  ^ 
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2==— r ,  &  que  par  conféquent  la  ligne  AE  =  e  doit  être  aufli  de 
rauire  côté,  2^.  Que  le  triangle  AEB  doit  être  dans  une  pofition 
oppofée  ^  à  caufe  de  ^  tf  =  —  »•  5^  Que  la  ligne  AH  doit  être 

prife  du  fens  oppofé,  fi  dans  ^^f^^*  ==  —  s  ,  il  fe  trouve  que 

abc  foit  plus  grand  que  ad  y  car  s'il  ne  Tétoit  pas  y  il  faudroit  pren-< 
dre  AH  du  même  côté. 

Pour  confhuire  cette  équation  je  fais  de  même  que  pour  l'ér 
quadon  précédente  un  triangle  HBC  (Fig.  4p.) ,  dont  langle 
HfiC  foIt  égal  à  Tangle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec  le 
diamètre ,  &  dont  le  côté  BC  ==i  a  ôc  le  côté  HC  =*,  &  le 
tournant  du  fens  oppofé,  la  ligne  HC  eftla  ligne  c(es  abfciflcs. 

Je  prolonge  HB  de  lautre  côté  vers  V,  &  je  fais  HV=  ^^J^ll  fj' 

=^ — s ,  car  je  fuppofe  que  abc  eft  plus  grand  que  ad.  Du  point 
V  je  mené  VO  parallèle  à  BC ,  ôc  égal  z\dy  mais*  de  l'autre  côté 
de  BC  >  à  caufe  de  \d:=i — r.  par  le  point  O  je  mené  une  pa- 
raiieie  à  la  droite  HB ,  ôc  je  prens  de  part  &  d'autre  les  parties 

OA  y  OE  égales  chacune  à  ^^^H-^-^"^;;^  >  ôc  fur  AE  comme 

diamètre  ,  Ôc  avec  un  paramètre  ==  ^   ^'^^^  =  ^~ï^r~ 

^  ^^^-H^i^^~je  décris  une  Ellipfe  ;  enfin  menant  du  point 

H  la  droite  MN  parallèle  à  BC ,  l'arc  NSL  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d'un  point  quelconque  pris  entre  H  ôc  L  menant  SP  pa- 
ralIeleàBC,  je  nomme  HR==jc,  RS=^;  les  triangles  HBC,. 

HQRdo;inentHC,  HB  ::  HR,HQ,donc  b^e::  ;c,~=HQ; 
les  mêmes  triangles  donnent  HC,  CB  :  :  HR ,  QR ,  donc  by 
\a::xy  S  =  RQ;  donc  PS  =  RSH-RQ-hQP  ou  VO=j^ 
•^.^^*^-iJ,  ôc  OP=VHh-HQ:=— J-+-7.  Or  la  propriété 

dcl'EUipfe  donne  PS ,  ÔE  —  OP  :  :  /^ ,  2r ,  donc  PS  x  if=ÔE 
X  fl  —  OP x;? ,  &  PS*=:  ^  ÔE  —  -^ÔP.  Mettant  donc  les  va- 
leurs  de  ces  grandeurs ,  j^ai  _««. • 

&  mettant  au  lieu  de  n — ss  fa  valeur  ^^S~hr9  ^  ^"  ^*"  ^^ — * 

la  valeur  —r, «  J  ai 

Pij 
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— ~  ^^~^~>  ^^  ^^^  ^®  réduit  en  faifant  la  multiplication 
indiquée  dans  le  fécond  membre  à 

— a:*-+-^  >  ^  tranfpofant  fie  corrigeant  rexprcflîon  on  aura 

Féquation  propofée. 

Lorfque  dans  une  équation  qui  par  elle-même  paroît  être  à 

.  rËllipfe,  on  trouve  ^=i>  ce  qui  donne  ^  =  2r,  c'eft-à-direj 

le  paramètre  égal  au  diamètre,  ôc  que  Tangle  des  ordonnées  eft 
droit,  alors  l'équation  devient  au  cercle;  &  comme  cela  peut 
arriver  dans  deux  cas  différens  ,  qui  font  fun  lorfque  le  plan  xy 
fe  trouve  dans  l'équation ,  &  l'autre  lorfque  le  plan  xy  ne  s'y 
trouvant  pas  l'un  des  quarrés^* ,  jc*  a  cependant  un  coefficient; 
voilà  pourquoi  j'ai  dit  ci-deflus  que  lorsqu'une  équation  fe  trou* 
voit  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas  ,  il  falloir  employer 
la  formule  de  l'Ellipfe ,  Ôc  non  pas  celle  du  cercle  ;  car  en  em* 
ployant  celle  du  cercle ,  on  ne  pourroit  pas  fe  tirer  du  doute 
qu'on  peut  avoir  fi  l'équation  eft  a  TEllipfe ,  au  lieu  qu'en  em- 
ployant celle  de  l'Ellipfe ,  on  trouve  infailliblement  fi  elle  eft  au 
cercle. 

Des  Lieux  à  l'Hyperbole  par  rapport  à  fis  diamètres^ 

71.  Soit  réquatîon^*  —  J-;c»-t-^  a:=  o,  les  deuxquarrés^*  ^ 

x^  font  ici  fous  différens  fignes;  donc  Téquation  eft  à  l'hyperbole 
par  rapport  à  fes  diamètres  :  c'eft  pourquoi  je  prens  la  formule 
générale  du  Chapitre  J*  (  A^*  34.  )  qui  eft 


-^x' 


zmmi 


xn 
m 

rx^rr 

teps 

«+";f 

**f 

u 


Dans  cette  formule,  le  terme  *^-  a  le  figne  H-  quand  les  or- 
données font  rapportées  au  premier  diamètre ,  &  le  figne  moins 
quand  elles  font  rapportées  au  fécond. 
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En  comparant  les  termes  de  la  propofé»  à  ceux  de  la  for- 
mule ,  je  trouve*£=o, donç»s=  o,  &  m^=^t.  a^-f^^S.^^» 
'oujetire/'=-^.5".  2yr=o,  doncr;=:o.  4».j  ==^=^, 


&  mettant  la  valeur  de  |^ ,  j'ai  j  =  y  ,  d'où  je  tire  |  c=^s,  y°. 

-t  ^  —  '-^  =0 , donczt  î^='-^ ,  ou  :± «=i  ce,  &  comme 

le  diamètre  doit  toujours  être  pofitif,  je  vois  que  tt  doit  avoir  le 
ligne  -i-,  car  autrement  on  auroit^rr  = — tt;  donc  les  ordon- 
nées doivent  être  rapportées  au  premier  diamètre. 

Or  ceci  me  fait  v.oîr  que  dans  la  Figure  1 1.  qui  eft  la  con- 
firuâion  de  la  formule  pour  le  cas  prefent  la  ligne  EB=n=30> 
que  par  conféquent  Aj3s=  m  doit  tomber  fur  AE=^ ,  &  que 
la  ligne  HO=:r  étant  nulle  ^  la  ligne  A£  doit  tomber  fur  le  dia- 
metrcRG. 

Pour  con/îniire  Téquatîon ,  je  mené  une  ligne  indéfinie  HI 
(Fig.  $0)  y  fur  laquelle  je  prens  HO  =|-  c  en  allant  de  H  vers 
I  à  caufe  de  7  r=:  j  ;  du  point  O  je  prens  de  part  &  d'autre  les 
parties  ON,  OB  égales  chacune  à  ^r,  à  caule  de  \  c=:=ty  6l 
prenant  NB  pour  un  premier  diamètre ,  dont  le  paramètre  eft 

^  ou^,  je  décris  une  hyperbole  MBS,  &  fa  partie  indéfinie 

BRS  eft  le  lieu  cherché. 

Car  d'un  point  P  pris  fur  le  diamètre  NB  prolongé  menant 
une  ordonnée  PR ,  je  nomme  HP = x ,  PR  s=^ ,  donc  OP=HP 

—  HO=* — \c;  or  par  la  propriété  de  Thyperbole  on  a  PR> 
DP — OB::/?,2r;  doncj/',  jc* — cx-\-\cc  —  \cc\\  j  ,r,&par 
conféquent  ry »  ==  ^  ;c*  —  y  '*'  ;  &  divifant  par  r,  puis  tranfpolant 
j*ai  j^* — ^  ;t*  -t-  j  ^  =  o  qui  eft  la  propofée. 

Soit  l'équation y^  -f*  ^ly^  "+"  ^  ^*  "+*  ^0^-^  ^^  — #==  ^  >  dans 
cette  équation  \e%.  quarrés^* ,  x^  fe  trouvent  avec  les  mêmes 
fignesimàis  le  quarré  ^  de  la  moitié  du  coefScient  du  plan^x  eft 

plus  grand  que  le  coefficient  —^  du  quarré  xx ,  donc  l'équation 

eft  à  l'hyperbole,  comparant  donc  ceS  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule générale ,  je  trouve» 

Piij 
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.^  J!L  ôc  mettant  les  valeurs  de»  &de  m, j'ai ^=^  —  '^- 
âf?=  î^  ;  donc  iï  =  f  .  &•  ?ffl=/..  30. 2f  =— ar,  donc 


OU 


c= — r.  4*^.  — 2j?^=  —  -H  î^,  &  mettant  les  valeurs  de  «^m . 

pliant  par  ^f^ ,  puis  divifant  par  6aay  j'ai  *'  ^T^'  == — s,  5*».— jf 
=  rr  zt  '^  —  '^  ,  &  mettant  les  valeurs  de  rr  &  de  J  ,  j'ai  — ff 
^,,^.3"*? Jlf^?  ou-./~cr=-HHÎl'-3^^*'"&  multi^ 
pliant  par  4^f,  puis  divifant  par  ^aay  j'ai — iîS£=^^^^=-|-fr 

— 55  y  &  enfin  5J — tlîLllJîîff  ==:  :±^n  ^  &  comme  il  faut  que 

tt  foit  toujours  pofitif,  on  prendra  le  figne-+-rrlorfque  ss  fera 

plus  grand  que  -      ^  ^^^^^  ^  parce  qu  alors  le  premier  terme  fera 

pofitif,  &  le  figne — tt  lorfque  ss  fera  moindre  que  lafraftioni 
&  dans  le  premier  cas  les  ordonnées  feront  rapportées  au  pre- 
mier diamètre  9  ôc  dans  le  fécond  elles  feront  rapportées  au 
diamètre  conjugué. 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  1 1.  qui  cft  la  conftru- 
£kion  de  la  formule  générale  >  la  ligne  OH  =  r  doit  être  de  l'au- 
tre côté  du  diamètre  RG  à  çaufe  de  c= — r,  que  le  triangle 
AEB  doit  par  conféquent  être  aufli  de  l'autre  côté  &  mis  dans 
un  fens  oppofé  à  caufe  de  a  = — n  que  AH  =5  doit  être  pris  à 

gauche  du  point  A  à  caufe  de  ^î^j~^= — 5,  &  on  peut  faire 

les  mêmes  remarques  fur  la  Figure  i2.  qui  eil  la  conftruâion  de 
la  formule  lorfqu  il  y  a  —  tu 

Pour  conftruire  cette  équation  dans  le  cas  de-f-rr;  je  pîrcns 
fur  une  droite  indéfinie  HB  (  Fig.  j  i .  )  un  point  B  où  je  fais  un 
angle  CBH  égal  à  Tangle  que  les  ordonnées  doivent  faire  avec 
le  diamètre  ;  je  fais  BC  =tf  à  caufe  de  a=  —  w  ;  du  point 
C  pris  pour  centre  &  d'un  întervale  =  ^  /je  décris  un  arc  qui 
coupe  BH  au  point  V  où  je  mené  CV,  &  dans  le  triangle  VBG 
Tangle  VBC  étant  égal  à  l'angle  donné,  le  côté  BC  =  ^^ ,  6c  le 
côté  CV==;^ ,  le  troifiéme  VB  eft  par  conféqttent=^j  ainfî 
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yC  cft  la  ligne  des  x ,  je  prens  de  V  en  H  la  partie  VH 

^l!^±ifi'icaufede*-î^:tl^'=— j;  du  point  H  je  mené  de 

l'autre  côté  de  HB  une  droite  HO  parallèle  à  BC,  fic  =  c,  à 
caufe  de  f= — r;  par  le  point  O  je  mené  une  ligne  EA  pa- 
rallèle à  HC>  ôc  de  part  ôc  d'autre  de  O  ,  je  prens  OE,  OA 

égales  chacune  à  v^w— Ifl^^";  fur  le  diamètre  EA,  & 

avec  un  paramètre  égal  à  ^^,  je  décris  une  hyperbole  AS  ^  6c  du 
poiat  V  menant  VT  parallèle  à  BC,  la  partie  indéfinie  TZ  de 
l'hyperbole  eft  le  lieu  cherché. 

Car  du  point  R  pris  fur  VC  menant  S?  parallèle  à  BC ,  je 
nomme  VK  =*  ,KS=yi  les  triangles  fembiables  VBC ,  VQR 

donnent  VC ,  VB  :  :  VR ,  VQ  i  donc  * ,  ^  :  :  * ,  f=VQ;  les  mô- 
mes triangles  donnent  VC ,  CB  :  :  VR ,  RQ  ,  donc  b,a:,x 
f =RQ,  &  par  conféquent  PS=RS-hRQ-+-QP  ou  HO 

=jl'H-'f  H-r&OP=HQ=HV-+-VQ=— JH- Ji  or  par 
la  propriété  de  l'hyperbole  on  a  PS  sssOP-— OA  x  i  mettant 
donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs ,  j'aî^*  •+-  ~lyx  "+-  ^  **  "•"-  *0' 

^y«-Hff=«-HyX-Hï-jX»  — «rt- — X  -,  & 

corrigeant  l'expreflion  ,  &   mettant  la  valeur  de  —  s  qui  eft 

^bg-^'^e     ...  .  _ 

■     I  al 

^  ^. 


^4-^^ttcç  X  îff  ^  &  faifant  la  multiplication  indiquée  dans  le 
fécond  membre ,  j'ai 

-♦-  ff ,  &  tranfpofant  tout  dans  le  preipier  membre ,  j'ai;^»  •+-  ^ 
^;f  -1-  -^  jc»  -+-  %cy—  2gx — ff=i  o ,  qui  eft  l'équation  propofée. 

Pour  conftruire  la  même  équation  dans  le  cas  de — tt,  c'eft- 
à-dire  lorfque  ss  eft  moindre  que  ^'^'^^'^■'"' ,  alors  pour  rendre  tt 
pofitif;  ilfaut  faire  ^''^"]^/'''—JJ=:  «iamfi  je  fais  un  triangle  BCV 
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{lig.  j  2.)  de  même  que  dans  la  conftruaion  précédcntei  je  fais  HV. 

=lî5Ltlff5;du  pointH  je  mène  de  l'autre  côté  de  HB  kdroitcHO 

=^;  par  le  point'O  je  mené  une  parallèle  à  HB,  &  je  prens  départ 

&  d'autre  les  parties  OE ,  O A  égales  chacune  à  ^  îî±tlîîi', 


3-4  "i 


fur  EA  pris  pour  fécond  diamètre,  Ôc  avec  un  paramètre  =^' 

je  décris  une  hyperbole ,  &  du  point  V  menant  TV  parallèle  à 
BC  la  partie  indéfinie  TZ  de  l'hyperbole  eft  le  lieu  requis. 

Car  d'un  point  quelconque  pris  (ur  VC  menant  PS  parallèle  à 
BC,  je  nomme  VR=;c  &  RS==y ,  les  triangles  femblables  VBC  , 

YQR  donnent VQ  =  j&  QR=  pdoncPS=SR-*-RQH-QP, 
ou  HO  =;^-*- ^'-4-0  &  OP  ==  VQ  -4-  HV=  '^  -jjorlapro^: 
prieté  de  Thyperbole  donne  PS  =  OP -H  O  A  x  L^  donc  on  a 


y'-^h  y'^Tb  ^'-4-2ry-+-T  ^  "^  '^  "=  bB  *'  — T  ^^^^ 
:^^I!Ltp!:l—'S5x^^j^9  &  corrigeant  Texpreffion ,  &  mettant 
la  valeur  àt — i  >  &  faifant  la  multiplication  indiquée  on  a 

H-jf -H  ce  ^  &  tranfpofant  on  a  enfin  y*  •+-  jyx  -+-  ^^  xx  ^2cy 
—  ^gx—ff^^  o  qui  eft  la  propofée. 

K  E  MA  R  Q^U  E. 

72.  Lorfqu  on  trouve  ?f  =  o ,  l'hyperbole  ne  peut  fe  conftruire; 
mais  alors  l'équation  peut  s'abbaiffer  d'un  degré ,  &  devenir  par 
conféquent  une  équation  à  la  ligne  droite  ;  car  fi  dans  la  formule 
générale  on  efface  le  terme  où  tt  fe  trouve ,  le  refte  fera 

y-'-my-^   -«»-2yr4-   -r*-i-rr=»=o 

.  èc  en  tranfpofant  on  aura 
(a  tiraat  la  racine  quarrée  de  part&  d'autre,  çn  aura^ — ^* 
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*— ^=  -X — SX  ^î  eus — -xc^^  ;ce  quidonney=^Ar-i-.r 

un  lieu  à  la  ligne  droite,  &  dans  cette éqjûation  la  feule  difficulté 
confifte  à  trouver  une  ligne  égale  à    î  cequife  fait  en  fuppb- 

iànt  que  le  numérateur  &  le  dénominateur  font  multipliés  lun 
&  1  autre  par  une  ligne  arbitraire  prife  pour  lunité,  comme  par 

exemple  par  m^  ce  q[ui  donnera  -^  ;  &  prenant  une  moyenne 
proportionnelle  a  entre  m  &  /?,  on  aura  mm^aa  :  :  m^p ,  &  com- 
me m=z  r ,  on  aura  mm=  i ,  donc  aar=ip  &  ^aa=  ^/?;  pre- 
nant de  même  une  moyenne  proportionnelle  b  entre  m  &:.2r,  . 

on  aura  bb=^  2mt  &  ^Tè=yim=y^j  donc  r  =  ^-  .  &ré- 
quarionfera:=^=£;v-|-r-i-^*— jj  ou^=^«-f-r-Hy  s 


bm  "*• 


Pour  appliquer  cet;e  remarque  au  dernier  lieu  précédent  y^. 

"♦"  Â J'*"*"3  **"  "*"  ^^y  —  2«?^— jf=  o  ,  on  a  vu  qu'en  compa- 
rant les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la  formule,  nous 
fommes  parvenus  à  cette  équation 

^4«f-^4r«r^3*.  ^j  dans  cette  équation— jj -h ll£±lî!i'== 
— «,  de  forte  que  fi  — w  eft  égal  à  tf£±ifîL^  on  aura—  n 
==o,  &  par  conféquent  l'équation  fe  réduira  à 


&  tirant  la  racine  quarrée  on  aura^ -H  fX^^-c  =.j  x--sx- 
v/i/&  mettant  la  valeur  de— j  qui  eft  *-^^^^,  on   aura  y 


l*-i-.=lfMitif£î^. '^  X  Vi  ou  ^  +  tx  +  c=^±=^ 
•J-JfXv/i  qui  fe  réduit  à  j^r=îl±il^-+-llcx^i—J*—f 


•  I 
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=  o  ,  qui  eft  un  lieu  à  la  ligne  droite.    . 

Et  dans  cette  équation  prenant  la  ligne  a  pour  Tunîté  y  'on  a 

|/;|=  ^i?  =  ^^—  ,  6c  prenant  une  moyenne  proportionnelle  k 

entre  ja  &  a  y  on  a  As»  y^jaa;  prenant  de  même  une  moyen- 
ne proportionnelle  /  entre  4a  &^,  on  a /=  ^4^3^^  >  donc  on  a 
aufC  \  =  ^^ = v^^^  &  par  conféquent  Téquation  fe  réduit  à  y 

ment  en  fuivant  les  régies  données  ci-deflus. 

Dw  Lieux  à  ^hyperbole  entre ps  ajymptotes. 

7 j.  Soit  l'équation  xy  —  ^^;e  — ry=o;  il  n'y  a  ici  que' le 

quarré  xx  d'une  inconnue ,  &  le  plan  xy  s'y  trouve  ;  donc  Pé- 
quation  eft  à  l'hyperbole  entre  fes  afymptotes  :  c*eft  pourquoi  je. 

f)rens  danp  le  Chapitre  3^  (  A^.  3  y .  )  la  première  des  deux  formu- 
es  que  nous  avons  trouvées  pour  Thyperbole  entre  fes  îtfympto* 
tes  j  parce  que  c'eil  dans  celle-là  que  le  quarré  xx  fe  trouve  y  ôc 
cette  formule  efl 

&  comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  la  pro^ 
pofée y  je  trouve,  i^  j  =  -^  &  faifant  b=^m  j'ai ^=  n.  at^  —  c 

mt        ce  ci  «  «/  j  nt  - 

= --ou-=j  OU  7-=J.  3  .r — »'=o,  donc  -=r5&met- 

tant  les  valeurs  de»  &  j,  j'aiy  =  r.  4®.  ~  —  mps^o,  ou^ 

esB  »^ ,  &  mettant  les  valeurs  de  j  ,  r ,  j'ai  ^  s=:p. 

Comme  toutes  les  grandeurs  font  ici  pofitives ,  je  vois  que 
je  dois  conifruire  de  même  que  dans  la  Figure  13.  qui  eft  la  con- 
llru£lion  de  la  formule  générale. 

Je  fais  donc  fur  un  point  d'une  droite  indéfinie HI  (  Fi^.  Jî*  ) 
un  angle  ÇPI  égal  à  l'angle  que  les  afymptotes  doivent  faire 
entr'elles;  je  fais  PQs^a;  du  point  Q  &  d'un  intervalle =*  , 
je  décris  un  arc  du  côté  de  H  qui  coupe  l'indéfinie  HI  en  H , 
&  dans  le  triangle  HPQ  j'ai  HP=:ri  je  prens  de  H  vers  I  la 
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partie  HO  =  7  J  du  point  O  je  mené  OD  pandlcle  à  PQ ,  &  je 

prens  fur  OD  la  partie  OA =^;  je  mené  AB  parallèle  6c  égale  à 

HP = e  ;  du  point  B  je  mené  BC  parallèle  à  PQ  ôc  égale  à  ^  î  en- 
fin du  point  C  je  décris  entre  les  afymptotes  AD ,  AB  Thyper- 
bole  ZX  y  sdnfi  qu  il  a  été  enfeigné  dans  la  troifiéme  partie  de 
notre  Théorie  &  pratique  du  Géomètre^  &  cette  hyperbole  eftle 
lieu  cherché. 

Car  d  un  point  pris  entre  O  &  I  menant  RV  parallèle  à  PQ , 
je  nomme  rïR=Jc,BV==y;  les  triangles  femblables  HPQ, 

HRSdonnentHQ,HP::HR,HS,donc*,  f::;c,2î  =  HSî 
les  mêmes  triangles  donnent  HQ ,  PQ  :  :  HR ^  KS,  donc  b,a 
;::c,  ^=^RS,doncTV=RV— RS— STou  AO=>r—  f 
—  j  y  &  AT  =  OS=HS — HO  =  j  —  ^  j  or  par  laproprié- 
té  de  l'hyperbole  onaABxBC=ATxTV,  donc~-  =  Ç_y 

— ^j^=o ,  &  divifant  tout  par  ^  on  îi  xy —  ^  x^ — fy=a  o  qui 
cft  réquation  propofée. 

Soit  l'équation  xy  •+-  j- Jjy— ^ — ^^=o  i  c*eft  le  quarré  yy 

Î|ui  fe  trouve  dans  cette  équation ,  c*eft  pourquoi  je  prens  la 
econde  formule  du  Chapitre  3*^(  A^*  3îO  qui  eft 

—  ry. —  «y 
&  comparant  les  termes  de  cette  formule  avec  ceux  de  la  pro- 
pofée, je  trouve.  1®.  js= —  '-^  faifaht  *=5^m,  j'ai  ar=' — ». 
20._^s=  o,  donc  i=o.  3®.— </= — r,  donci:=:r.4*.-^A 
ss — mp  ohghsstnp,  6c  mettant  la  valeur  de  m  j'zigh^^èp  6c 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  14.  qui  eft  la  conftruâion 
de  cette  féconde  formule,  la  droite  CRssj  eft  nulle ,  6c  que 
par  conféquent  AP  doit  tomber  fur  l'afymptote  RT,  6c  que  le 
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triangle  ABE, doit  être  dans  un  fens  différent. 

Je  fais  donc  à  un  point  B  (  Fig.  y 4.  )  d  une^  droite  indéfinie 
HS  un  angle  DBS  égal  à  Tangle-que  les  afymptotcs  doivent  faire ^ 
jeprens  BD==^;  du  point  D  pris  pour  centre,  &  d'une  inter- 
valc=A  je  décris  un  arc  du  côté  de  H  qui  coupe  la  droite  SH 
en  H ,  &  dans  le  triangle  BDH  j'ai  HB = Cy  du  point  H  je  mené 
une  droite  indéfinie  HAI  parallèle  à  BD  fur  laquelle  je  prens  HA* 
=^;  du  point  A  je  mené  AQ  parallèle  &  égale  à  BH  —  r  i  du 

pointQje  mené  QR  parallèle  à  AI  &  égale  à^  \  enfin  du  point  R 

je  décris  entre  les  afymptotes  DA  >  AI  une  hyperbole  ZX  qui 
cft  le  lieu  cherché. 

Car  d'un  point  quelconque  P  pris  entre  H  &  I  menant  PK 
parallèle  à  H JD,  je  nomme  HP  =  Xy  PK  =^  ;  du  point  K  je  mené 
KM  parallèle  à  HI,  ôj:  par  conféquent  KM=HP=:c  &  HM 
s=  PK  =^  i  les  triangles  femblables  HBD ,  HMN  donnent  HD, 

HB  :  :  HM ,  NH ,  donc  hyeiiy^j  —  HN ,  les  mêmes  triangles 
donnentHD,DB::HM,NM,*,a::^,f  =  NM,doncOK 

:=KM+NM— NOouHA=r:v-H?— ^,AO  =  HN  =  f,  or 

par  la  propriété  de  l'hyperbole  on  a  AQ  x  QR  =  AO  x  OK  y  donc 
^  =  y  -H  ^  —  ^i  ^  multipliantpar  è ,  puis  dîvifant parr ,  & 
enfin  faifant  tout  pafTer  dans  le  fécond  membre  on  aura 

yx^^yy — ày — gh=Oy  qui  eft  Péquation  propoféc 

Soit  réquation  xy — ^  j^  -+•  rjc-4-  df=z  o  ;  il  ne  fe  trouve  ici  que 

le  plan  xy  fans  aucun  des  quarrés  x^yy^  ;  c'eft  pourquoi  je  prens 
l'une  ou  Paultre  des  deux  formules  ci-deflus,  par  exemple  la  pre- 
mière y  &  comparant  les  termes  y.  je  trouve. 

1  .  —  =  0,  aonc»  =  o  ocw3  =  ^.  2°.  — =r  ou- J=f-ou  r 
=:j.  3^  fA:==  —  rxy  donc  f= — u  4^  df=^  — mp  ==  sr 
— mpy  &  mettant  les  valeurs  dcm,  s  y  r ,  j'ai  df=^-^  j  —  ^  y 
d'où  je  tiredf^j=z — epou^^'i^f^= — ^/?,jefais«=tf,  ôc 
par  conféquent  a  =  ^ ,  ce  qui  donne  ^-h  j.==-— ^, 
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Or  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  13.  qui  eft  la  con- 

lïmâion  de  la  formule  ^ la  droite  AE=»doit  être  nulle,  &  que 

AB=m  doit  tomber  fur  AE  =  e.  2^.  Que  la  droite  CR  =  r  doit 

être  menée  de  l'autre  côté  de  AE  à  caufe  dcc= — r.  3^.  Que 

la  droite  TV  doit  être  menée  de  Fautre  côté  à  caufe  de  /-f-y 

Pour  conftruire  cette  équation  je  mené  une  ligne  droite  HI 
=  a{Fig.^^.)  y  fur  laquelle  je  prens  de  H  vers  I  laT partie  HB 

=^ ,  au  point  B  je  fais  l'angle  SBH  égal  à  l'angle  que  doivent 

faire  les  afymptotes  }  je  fais  BO=r,  du  point  O  je  mené  Or  ^  OT 
parallèles  &  égales  chacune  à  HI  =  ^  ;  aux  points  r ,  T,  je  mené 

tti ,  TV  parallèles  à  OB ,  &  égales  chacune  à  -^-H  j  ^  mais  TY 

eft  dans  un  fens  oppofé  ;  enfin  du  point  u  je  décris  entre  les  afynip- 
totes  SO  j  Or  une  hyperbole  «x ,  6c  du  point  m  où  elle  coupe  HÉ  , 
menant  m«  parallèle  à  BO^l'arc  indéfini  wxeftlelieu  de  l'équation. 
Car  d'un  point  quelconque  p  pris  entre  m  &  B  menant  r^  pa- 
rallèle à  BO ,  je  nomme  lip=^x  ypq  '=yy  donc  rO  =  B/?==ÉH 

^—  Hp  =  j-  —  xfii  rq==^p'^ir=y'+^i  or  par  la  propriété  de  l'hy- 
perbole j'ai  Orxrq=Otxtu  ou  OTxTV,donc  ^  — y^^^  —  ^* 
=^-H^ ,  &  tranfpofent  tout  dans  le  fécond  membre,  on  aura 
yX'-^^y^cx^  dfi=  o  ,  qui  eft  Péquation  propofée^ 

RE  M  A  R  Q^U  E     L 

74.  Si  ontrouvoit/?  =  o  l'hyperbole  ne  pourrorT  pas  fe  cor- 
flruire ,  mais  alors  l'équation  deviendroit  un  lieu  à  la  ligne  droite  ; 
car  fi  dans  la  première  formule,  par  exemple  ^  on  efiàce  le  terme 

— iwp,  le  reftefera  xy —  -  jcx—  ^j^-H^x — r.v-i-— ''=20;  & 
multipliant  par  ^,  &  divifant  par  m ,  on  aura  ^xy —  ~^xx  —  sy 
H- -AT — -:v-4-jr=o,  &  divifant  par ;^*  —  ^,  on  aura  y— r 
5  «— r = o ,  qui  eft  une  équation  à  la  ligne  droite. 


9}^) 
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REMARQUE     IL 
Touchant  les  Lieux  en  généraU 

7y,  Toute  équation  indéterminée  du  fécond  genre  a  pour  lieu 
quelque  fe6lioh  conique.  Car  i^.  Si  Téquation  ne  contient  que 
Fun  des  deux  quarrés^* ,  x*  fans  le  plan  xy ,  le  lieu  eft  une  pa- 
rabole. 2^  Si  les  deux  quarrés  jf* ,  x^  s'y  trouvent  avec  le  plan 
*y ,  &  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  ce  plan  foit 
égal  à  la  fra£Uon  qui  multiplie  Tun  des  deux  quarrés  ^* ,  x^^  le 
lieu  fera  encore  une  parabole.  3^  Silei  deux  quarrés^* ,  x^  ont 
le  même  figne  fans  le  plan  xy  y  le  lieu  fera  une  Ellipfe  ou  un  cèr^ 
clc.  4^.  Si  les  deux  quarrés  j^* ,  x^  ayant  le  même  figne  >  le  plan 
xy  s'y  trouve ,  &  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  xy 
foit  moindre  que  le  coefficient  de  l'un  des  quarrés  y*^  Jc* ,  le  lieu 
fera  encore  une  Ellipfe  ou  un  cercle,  y®.  Si  les  deux  quarrés^*  > 
x^  fe  trouvent  fous  différens  fignes ,  fans  le  plan  xy  ,  le  lieu  fera 
une  hyperbole  ou  deux  hyperboles  oppofées  rapportées  à  leurs 
diamètres.  (J^.  Ce  fera  encore  la  même  chofe  fi  les  acux  quarrés^*, 
x^  ayant  les  mêmes  ou  diffifrens  fignes ,  le  quarré  de  la  moitié  du 
coefficient  de  xy  eft  plus  grand  que  le  coefficient  de  J  un  des 
quarrés  y^ ,  jc*.  7°.  Enfin  fi  le  plan  xy  s'y  trouve  fans  les  quarrés 
y^  j  x^y  ou  avec  un  feul  de  ces  quarrés, le  lieu  fera  une  hyper- 
bole entre  fes  afymptotes.  Or  on  ne  fauroit  imaginer  d'équation 
du  fécond  degré  qui  n  aye  quelqu'une  de  ces  con£tions.  Donc 

R  E  MA  RQ^UE     m. 

76.  Si  à  Timitation  des  formules  du  Chapitre  IIL  &  des  con-^ 
{trustions  qui  leur  repondent,  on  en  faifoit  pour  les  feâions  coni- 
ques du  fécond  genre,  du  troifiéme,  du  quatrième ,  &c.  ces  for- 
mules ferviroient  à  trouver  les  lieux  des  équations  indéterminées 
du  troifiéme  degré ,  du  quatrième  ,  &c.  de  la  même  maniéré 
que  nous  avons  trouvé  ceux. des  équations  du  fécond  degré  ;  c'eft 
pourquoi  il  feroit  inutile  de  nous  y  arrêter  plus  long-tems. 
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CH  API  T  RE    VL 

De  la  manière  de  conjlruire  les  Problêmes  indéterminés. 

77.TT^  N  général  la  meilleure  façon  de  refoudre  un  Problème 
Pj  eft  de  fuppofer  la  chofc  faite ,  de  marqueriez  grandeurs 
connues  des  premières  lettres  de  T  Alphabet  y  ay  b  yc  ,d  y  &c, 
les  inconnues  des  dernières  lettres  jc,^,x,  &c.  de  remplir  tou- 
tes les  conditions  du  Problême  en  faifant  autant  d'équations,  & 
enfin  de  comparer  ces  équations  entr  elles  de  façon  que  s'il  fe 

f)eut ,  il  ne  s'y  trouve  plus  qu'une  inconue.  Lorfque  cela  arrive , 
e  Problême  s'appelle  déterminé ,  ôc  on  le  conftruit  ainfi  qu'il 
fera  dit  plu«  bais  \  mais  lorfqu  on  ne  peut  pas  réduire  le  nombre 
des  inconnues  à  une  feule  y  le  Problême  s'appelle  indéterminé. 
Or  en  ce  cas  y  û  l'équation  eft  du  premier  degré  y  fon  lieu  fera 
une  ligne  droite^  fi  elle  eft  du  fécond >  fon  lieu  fera  une  feâion 
conique  du  premier  genre  y  6c  ainfi  de  fuite.  Nous  allons  en 
donner  quelques  exemples. 

78.  Deux  lignes  droites  AB  y  CD  y  parallèles  entr^ elles  étant 
données  (Fig.  $6.) y  &  une  droite  KQ  faifant  avec  elles  un  angle 
donné  y  trouver  une  ligne  EF  parallèle  à  AC  ,  qui  tombe  fur  AB  j 
&  quifoit  de  telle  nature  ,  que  fi  on  la  prolonge  jufqu'â  ce  qu^elle 
rencontre  CD  en  G  y  le  quarré  de  EF  fois  égal  a  Pabfcijfe  CG  muln 
tipliée  par  une  ligne  quifoit  à  CG  j  comme  la  ligne  donnée  HI  ejl 
à  la  ligne  donnée  LM. 

Pour  refoudre  ce  Problême  je  fuppofe  la  chofe  faite  y  &  je 
nomme  CG=^Xy  EF==y,HI=j,  LM==^,  parla  condi- 
tion du  Problême  la  droirc  qui  doit  multiplier  CG  doit  être  à  CG 

comme at^zb  y  donc ^,  ^  ::«>-,&  par  conféqucnt  j  eft  la 


droite  qui  doit  multiplier  CG,  donc  j'ai  jjy=—  ,  &  tirant  la 

facînc  quarrée  ,  j'^i^=5=jtf  ^«  ;  &  toutes  les  conditions  du  Pro- 
blême étant  remplies  ,  il  me  reôe  deux  inconnues  ;  donc  Téqua- 
tion  eft  indéterminée  ,  ôc  comme  elle  eft  du  premier  degré ,  fon 
lieu  eft  une  ligne  droite. 

Pour  conftruire  cette  équation ,  je  prcns  fUr  CD  une  partie 
CG  à  difcretion,  &  quoi  qu'elle  me  foit  connue^  je  Pappeile^i 
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du  point  G  je  mené  Findéfînie  GE  parallèle  à  AC  ;  je  prens  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois^  lignes  LM,  HI,  CG,  la- 
quelle eft  par  conféquent  j.  Je  prens  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  x  &  ~  ,  &  l'appellant  j^ ,  je  la  porte  de  F  en  E ,  du 

f'oint  E  je  mené  la  droite  AZ ,  &  je  dis  que  AZ  eft  le  lieu  de 
équation  ,  c*eft-à-dire  que  fi  d'un  point  quelconque  P  de  cette 
droite  on  mené  PQ  parallèle  à  AC ,  le  quarré  de  PR  fera  égal 
à  CQ.multipli^  par  une  ligne  qui  foit  à  CQ  comme  ac&kt. 

Car  par  la  conftruclion  j^ai^^  =  ^  ^  donc^  =  x^^  ,    ainfî 

FE=^fatîsfait  déjà  au  Problême.  Or  appellant  CQ=Zy  PR 
=/# ,  les  triangles  femblables  AFE ,  ARP  donnent  EF ,  RP  :  : 
AF  ou  CG  ,  AR  ou  CQ ,  donc  ^ ,  »  :  :  :c,  ^ ,  &  par  conféquent 
y^ ,  u^  ::x^  y  z^  j  &  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  la 

même  grandeur  j  on  aura  ^*  ,  «*  :  :  ^  **>f  x*  i  mais  y^  =  jx^^ 

donc  u^  =  j  z"" ,  ou  u^^=zx  ^j. 

7p.  Deux  lignes  droites  AB  ,  CD  (Fig.  5:7.)  étant  données ^  cou^ 
pet  AB  f«  un  point  P ,  dr  trouver  une  autre  ligne ,  laquelle  étant  mul- 
tipliée par  CD  foit  égale  au  reâlangle  AP  x  PB. 

Ce  Problême  eft  facile  à  refoudre  par  la  fimple  Géométrie,  & 
je  ne  le  refous  autrement ,  que  pour  faire  voit  Tapplication  que 
l^on  peut  faire  des  lieux  géométriques  dans  les  cas  que  la  fim-; 
pie  Géométrie  ne  peut  refoudre. 

Suppofant  la  chofe  faite  ,  je  nomme  AB=^,  CD  =A,  AP 
=  jc,  &  Pinconnue  que  je  cherche  ==y ,  donc  PB  =  ^ — Xy  &c 
par  la  condition  du  Problême  j'ai  ArxFB=^yxCD  ,  &  par 
conféquent  ^ix — xx^=yby  ou  xx — aX'^yb=o  y  &  toutes  les 
conditions  du  Problême  étant  remplies ,  il  me  refte  deux  incon- 
nues >  donc  le  Problême  eft  indéterminé. 

Pour  le  refoudre ,  j*obferve  qu  il  n  y  a  dans  Téqùation  que  le 
quarré  xx  fans  le  plan  xy  ,  ainfi  Téquation  eft  à  la  parabole  ;  c'eft 
pourquoi  je  prens  dans  le  Chapitre  III  (A^.  |o.)  la  formule  x*: 

'^m^y'^^y^>  &c.  où  le  quarré  x^  fe  trouve  fans  fraûion  ; 
&  comparant  les  termes  de  Téquation  avec  ceux  de  la  formule  y 
je  trouve 

i^^  =  o>  donc  n=Op  &Lm=ey  &  faifantw^=a  ,  j'ai 4 


N 
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^=m=^.2^  '^ax=i — 2rx  y  donc  a=  2r  y  6cia  =  r.  S^.l^y 

= —  m  J'  =  — py  j  ^^^'^  * = — P*  ^^rr-^  sp=s=z  o,  ou  rr=^ — sp, 
&  mettant  les  valeurs  de  r  &  de  — p ,  j  ai  ^  ^^ = ^j  >  &  ^  =  j. 

Et  ceci  me  ^t  voir  que  dans  la  Figure  7 ,  qui  eft  la  conftruc- 
tlon  de  la  formule  ,  la  parabole  doit  tourner  fa  concavité  du  coté 
de  AP  ,  à  caufe  4e  ^  =  — p. 

Pour  conftruire  Féquation  je  prens  fur  AB  de  A  vers  B  la  par- 
tie AO=x^i  du  point  O  je  mené  la  droite  OH  =^  faifant 

avec  AB  un  angle  quelconque  ,  H  cet  angle  n'eft  pas  donné  ;  fur 
le  diamètre  OH  avec  le  paramètre  CD  =  HI  =  ^  je  décris  une 
parabole  AHB  du  côté  de  AB«  i"^.  La  droite  AB  eft  une  double 
ordonnée  au  diamètre  OH ,  car  par  la  propriété  de  la  parabole  on 

aHOxHI=ÔB,  donc^^x*=^doitêtreégalàÔB,  &  en 

effet  OB  =i  ^  &  ÔB  =  ^.  2<^.  Si  d  un  point  quelconque  P  de 

la  droite  AB  on  mené  la  droite  PN  parallde  à  HO ,  on  aura  tou- 
jours PNxHI  ouPNxCD=APxPB,  &  par  conféquent  le 
Problême  eft  refolu  &  la  courbe  AHP  en  eft  le  lieu. 

Car  du  point  N  menant  l'ordonnée  MN  &  appellant  AP=a;, 
PN=^,onauraMN=:A:— .i^,&PB==^--;c,&MH=HO 

— MO=  HO — ^NP  s=  ^  — y  i  par  la  propriété  de  la  parabole 

BOUS  avons  ÔB ,  MN  :  :  OH,  HM ,  ôuÔB^  ^P:  :  OH,MH, 

&  divifant  ÔB, ÔB— ÔP  :  :  OH,  OH—  HM  :  :  OH,  NP  , 

&  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  HI  ==  CD  ;  OB ,  OB 

^ÔP::  OHxHI,NPxHL  OrÔB  =  OHxHI,  donc  ÔB 

— OP = NP  X  HI  ;  mais  AB  étant  divifée  en  deux  également  en 

O ,  &  en  deux  inégalement  en  P ,  on  a  AP  x  PB  =  OB  — ^  OP  , 
donc  AP  X  PBe=  NP  X  HI,  &  mettant  les  valeurs  de  ces  lignes 
on  a  ax — xx=iby ,  ou  xx — ax-^ty  ==0 ,  qui  eft  la  même  équa- 
tion que  nous  avons  à  conftruire. 

KE  M  AR  J^UE. 

Zo,  II  ne  fera  pas  hors  de  propos  d'obferver  ici,  que  larefblu- . 
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tion  d  un  Problême  fait  fouvent  découvrir  des  Théorèmes  & 
d'autres  Problêmes  ,  auxquels  an  nauroit  peut-être  jamais  fait 
'    attention.  Par  exemple,  de  ce  que  nous  avons  trouvé  ax — xx 
=  ^j/ ,  il  s'enfuit  le  Théorème  fuivant. 

Deux  douties  ordonnées  RN,  AB,  âun  diamene  rP une  parabole 
i$ant  données^  fi  de  t  extrémité  de  la  ^moindre  on  mené  fur  la  plus 
grande  une  droite  NP  parallèle  au  diamètre  ,  le  r/Ûangk  AP  x  PB 
des  parties  de  la  grande  ,  que  cette  droite  coupe  ^  fera  égal  au  reB an- 
gle WP  X  \{lde  cette  droite  par  te  paramètre  ,  ou  au  reôlangle  MO 
xHîy  delà  partie  du  diamètre  interceptée  entre  les  deux  ordonnées  , 
multipliée  par  le  paramètre , 

Et  de  là  on  tire  la  manière  de  refoudre  le  Problême  fuivant, 

La  direSlion  des  diamètres  d'une  parabole  étam  donnée  j  &  trois 
points,  N  ,  R ,  B ,  étant  auffi  domésj  faire  pajfer  la  parabole  par  ces 
trois  points. 

Je  joins  les  points  NR  par  une  ligne  droite,  aihfi  NR  fera  une 
ordonnée  à  quelque  diamètre.  Je  divife  NR  en  deux  également 
en  M,  ôc  fuppofant  qu'on  demande  que  les  diamètres  (oient  pa- 
rallèles à  la  ligne  TV ,  je  mené  par  le  point  M  la  droite  indéfi- 
nie OH  ,  qui  fera  par  conféquent  le  diamètre  de  NR  ;  du  point 
donné  B  je  mené  BA  parallèle  à  RN ,  &  je  fais  OA  =OB  ,  ainfî 
AB  eft  auflî  ordonnée  au  même  diamètre.  Du  point  N  je  mené 
fur  AB  la  droite  NP  parallèle  au  diamètre  ,  &  par  conféquent 
APxPB  =  NP  x/?,  &  NP,  AP  :  :  ?B^p  ,  donc  pour  trouver  le 
paramètre  p  je  prens  une  quatrième  proportionnelle  CD  aux  trois 

liffnesNP,AP,PB.DemêmeMN==;;xHMdonc::;^,MN, 
HN ,  ainfi  prenant  une  troifiéme  proportionnelle  au  paramètre^ 
«=  CD  &  à  ïordonnée  MN  cette  troifiéme  proportionnelle  fera 
égale  à  la  diftance  HM  du  fommet  à  l'ordonnée  NR.  Décrivant 
"^  donc  la  parabole  au  fommet  H  elle  palfera  par  les  trois  points 
R ,  U ,  B. 

8 1 .  Une  ligne  droite  AB  (Fig.  y  8.)  étant  donnée  ;,  la  couper  en  deux 
points  C ,  D  j  en  forte  que  le  rectangle  de  la  première  partie  kQ^par 
la  troifiéme  DB  fait  égal  au  quarré  de  la  moitié  de  la  féconde  CD. 

Suppofant  la  chofe  faite  y  je  nomme  AB=^,  AC=:>^/CD 
s=A;>doncBDs=AB  —  AC  — CD=^— ^ — j^.  Or  par  la  con- 
dition du  Problême ,  j'ai  AC  x  DB==^ CD ,  donc  ay  — yy — yx 
==^:vAr,  &  tranfpofant ,  j'aij^j;-+-^x-t-iA:Jc  —  a>'=o,&  comme 
foutes  les  conditions  du  Problême  font  remplies,  &  qu'il  me  re- 


iT  LE  Calcul  Intjsgral,  Livre  L  131 
ûc  deux  inconnues ,  la  queftion  eft  indéterminée^  Or  dans  cette 
équation  ks  quarrés;^^,  ;v» ,  fe  trouvent  avec  les  mêmes  fignes , 
&  Je  quatre  i  de  la  moitié  du  coefficient  du  plan  vjc  eft  égal  au 
CoeiËcient  ^  du  quatre  at»,  donc  l'équation  eft  à  ïa  parabole. 

Comparant  donc  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux  de  la 
première  formule  du  Chapitre  III,  (N.  3 1.)  ou  le  quarré  y^  fc 
trouve  fans  fraâion ,  je  trouve 

1^  —  *"  =  i,donc — 2n=^m ,  &  faifant  m=^aJ}2Li  —  2»==  /. 
&  \a=z — n.  2^.2r=za^doncla=r.  s""'— —  2=o,donc 

—  =  ^  ,  ou  2nr=ep ,  &  mettant  les  valeurs  de  «  6c  de  r ,  j'ai 

—  ^=epyOU  — îî  =py  ou  ^= — /?•  4^  rr-i-5/?=o  ,  donc 

rri=i  '^sp^  &  mettant  les  valeurs  de  r  ôc  de  — p,  'fsLÏjaa= 

•+•  ;7  J  >  d  ou  je  tire  1-^=  /• 

Or  ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  6^  qui  eft  la  conftruc- 
non  de  la  formule ,  le  triangle  AEB  doit  avoir  une  pofition  op- 
pofée  à  caufe deia=  — »,  &  que  la  parabole  doit  tourner  fa 
concavité  du  côté  de  D ,  au  lieu  de  la  tourner  du  coté  de  G  à 

caufe  de  ^  = — p. 

Pour  conftruire  Téquation  (F/>,  j8.)  >  je  fais  un  triangle  rec- 
tangle HFE  dont  Thypotcnufe  «E  ==  ^ ,.  &  le  côté  Et  =  -^  ^ , 
ainfij'ai  HF=^;  je  mets  ce  triangle  dans  une  jpofition  oppofée 
à  celle  de  la  Figure  (5  j  à  caufe  de  t^= — ^  i  je  prens  lur  HF 
la  partie  HO=ïy^;  du  point  Ô  je  mené  OP  parallèle  &  égale  à 
FE=S7^;  parle  point  P  je  mené  ZE  parallèle  à  HF,  &  fur  le 

diamètre  PZ  avec  un  paramètre  =  —  ^  je  décris  la  parabole  HPV 

qui  tourne  fa  concavité  du  côté  de  H ,  &  je  dis  que  la  partie  ' 
HPV  comprife  entre  le  fommetP  ôcla  droite  HV  parallèle  à  BE 
eft  le  lieu  de  l'équation. 

Car  d  un  point  quelconque  S  pris  entre  H  &  N ,  menant  YR 
parallèle  à  F£,  je  nomme  HS=^,  S  Y  ou  STssrsv  ;  les  triangles 
îemblables  HEF ,  HSR ,  donnent  HE  ,  EF  :  :  HS ,  SR  ;  dotic 
a^^a:  :  x  y  -^x  ^  donc  SR=h-Y'*  il"  mêmes  triangles  don- 
nuit  HE,HF  ::  HS,  HR,  donc^,^::;c,i*  =  HR  ,  donc  YX 

=SY4-SR— XR  ouOP,:=y-HiJc— i^.ouXT«XR 

R  iij 
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—  RS— TS=ia— i*— ;;,&XP=:HO— RH-:ie— ^% 

or  par  la  propriété  de  la  parabole  nofls  avons  XY  ou  XT=  XP 
xp  ;  mettant  donc  les  valeurs  de  ces  grandeurs  ,  nous  aurons^* 
^yx-^^xx — ay — ^ax-^^aa^^aa — ^  ax  ,  &  corrigeant 
Texpreflion  nous  aurons^*  -^yx  -f-  ~  xx —  ay=^o^  qui  eft  l'équa- 
tion que  nous  avions  à  conftruire. 

La  parabole  HP  V  paffc  paç  le  point  H ,  car  alors  ZP  x  f  ==ZH  , 

mais  ZP  x/7=i^^x-  =  iatf,  donc  ZH  dpit  être  =  ^  ^  ^ ,  ce  qui 

eft  efFeûivement  vrai  puifque  ZH  =  EF=~a^  à  caufedes  pa- 
rallèles. 

Quand  le  point  S  tombe  en  H ,  alors  HV=HZ  -f-ZV^s- 
a'^\a=payài  par  conféquent^=^,  &  x=^oi  or  il  faut  re- 
marquer que  tous  Ics^  compris  entre  HV  &  PN ,  vont  en  dimi- 
huant  jufqu'au  dernier  PN  qui  eft =-J:tf,  à  caufe  que  dans  las 
triangles  fcmblables  HEF,  HNO ,  on  a  HF,  EF  :  :  HO,  ÔN^ 

ou^,  \a  ::  i^^  i'j^=i^»=NO=NP,  &  tous  les  x  corret 

pondans  à  tous  ces  y  vont  en  augmentant  ;  mais  lorfque  les  j^  de- 
viennent moindres  que^^  a ,  tek  que  font  TS  &  tous  ceux  qui 
font  compris  entre  la  courbe  DH  &  la  droite  HN ,  alors  tous  les 
X  correfpondans  vont^n  diminuant.  Ainfi  lacourbe  VP  eft  le 
lieu  de  tous  les  j^  plus  grands  que  ^a ,  &  la  courbe  PH  le  lieu  de 
tous  les^  moindre  que  ^^. 

82.  Une  ligne  AC  (Fig,  jp.)  étant  donnée  y  confiruirefwr  cette  li- 
gne un  triangle  ABC  dont  les  quartés  des  câtés  AB  j  BC ,  /aient  erh 
tr^eux  comme  les  deux  lignes  c  ,  d. 

Suppofant  la  chofe  faite ,  j'abàifle  du  fommetB  la  perpendi- 
culaire BP  fur  la  donnée  AC^  &  j'appelle  AP=s=  a:  ,  &PB==y, 
AC=tf,  &PC  =  a — x.  Dans  le  triangle  reûangle  ABP,  /ai 

AB==ÂÎM- PB  ==x*-HyS  &  dans  le  triangle  redangle  ABC, 

j'ai  BC=PC-hPB  =  /i* — nax^xx-^y^.  mais  par  la  condi- 
tion du  Problème  x*-»-y*  ,  a* — :iax^xx'^yy  ::cydy  donc 
dx^  ^dy''—  ca^ —2acxr^  cxx  -^cyy  y  ai  retranchant  cx^  &  cy^ 
départ  &  d'autre,  j'ai^* — cy^-^dx^ — cx^=^ça^  —  2acx'j  ôc 

divifantparrf— r,j'ai^*-hJif*=  ^"5^^^*  ^  ou^*-+-x*H-^3^ 

—•  |~ = o ,  6c  toutes  les  conditions  du  Problême  étant  remplies, 
il  me  refte  deux  inconnues. 
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Or  dans  réquation  que  je  viens  de  trouver  les  deux  quarrés  jy* , 

X* ,  font  tous  deux  polîtifs  6c  fans  coefficient ,  &  le  plan  xy  ne 

s'y  trouve  point,  donc  cette  équation  eft  au  cercle.  Ceft  pour- 

2UOÎ  comparant  ces  termes  avec  ceux  de  la  formule  générale  du 
Chapitre  III.  [N.  32.)  ,  je  trouve , 


1^ 

.  1!!  =  0  •  donc  » = 0  %  w  : 

m              ^                            ' 

—  f,  &faifanttf  = 

w> 

jai^ — 

:W 

^sp=ie. 

,  donc  -^  =  —  j, 

.3" 

^.2yr 

0, 

donc 

r=o  ,  &  rr=o.  4^  — 

C4* 

ou 

£i  + 

ss 

—  tt 

,  &  mettant  la  valeur  de  j 

— 

rfou 

rff4*- 

—  crfl*-f-fffl*           Hc4* 

Ot  ceci  me  faitvoir  que  dans  lalF igure  p  ,  qui  eft  la  conftruc- 
tion  de  U  formule  pour  le  cercle,  la  droite  EB=w=o,  que 
ABts=:m=Â£=:^,  queOH=r=o,  &  que  par  conféquent 
ABou  A£  doit  tomber  fur  IK,  enfin  que  AHs=  j  doit  être  de 
1  autre  côté  de  Ai. 

Pour  conftruire  Téquation  je  prolonge  la  droite  donnée  AB 
{Jig.  jp.)  du  côté  de  A,  &  je  fais  AO  =  ^|£^  ;  du  point  O  pris 

pour  centre ,  &  d'un  rayon  OS,  ou  OR=:     =1 ,  je  décris  un 

cercle  BRS ,  &  du  point  A  je  mené  QX  parallèle  à  BP ,  &  Tare 
QS  eft  le  lieu  dé  Téquation ,  c'cft-à-dire ,  que  fi  d'un  point  quel- 
conque B  de  cet  arc  on  mené  les  droites  BA  ,  BC  le  triangle 
ABC  aura  les  qualités  requifes. 

Car  du  point  B  menant  BP  perpendiculaire  fur  RP,  on  aura 
par  la  propriété  du  cercle  HP  ="ÔS — ÔP  ;  or  OP  =  AP  H-  O  A 
«x-+._,amfionay  =  ^7~^*--~-^,  ou  y 

•4-^-f-~  —     ^     =so,  &  divifant  le  numérateur  &  le 

dénominateur  de  la  dernière  fraûion  par  d — r ,  on  aura  y^  H-  ** 
*+•  ^^  X — '^^  =0 ,  qui  eft  Péquation  que  nous  avions  à  con- 
ilruire. 

L'arc  RB  eft  le  lieu  de  tous  \t%y  correfbondans  aux^— Jc,  car 
;£<i^iin  point  T  on  abaiife  TV  perpendiculaire  fur  RP ,.  on  aura 

K.iij 
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AV=:— Ai,  VT  =  y  ,  donc  VOfera— ;^  —  :^  oiTr^H-* 
fclon  que  le  point  V  tombera  en  delà  ou  en  deçà  du  centre,  & 
comme  la  propriété  du  cercle  donnera  toujours  1  V=OK  ou 
OS  —  O V y  on  aura  pour  lun  &  Tautre  cas^*  =? rr:zr;  —  x* 

zacx  noce  •  /*  t    •         i  a  \    ce 

• —  — -  —  .=r-7  qm  le  réduira  de  même  que  ci-deflus  a  y*  H-  ^*r 


ca* 


On  prouvera  de  la  même  façon  que  Tare  RX  eft  le  lieu  de  tous 
les  — ^^  corrcfpondans  aux  — jc  ,  &  l'arc  XS  le  lieu  de  tous  les 
— y  correfpondans  aux  -i-  at  ,  de  façon  que  fi  d'un  point  quelcon- 
que de  la  circonférence  du  cercle  on  mené  des  droites  aux  points 
A,  C  ,  on  aura  toujours  un  triangle  qui  refondra  le  Problème. 

8  î .  Une  ligne  droite  A  B  (Fig.  6o,)  étant  donnée ,  &  un  point  fixe 

C  hors  de  cette  ligne  ,  élever  fur  AB  une  perpendiculaire  FM  ^^njorte 

que  fi  de  (on  extrémité  M  'on  mené  au  point  C  la  droite  MC  ,  la  rai* 

fon  de  PM, i  MC foit  égale  à  la  raifon  a^  b  y  des  deux  droites  don^ 

nées  ay  L 

Il  peut  fe  faire  que  a  foit  plus  grand  ,  oii  moindre ,  ou  égal  à 
b  y  ce  qui  fait  trois  cas  que  nous  allons  chercher  féparement. 

Si  a  eft  plus  grand  que  by  je  fuppofe  la  chofe  faite ,  &  menant 
du  point  C  la  droite  CQ  perpendiculaire  à  AB ,  je  nomme  CQ 
s=  c ,  PQ  5=  X ,  PM  =:^.  Du  point  M  je  mené  MR  parallèle  à  AP 
ôc  qui  coupe  QC  prolongé  s'il  le  faut  en  L  ;  donc  ML= PQ 
;^:c,6cQL=:MP=;^,  doncCL=QL— QC=«;;— cift  le 
point  L  tomboit  entre  Q&  C  on  auroit  CL^=ic—y ,  ce  qui  eft 

—.a         --.s 

évident.  Or  dans  le  triangle  reftangle  MCL  on  a  MC ssuMLt 

+  CL  y  donc  foit  que  le  point  L  tombe  en  delà  de  C  ou  en  deça^ 

on  aura  MC=;c*-+-^* — 2ry-Hrr;  mais  par  la  condition  du 

Problême  on  aMP^MG::^,*,  donc  MPyMC  ::aa  ,  bby 
donc  yy ,  at*  -Hj^*  - —  2cy'^ce  \\  aay  A^ ,  &  par  conféquent  hbyy 
a=  aax^  H-  aay^  —  ^aacy  -i-  aacc ,  &  tranfpofant  tout  dans  le  fé- 
cond membre^  on  a  aay^  —  bbyy  -4-  aax^ — 7,aaty  H-  aacc  ===  o ,  & 

divifant  par  aa --*^ ,  on  a>^^ -4- ~^^ -"  ^1^ 

comme  il  refte  deux  inconnues  y  la  queftion  eftindétermlnée. 

Or  dans  cette  équation  les  quarrés  j^* ,  x^  ont  le  même  figne  y 
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&  le  plaa  xy  nesj  trouve  point  ;  donc  cette  équation  eft  àTEi- 
liple.  C'eft  pourquoi  coiiiparant  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule générale  du  Chapitre  III  (N.  3  3 .)  >  je  trouve 

1®.  ^=±=0,  doncyi=o,  m=^,,&  faifant  ^=mj  j'aîiî  =  ^ 


=iw.  2^ 7v= — 1-  =  ^  ,  donc  — rr=J^-  3  •     '    ■  =20 

valcursdcrr&de-,  jai  ^;;rTA  =  E=i^  ■~::=;;'*^P"^"n'^ 


>^      .  «^CCr  •••WW  -•«••»  -  M      ««.Ir 

..  ^—        ..—","      -^  =  «>  &  par  confé-' 
qaent ^.^^ s-s:^" — ^ —  ; 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  10.  qui  eft  la  conftra- 
ôion  de  la  formule  générale,  la  ^f^ite  EB=*«=  o,  que  la  droite 
ABss  m  doit  tomber  fur  la  droite  AE  ==  f ,  que  la  droite  A  H=j 
=^0 ,  6c  que  par  conféquent  le  point  A  doit  tomber  fur  le  point  H* 

Pour  conftruire  Téqùation  (  Fig.  60.  ) ,  je  prolonge  QL  indé- 
finiment, &  je  prens  QO  =~i^  J  du  point  O  je  mené  Tindéfi- 
nie-XZ  parallèle  à  AB  fur  laquelle  je  prens  de  part  &  d'autre  les 
parties  OV,  OY  égales  chacune  à  ^ -/^^n  9  &  fur  le  diamètre 

VY  avec  un  paramètre  égal  à  -^^^  x  ^-^zitb  ^  '^  décris  une 
Ellipfc  qui  eft  le  lieu  de  Téquation. 

Card'un  point  quelconque  M  menant  MP  perpendiculaire  fur 
AB,  MR  parallèle  à  AB,  &  la  droite  MC  ;  je  nomme  PQ  =  ML 
=sx,  âcnous  aurons  comme  ci-de(rusLC= y — four — ^^  félon 
que  le  point  L  fera  ou  en  delà  ou  en  deçà  du  point  C ,  je  pro- 
longe PM  en  T,  &  j'ai  TM=:PT  ou  QO-^LQ=:  ^~^^ 
---y ,  &  TO  =  ML  =  PQ  =  jc  ;  or  par  la  propriété  de  rjEllipfc 

onaTM,TO  — Toi:/?,  2f;donc™«Y6  — TO 

mettant  la  valeur ^——^  de  ^  ,  &  celles  des  autres  grandeurs, 
on  aura  .,>  —    >i     \^  ^.yy  =  \ î^^^ ou  y* 

M  —  tb*  aa  —  hh  ^^^  au — ob^  m  —  bh         J 

rr  -- — TT  -: Tl  HH       ■  .'\,z  '  BM  o  i  &  divifant  le  numera- 
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teur  ôc  le  dénominateur  de  la  dernière  fradion  par  aa'—bb,  on 

aura  y»  -+-  ^^il.  —ifî^^  h-  -fffi-  =  o  qui  eft  l'équation  V© 

nous  avionsà  conftruire. 

Sx  la  dtoitola  eft  moindre  que  la  droite  b  (Fig.  61.)^  je  mené  de 
même  que  dans  le  cas  précédent  la  perpendiculaire  CQ ,  6c  la 
droite  ML  parallèle  à  AB,  &  nommant  les  mêmes  grandeurs 

des  mêmes  lettres,  le  triangle  reôangle  LCM  donpe  MC==:v^ 
•+-j^*  —  2ry-f-r* ,  &  comme  par  la  condition  du  problême  on 

a  PM,  MC  ::  a^b, donc PM, MC  ::a^,  b''  ou^* ,  a:*-*-^*  —  2ry 
•+-r*::^*,  i*,  donc  A^^*==^*;c*-+-^*^*  —  aà^cy^à^c^,  ÔC 
tranfpofimt  tout  dans  le  premier  membre ,  on  a  b^y^ — a^y^  — a^x* 

-+-  2a^cy — aV*=o>  &  divifant  par  ^* — a^  on  aura^* — bh^a 

bb  -—  44  bb  —  éia  " 

Or  dans  cette  équation  les  q\jarrés  y^ ,  x^  ont  difFérens  fignes  ^ 
donc  fon  lieu  eft  une  ou  deux  hyperboles  oppofées  rapportées  à 
leur  diamètre;  comparant  donc  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule du  Chapitre  3.  {N.  34.  )^  j^  trouve 

1^ -=o,donc»==o,m=^*ôcfaifantiï=wj*aia=s^5=m. 

bb  —  aa         xmmt         if  bb  —  aa        *■      ^      bb  —  aa  ' 

doncrr^^=  — ^.4^  j  =  o.  50-— ~^<=rrztÇ■^&met- 
tant  la  valeur  de  rr  &  de  ^Jai— ./  ^  =;,  »  z±  , /  ^^  ^ 
^^ —  n — ^r=^=^£Â — r*  douieure  —  r*  —  r? ■ 

vh  —  44        bb  —  44  ^^  w  -•-  44  7  ^  bb  —  44 

=i±rr,ou ij:::::-;;;; ==  — gF^nï=-=tw,dou;evois 

que  pour  rendre  rr  pofitif ,  il  faut  prendre  le  figne  —  tt  ^  puîfqu'a* 
lors  on  aura —  ih^M  "^ — ttyOM  yÇZZTa  ^^  ^^  '  ^^^  '  ^^^^  ^^^^ 
un  fécond  diamètre ,  &  mettant  la  valeur  de  r=^TT^i^îZII  dans 
£T =  P^iai7i X  ^  , r        i==  P. 

^^  — •  44        ^  ^  '       bb^^aa  bb  —  44        ^ 

Ceci  me  fait  voir  que  dans  la  Figure  12.  qui  eft  la  conftra- 
âion  de  la  formule  pour  le  cas  prefent  la  droite  EB  =  w  =  0, 
que  la  droite  AB  =3=  m  doit  tomber  fur  AE = r ,  &  que  la  droite 
JiO  =  r  (ioit  iêtre  dç  Pautre  côté  par  rapport  à  la  droite  AE  j3c 
queAH  =  j===o.  ^         Pour 
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Pour  conftruire  l'équation  {Fig,  tf  i .) ,  je  prolonge  la  perpendi- 
culaire CQ  indéfiniment  de  l'autre  côté  par  rapport  a  AB.  Je  prens 
la  partie  QO  égale  à —1-.  Du  point  O  je  mené  une  droite  pa- 
rallèle à  AB ,  &  je  prens  fur  cette  droite  de  part  gc  d'autre  du 
point  Oies  parties  OV ,  OY  égales  chacune  à^^|^  ,  &  fiir 
le  diamètre  V  Y  pris  pj)ur  fécond  diamètre  &  avec  un  paramètre 

^g3^*Â£^x*^â2=^>  ï®^^"^^  ^^^  hyperboles  oppofées  qui 
(ont  le  lieu  de  l'équation^ 

Car  d'un  point  quelconque  P  de  la  droite  AB  menant  MN  pa- 
rallèle à  QC ,  &  ML  paraUele  à  AB ,  je  nomme  QPb=*,  PJVt 

^y,  donc  MT  =  MT-t-  PT  ou  QO  =zy^g^.  Or  par  la 

propriété  de  l'hyperbole  on  a  TM,  ÔY-i-Ôf  ::p,  2t ,  dono 

•Î^=ÔY— ÔTx  t,  &  mettant  la  valeur  rr^  de  i ,  &  cel- 

les  des  autres  grandeurs  on  a  ^»  H-  ^^y  ■+-  ^s  =£~. 

^  Mi:ii^  &  tranfpofant ,  on  a  jf^—  ^^;:^  -^  j^^:;;;^y 

*^     bb-'-aa''    =  O ,  &  divifant le  numérareur  &  le  dénomina- 
teur de  la  dernière  fraélion  par  bb — aa^  on  aura  enfin 

y  —bb:z:Z^bk^'-i^  ^^  ^^  léquauon  que  nous 

avions  à  conftruire* 

Si  les  lignes  a ,  b  font  égales  (  Tig.  62.  )  il  eft  vifible  que  PAI 
fera  égale  a  MC ,  &  que  par  cônlequent  la  courbe  qui  fera  le 
lieu  de  tous  les  FM  fera  une  parabole  dont  le  point  C  fera  le 
foyer,  &  la  ligne  AB  fera  la  aire£lrice,  donc  tirant  du  point 
C  la  perpendiculaire  CQ ,  &  la  divifant  en  deux  également  en  S  ^ 
le  point  S  fera  le  fommet  de  la  parabole ,  lé  quadruple  de  CS  en 
fera  le  paramètre ,  &  par  conféquent  on  pourra  la  décrire  & 
réfbudre  le  problême  fans  avoir  recours  au  calcul. 

Dans  le  premier  cas  j  c*eft-à-dire  lorfque  a  eft  plus  grand  que 
b  y  le  lieu  étant  une  EUipfe  (  Fig.  60.)  on  a  comme  le  fécond 

diamètre  V  Y  eft  à  fon  paramètre,  ainfî  lequarréOY  eft  au  quarré 

OS;  or  le  rapport  du  fécond  diamètre  à  fon  paramètre  eft  aa  —  bb, 


mrm 
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Q.aa—-2hb  ,  aa^i  :  :  aa-^bb  ,  aa,  donc  aa-^My  aa  :  :  ^jiirs  ♦ 
;;;^3j  ■— c,  donc  OS-t-OC 

l  — 


«I— W  ^  44 »"*"44 M"~ 


41—.» 


,  &  es  «  OS  ~  oc 


3^  *=^ ^;r=Ii ^=""ïï:::::ir==:;^rpdoncKCxCS^;^^ 

<*^  .     -=--;  Use  » 

-  mais  OV  =  j^jirjs  >  donc  KC  x  CS  =  OV  ^  &  par  conféquent 
le  point  G  cft  le  foyer  de  l^KlBpfe.         .  ' 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  dans  la  Figure  6  île  point 
C  eft  le  foyer  de  Thyperbole  ;  or  appellant  dans  les  trois  cas  ci- 
deffus  la  ligne  AB  diuShice^  il  fera  facile  de  refoudre  le  problê- 
me  fuivant, 

Lt foyer  C  éTunêfe^im conique  {Fîg.  60^61. 62.)  étant  dotméjoveir 
la  direétrice  AP  &  un  point  m  de  la  courbe ,  décrire  cette  Jeâion., 
Pour  cela,  il  faut  mener  du  point  M  la  perpendiculaire  IVIP 
fur  AB  >  &  la  droite  MC  au  foyer  y  puis  appellant  MP=:j^ 
MC  fissi  A ,  il  Élût  décrire  le  lieu  de  tous  les  points  M  tels  que  MP 
foit  toujours  à  MF  comme  a  eft  à  ^. 

Dans  le  premier  &  le  fécond  cas^  nous  ayons  trouvé  OS 
■^aTLL-li  *  en  mettant  dans  lliypcrhole  bb  —  aa  au  lieu  de 
aa^bbài  CS«^5§%  or  CS  r=OS—  OC  ,  donc.  OC 
,  -;7=^^celapofé,aeMvidentque;;^,,^^^^ 

ZBhc^h*c.  =  "^ZZTb  •  <*°"c  "  ^^  >  OS,  OQ  i  c'eft-à-dire  que 
dans  l'EUipfe  &  l'hyperbole  les  diflances  du  centre  au  foyer  ^ 
du  centre  au  fommet ,  du  centre  à  ladireârice  font  en  propor- 
tion continue. 

Une  feSiion  conique  étant  donnée  (  Fig.  ^3.  )  avec  fa  direéhrice 

DE  &  fin  foyer  O ,  Ji  Conjoint  deux  points  C ,  L  par  une  droite 

^ CL  ,  laquelle  étant  prolongée coufe  la  dire^ice  enl>,&  que  d» 
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f^yet  on  mené  les  droites  OC^  OL  ,  OD ,  la  droite  OD  coupera 
en  deux  également  P angle  KOla  complément  à  deux  droits  de  P an- 
gle L,OCJi  lafeëlion  eji  une  parabole ,  une  Ellipfey  ou  une  hyper- 
oele  y  mais  fi  ce  font  deux  hyperboles  oppojees  (  Fig.  6^.  )  cette  droite 
OD  coupera  en  deux  également  Pangle  LOC. 

Du  point  L  menés  LR  parallèle  à  CO^  &  des  points^  L; 
Clés  perpendiculaires  I^H  ^  C£  fur  la  direârice  ;  les  triangles 
femblables  CDE ,  LDH  donnent  CE ,  LH  :  :  CD ,  LD ,  &  les 
triangles  femblables  CDO ,  LDR  donnent  CD  ,  DL:  :  CO, 
RL ,  donc  CE ,  HL  :  :  CO  ^  RL  ;  mais  par  la  propriété  de  la 
direaricc  on  a  CE,  HL  :  :  CO ,  LO ,  donc  RL  =  LO ,  &  par 
conféqucnt  le  triangle  RLO  étant  ifofcele ,  l'angle  LRO  eft  égal 
à  langle  LOR ;  mais  à  caufe  des  parallèles  9  Tangle  LRO  eft 
égal  fon  alterne  RO A  ;  donc  l'angle  ROA  eft  égal  à  l'angle 
LOR  y  6l  l'angle  LOA  eft  divifé  en  deux  parties  égales,  & 
delà  on  tire  les  deux  problêmes  fuivans. 

Décrire  tme  parabole ,  une  Ellipfe^  ou  une  hyperbole  qui  paffe  par 
trois  points  donnez  T,  S ,  R  &  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 
O.  (Fig.  tfy.) 

Je  mené  par  les  points  T^  S  la  droite  TD  ,  &  par  le  foyer 
O  les  droites  ÔS,  NOT,  je  divife  en  deux  également  l'angle 
NOS  coinplement  à  deux  droits  de  langle  SOT ,  &  menant  la 
droite  OD  le  point  D  ou  elle  rencontre  TS  proloftgée  eft  un 

Eoint  de  la  direûricc  ;  de  même  par  les  points  R ,  S  je  mené 
L  droite  RE ,  &  du  foyer  la  droite  RV ,  je  divife  en  deux  parties 
égales  l'angle  SOV  complément  à  deux  droits  de  Fangle  SOR> 
&  menant  la  droite  OE,  le  point  Eoù  elle  rencontre  RS  pro- 
longée eft  un  autre  point  de  la  diredrice ,  je  mené  donc  la  droite 
DE  qui  eft  la  diredricc  cherchée,  après  quoi  avec  la  droite  DE  & 
le  foyer  O  ,  je  décris  le  lieu  de  tous  les  points  M  tel  que  tous  les 
MP  foient  auic  MO  comme  la  perpendiculaire  TX  à  la  droite  TO. 
Décrire  deux  hyperbole  s. oppopesy  dont  le  point  O  (  Fig.  66.  )foit 
Pun  des  foyers ,  &  dont  Pune  pajfe  par  deux  points  donnez ,  T,  S  ^ 
ér  P  autre  par  un  point  L. 

Je  mené  la  ligne  TS ,  &  du  foyer  O  les  droites  OS ,  NT ,  & 
comme  les  points  T,  S  doivent  être  fur  la  même  hyperbole, 
je  divife  en  deux  parties  égales  Fangle  NOS  complément  à  deux/ 
droits  de  fangle  SOT,  &  menant  la  ligne  OD  le  point  D  où 
elle  rencontre  TS  prolongée  eft  un  point  de  la  direârice,  je 
tire  la  ligne  TL,  &  du  foyer  la  droite  OL,  &  comme  les 

.  S  i  j  . 
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points  T  ^  L  doivent  être  fur  les  hyperboles  oppofécs ,  je  divi^^ 
en  deux  également  TangleTOL,  &  menant  la  ligne  OR,  ^^ 
point  E  où  elle  coupe  la  droite  TL  eft  un  autre  point  de  ^^ 
direftrice  ,  je  mené  donc  la  dircdrice  DE,  &  j'achève  le  reft^ 
comme  cy-deffus. 

RE  MA  R  Q^U  E. 

84.  Il  arrive  fouvcnt  qu*un  problême  eft  énoncé  de  façon 
qu'il  ne  fcroit  pas  poflible  de  le  réfoudre  fi  on  n'y  introduifoit 
des  grandeurs  coimucs  conformément  à  l'état  de  la  queftion  i 
or  comme  cela  demande  beaucoup  de  reflexion ,  je  vais  en  don-- 
ner  un  exemple  tiré  du  huitième  livre  des  feâions  coniques  de 
Monfieur  le  Marquis  de  l'Hôpital ,  &  je  ferai  voir  en  même- 
tems  quelles  font  les  démarches  que  ce  grand  Géomètre  a  du 
faire  pour  parvenir  à  la  conftruûion  qu'il  propofe^  &  dont  il 
û  eft  pas  facile  de  découvrir  la  raifon. 

8y.  Une  droite KH  (Fig.  67.)  étant  dmnée  de pofition  avec  deux 
f  oints  fixes  A ,  B  ^  hors  d'elle  y  &  au  tour  de/quels  tournent  deux 
angles  obtus  mobiles  KAM  y  KBM,  en  forte  que  le  point  Yi  de  con^ 
cours  de  leur  jambes  KA  y  KBfoit  toujours /ùr  la  ligrie  Kk^trou^ 
ver  la  courbe  décrite  par  les  points'  de  concours  M  de  deux  autres 
jambes  AM,  BM.  prolongéer  sUl  le  faut  au-delà  de  A^e^deB  vers 
D&L 

Dans  l'énoncé  de  ce  problême  nous  n'avons  d'autres  grandeurs 
connues  que  les  deux  angles  mobiles  que  l'on  peut  mefurer  ; 
car  il  eft  évident  que  pendant  le  mouvement  de  ces  angles  au- 
tour des  points  A  6c  B>  la  longueur  de  leurs  jambes  variera  tou- 
jours ;  c'eft  pourquoi  fi  nous  voulons  le  léfoudre  il  nous  faut  au- 
paravant chercher*  i^.  Une  droite  à  qui  nous  puiflions  commo- 
dément rapporter  tous  les  points  de  la  courbe ,  &  qui  fc  trouve 
par  conféquent  renfermée  dans  la  Figure.  2^.  D'autres  droites 
connues,  &  funout  des  triangles  femblables  par  le  moyen  det 
quels  nous  puiffions  découvrir  le  lieu  ou  l'équation  que  nous 
cherchons. 

Pour  cela,  j'examine  d'abord  que  fi  je  mets  les  jamBes  AM  j 
BM  des  deux  angles  donnez  dans  une  pofition  parallèle ,  corn-* 
me  par  exemple  en  BQ ,  AP ,  les  deux  autres  formerom  un  angle 
BDA  qui  fera  letir  complément  à  quatre  droits  ;  car  menant 
la  droite  BA  les  angles  QBA^  PAB  vaudront  deux  droits  à  eau- 
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fc  des  paraUeles  BQ ,  PA ,  &  les  trois  angles  BD  A ,  B AD ,  DBA , 
du  triangle  DBA  vaudront  deux  droiçs,  donc  les  cinq  angles 
enfemble  vaudront  quatre  droits,  &  par  conféquent  BDA  fera 
le  complément  à  quatre  droits  ,  des  quatre  autres  angles  ;  c'eft- 
à-dirc  des  deux  angles  donnez  KAM,  KBM  égaux  en(cmbl« 
aux^deux  DAP,  DBQ. 

J'examine  enfuite  %[ue  fi  je  laifle  les  quatre  lignes  BD ,  DA , 
AP,  BQ  dans  unepofition  fixe,  &  que  je  prenne  la  ligne  AP 
pour  la  droite  à  laquelle  je  doiis  rapporter  tous  les  points  de  con- 
cours M  produits  par  le  mouvement  des  angles  donnez  autour 
dé  A  6c  B ,  les  droites  BD ,  D  A -étant  confiantes  feront  connues , 
6c  je  pourrai  par  leur  moyen ,  6c  par  les  triangles  femblables  que 
je  pourrai  former ,  foit  en  prolongeant  les  lignes  BD ,  DA ,  foit 
en  menant  d'autres  lignes  comme  on  verra  bientôt ,  je  pourrai , 
dis-je ,  découvrir  les  rapports  des  x  in  àcy  pris  fur  la  ligne  AP  ,  ' 
dortt  rorîgine  fera  en  A  ;  mais  comme  lorfqu^il  s'agit  de  rappor- 
ter les  points  d'une  courbe  fur  une  ligne  droite,  l'angle  droit  efl 
le  plus  commode  ,  6c  que  les  triangles  reâangles  femblables  font 

I)reférables  à  ceux  qui  ne  fontpas  re£tangles  ;  je  décris  autour  de 
a  corde  BA  un  arc  de  cerclewDA  capable  d'un  angle  BDA  égal 
au  complément  à  quatre  droits  des  deux  angles  donnez  KAM  , 
KBM ,  j^acheve  le  cercle ,  6c  du  centre  C  menant  EF  perpen- 
diculaire fur  KH  je  tire  par  le  point  D ,  les  droites  BD,  DA,  6c 
je  fais  en  A  l'angle  DAr  égal  à  langle  KAM,  6c  en  B  l'angle 
DBQ  égal  à  ranglc  KBM. 

Cela  fait ,  il  peut  arriver  que  le  cercle  D AEB  ne  coupe  ni 
ne  touche  la  ligne  KH  ,  ou  qu'il  la  coupe ,  ou  enfin  qu'il  la 
touche. 

Dans  le  prenwer  cas ,  je  prolonge  les  lignes  DB,  DA  jufqu'à 
ce  qu*elles  coupent  KH  en  H  6c  en  G ,  je  mené  les  cordes  BE, 
AE  ,  du  point  M  je  tire  MPQ  perpendiculaire  fur  AP  ôc  (hr 
BQ ,  6c  au  point  K  la  perpendiculaire-KR  furDA  prolongé,  6c 
la  perpendiculaire  KS  fur  BD ,  6c  enfin  du  point  A  la  perpendi- 
culaire AI  fur  QI. 

Cette  conftruâion  faite  ^  il  eft  évident  que  les  AP  feront  les 
jc ,  6c  les  PM  feront  les  y ,  6c  que  j'aurai  des  triangles  reâangles 
femblables  FHD ,  DBË  ;  GFD ,  DAE ,  6cc.  nommant  donc  les 

frandeûrs  confiantes  FE  =  ^  ,  FD  =  ^,BI  =  r,  AI  =  rf^ 
G==^;FH==:A,  DG  =  wi,  DH  =  »,  6t  la  changeante 
,KK=:2;,  j'ai  GK»» — ^j  mais  au  lieu  de  n'avoir  que  deux 

P  11  j 
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inconnues  x^y  j  j'en  ai  trois :v,^ ,  2;  c  «ft  pourquoi  je  cherche 
d'abord  deux  valeurs  de  la  dernière  z  afin  de  pouvoir  la  faire 
évanouir  par  la  comparaifon  de  ces  valeurs. 

Et  pour  cet  effet,  les.  triangles  femblablcs  GDF,  GKR  don- 
nent GD,  GF::  GK,GR,  àoticm,g'.:z—g,  €î:z«=:GR; 
les  mêmes  triangles  donnent  QD ,  DF  :  :  OK,  KR ,  donc  m ,  h 
:  :  z  — g ,  -~^  s=  KR  ;  or  les  triangles  reâanglçs  GDF ,  EDA 

donnent  GD,  DF  :  :  ED,  DA ,  donc  m^bw  a — by ==  DA  , 

&  par  conféquent  AD  +  DG= AG  =  ■*~"'^^"' ,  &  AG 

4-GR=AR=  ^^-^^"^ "'""*" ^'-^,  &  retranchant  mm  & 

% 

•~  ^^  —  Eiy  parce  que  dans  le  triangle  reâangle  DFG  on  a  DG 
=  mm  =  DF  •+•  FG  ^^bb-^gg ,  on  aura  AR=     ^     j  or  les 

triangles  reftangles  ARK ,  APM  font  femblablcs  ;  car  Farigle 
RAP  étant  égal  à  l'angle  KAM  fi  on  retranche  de  l'un  &  de  Tau- 
tre  Tangle  commun  KAP ,  l'angl^  aigu  reftant  RAK  fera  égal 
à  Tangle  aigu  reftant  PAM  i  donc  on  a  AR,  RK  :  :  AP ,  PM  ou 
-M:£«     !iZ±::x,y,donc--52L±^'  =  t^i=:^'ou  aby^bgx 

m       r         m  'y  ^       '  m  m  ^  q 

B=zbzx — gzy  y  doù  je  tircz  =  ^^^ ^*^  première  valeur  de  z. 

Pour  trouver  la  féconde,  les  triangles  HDF,  HKS  donnent 
DH,FH::HK,HS,donc;i,Â::z-4-A,^^^=HS;Iesmê^ 
mes  triahgles  donnent  DH ,  DF  :  :  HK  ^KS ,  donc  w ,  ^  :  :  z  H-  /i , 
~^ — = KS  i  or  les  triangles  femblablcs  HFD  ,  EBD  donnent 

DH,DF::DE,DB,donc/i,^::i»— 3,*.l^==DB,&par 

conféquentDB-+.DH=  BH«=''^~f  "^"^^  &  BH— 'HS==BS 

«=  -'         ■  ^^~ — ^^^I^  j  &  eflàçant  nn  —  bb  —  hh  à  caufe  que 

dans  le  triangle  reâangle  DFH  on  a  nn^ss^bb-^hhy  on  aura  BS 

fc=  ■      -^  ;  or  les  triangles  redangles  BSK ,  BQM  font  fcmbla* 

blés  ;  car  les  arjgles  KBM ,  DBQ  étant  égaux  fi  on  retranche 
de  chacun  d'eux  l'angle  commun  DBM  ,  il  rcftera  l'angle  aigu 
^SégalàFangleaiguMBQi  doncBS,SK::BQ,  QM,  ou 
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y ::x — c,y-i-dy  &  par  conféquent  -^ ^ — 

^t^^hhx-.Bzc-Bhc^  Qyj^ahy-^abd-^bhx-^-bkc^Jzx^hzy 

-^  kzd— ùcz;  don  je  tirez=  ,  i^^hy  —  bc^hd  >  ^^^^^^^  va- 
leur de  z. 

Et  comparant  la  première  valeur  avec  la  féconde ,  on  aura 

^bbgxx  ^bhgyx  —  bbgcx  •+-  bdhgx  ^=abbyx  —  bbhxx-^  bbhcx 

'^abbdbc — ab£VV''+' b^hy 

abhyy  ^  ^  ^  .  ^ 

•+-  bbgxx — bbhcx — bbgcx — Mdx  •+-  bdhgx  £==2  o ,  &  faifant  pour 

abréger  /=  A  -+-  ^  ,   on  aura  abfyy  ^  Mdfy  •+-  bghcy  —  abbcy 

H-  bbfxx  —  bbcfx  —  abbdx  ^bdghx  =  o ,  &  divifant  par  ahfon 

aura  enfin 

.  yy^  dy'+'-xx — ^-  ^=0 

.    ghç  bd  "  t 


bc  r  dzh 

7  y      -+-'/ 


J'avertis  en  pafîant  que  dans  Tendroit  des  ferions  Cdniques  où 
M.  le  Marquis  de  l*Hôpital  traite  de  ce  Problême  ,  il  y  a  une 
faute  d'impreflîon ,  &  qu'au  lieu  de/=^  -h  b  qui  s'y  trouve ,  il 
faut  lire/=^-+-  k ,  comme  il  paroît  par  le  calcul  que  je  viens 
de  faire. 

Or  dans  Téquatîon  que  nous  venons  de  trouver ,  les  deux  quar- 
Tésyy  ^xx  y  ont  le  même  figne ,  &,le  plan  xy  ne  s^  trouve  point, 
donc  cette  équation  eft  à  TEllipfe ,  &  par  conféquent  la  courbe 
décrite  par  les  points  M  eft  une  Etiipfe  dont  le  rapport  du  para- 
mètre au  diamètre  eft  -  j  car  en  comparant  cette  équation  avec 

*la  formule  du  Chapitre  III.  on  trouvera  j  =^.  De  plus  le  plan 

xy  n'étant  point  dans  Téquation ,  on  aura  ^  ==  o ,  donc  n  =0 ,  & 

par  conféquent  la  droite  AP  eft  parallèle  au  diamètre,  &  ce  dia- 
mètre eft  Taxe  de  TEllipfe  ,  à  caufe  de  Fangle  droit  que  les  or- 
données feront  avec  lui. 

On  pourra'  donc  conftruire  cette  équation  de  la  même  façon 
qae  nous  avons  fait  jufqu  ici ,  mais  fi  on  veut  ia  conftruire  fans 
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aucun  calcul  nous  en  cnfeignerons  bientôt  le  moyen.' 

Si  la  ligne  KL  coupe  le  cercle  DAEB  {Fi^.  58.)  ,onconftruî- 
ra  de  la  même  façon  ,v  &  donnant  les  mêmes  noms  aux  mêmes 
grandeurs ,  les  triangles  femblables  GDF ,  GKR  j  donneront  m , 

^::zH-^,€i±M  =  GR,&m,^::«H-^/:î±^  =  KRjot 

les  triangles  femblables  GDF,  EDA  donnent  m,  i  ::  a'^-b, 

^^*=AD,doncAD— DG=AG=^Î±^^=^,  &  AG 

^-GR  =  AR:=*-i±ii=I^l±iî±^  ,  ôc  effeçant  bb -^  gg 
—  mm  y  à  caufeque  dans  le  triangle  re£tangle  GDF  on  a  mm 
=^bb  -^gg  y  on  aura  AR  =  -^ — ^  j  mais  les  triangles  fembla^ 

blés  ARK,  APM  donnent  ^-î^ii-%  ^-î±i?:  :  ^  ,  y  ,  donc  bay 
-t-^^y  =  izx  -H  bgx  y  ou  bay  —  bgx  3=  bzx  — gzy  y  d'où  Pon  tire 
z  =  ^^~-^^  &  c*eft  la  première  valeur  de  z. 

Pour  avoir  la  féconde ,  les  triangles  reûangles  HDF ,  HKS 
donnent»,  A  :  :z — h  ^  î-ir_  =f|s,  &»•  ^::  z — h  ^  *■        ■ 
s=  KS.  Or  les  triangles  redangles  femblables  HFD ,  EBD  don- 
nent »,  *c  :  a^by  '^^  =  BD  ,  donc  BD  —  DH  =  BH 

tf^-+-^A-^-ifii  •.  Tîq,^ •pTT        TTC         ab'^bb'-^  rm  —  zk-hhh  - 

fi  .  """"  »  ^ 

cfiàçant  bb^hh^-^-nnyZ  caufe  que  dans  le  triangle  redangle 
HDF  en  a  »»  =  ^ J -hM ,  on  aura  BS  =  ~^  ;  mais  les  trian* 
gles  femblables  BSK  ,  BQM  donnent  Bs\  SR::  BQ,  QM 
donc^^y^y  ^«— ^_  ^ — ^  ^  y^j  ^  g^  pj^j.  conféquent  a^y 

— J^by  -H  /iM —  dhz = 3^:^  —  ^Ajc —  cbz  -+-  ^Ar  ,  ou  aby  •+-  ^^* 
~  bhc  -+-  abd=bzx  •+-  ^^z  •+-  Ayx  —  ^«  ,  dou  Ion  tire  z 

^  ^",t!t'^fl:!;^  féconde  valeur  de  z. 

Et  comparant  ces  deux  valeurs  de  2 ,  ainfi  que  nous  avons  fait 
ei-deffus ,  &  métrant  enlliite  pour  abréger/ au  lieu  de  h  H-^ ,  & 
iCnfin  divifant  par  abf  on  trouvera 

yy'+'dy     >s^-xx-+'-   ;cs=o 

le  dgh 

fy         ■   ff 

ghc  W    „ 

Et 
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Et  dans  cette  équation  les  quarrësj^* ,  x^  ayant  difFérefts  fignes, 
&  le  plan  xy  ne  s'y  trouvant  point  fon  lieu  eftxieux  hyperboles  rap- 
portées à  un  axe  dont  le  rapport  au  paramètre  eft  -,  &  on  pourra 

la  conftruire  félon  la  méthode  ci-deffus  ou  bien  comme  il  fera 
bientôt  dit. 

Si  la  ligne  KL  touche  le  cercle  DABE  (Ftg.  5^.)  alors  les 
triangles  DFH,  DFG  s'évanouiflent ,  c'eft  pourquoi  on  appel- 
lera ks  confiantes  AE=a,  EB  =  *  ,  AF=^,  BF=A  ,  EP. 
î=w,  Bl  =  cj  AI=^,  &les  changeantes  FK=z,  AP=^> 
&  PM  =y.  Les  triangles  reûangles  FKR  j  EF A  font  femblables  > 
car  Fangle  aigu  KFR  eft  égal  à  langle  LF  A  du  fegment  FA ,  & 
celui-ci  efr égala  fanglo  FEA  dont  le  fommet  eft  à  la  circonfé- 
rence,  &  qui  s  appuyé  fur  le  même  arc  FA,  Donc  FE ,  EA  :  : 

FK,FR,oum,^::x,-*  =  FR,  &  EF,  FA::  FK,  KR,ouw, 


m 


g::z,^=sKK.  Or  les  triangles  femblables  ARK,  APM  don- 
nent AR  ou  AF-+-FR,RK  ::AP,PM  ou  îî±l?,  ?-*  ::xyy, 

donc  12L±£^>  =  ^ou^wy=^2*— tfzy  d'où  on  tirez =-*^- 

premiere  valeur  de  2. 

De  même  les  triangles  femblables  EFB ,  FKS ,  donnent  FE , 

EB::FK,FS,donc»i,  ^  ::z  ^==FSi  &  FE,  BF::  FK, 

KS ,  donc  m,h\:Zf  — = KS  ;  or  les  triangles  femblables  BSK , 
BQM  ,  donnent  BSou  BF  —  FS ,  SK  :  :  BQ,  QM,  donc 
•  ^  ' y  ^  - Jtf  —  Cyy^djôcpzi conféquent  hmy — bzy -4- hmd 
— tdz = hzx — chz ,  ou  hmy  '+^hmd=  hxz  -H  byz  -+-  bdz — chz  , 
d'où  je  tire^  =  ^^^Xtl-ch  j  féconde  valeur  de  z. 

Et  comparant  ces  deux  valeurs  de  z ,  otiz^^^)^^^—^^, 

&  ôtant  les*  fractions  hgmyx  -h  hgmyy  •+-  bdgmy — chgmy=  hmgyx 
^bmdgx — ahrnyy — ahmdy  ^  &  divifant  tout  par  wj,  &  transpo- 
ûnt,  on  z.bgyy^^ahyy -^bgdy^ahdy — chgy — kgdx:=zOy  6c 

diviûnt  ç^vbg^ah,  on^yy-h  ày—y^--^^x=.Q 

Or  dans  cette  équation  il  ne  fe  trouve  que  le  quàrré  dejjy  fans 
le  plan  xy  ^  donc  fon  lieu  eft  à  la  parabole,  &  comme  en  la 

comparant  avec  la  formule  du  Chapitre  III ,  on  trouve  ^ = o ,  ôc 

T 
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n^=^Oy  il  s'enfuit  que  Taxe  de  cette  parabole  fera  parallèle  à  U 
droite  ÂP^  &  on  pourra  aifémencconftruire  cette  équation  félon 
les  règles  données  ci-deflus. 

Quand  le  coté  AM  de  Tangle  mobile  KAM  cft  parvenu  en 
B^  alors  te  côté  BM  dèTâfigle  mobile  KBM  eft  langemte  de  la 
courbe  ,  car  à  mefure  que  AM  s'avance  de  M  vers  B ,  BM  re- 
cule &  ïc  trouve  totit-à-fait  hors  de  là  courbe  >  &  fon  protenge- 
meftt  BI  en  eft  aufli  dehors >  parce <\\ik  mefute que  Afi s'avance 
du  B  yètt  F  ^  BI  avance  auflS  du  «lême  côté  ,  de  fotte  que  le 
poiïft  M  ii'iïiteî'feÊlion  (t  trouve  plus  près  de  F ,  &  de  làon  trou- 
ve le  inoyen  de  décrite  les  trois  fefidohs  que  nous  venons  de  trou- 
ver fet»  eiftployelr  aucun  calcol. 

Soit  donc  la  ligne  LK  {Fig.  70.) ,  les  points  fixes  A  &  B  &  les 
âftgies  mobiles  KAM  >  KBM  >  jt  fuppofe  que  la  jambe  AM  foit 

ëtrvenufc  en  B ,  6c  je  fois  au  point  Ai  angle  BAL^gal  à  Tanglc 
AM,  Du  point  L  où  la  jambe  AL  coupe  la  droite  KL,  je  me- 
né LB ,  &  je  fais  en  B  Tangie  LBQ  égal  à  Tangle  KBM  i  <ionc 
BQ  eft  tangente  dek  courbe  que  je  dois  décrire.  Du  point  A  je 
mené  Aï  parallèle  à  BQ  .,  &  je  fais  l'angle  lAF  égal  à  l'angle 
KAM  ;  du  poiiit  F  ou  la  jambe  AF  coupe  la  droite  KL  ^  je  mené 
FB  en  faifant  l'angle  FBI  égal  à  l'angle  KBM  ,  le  point  I  ou  la 
jambe  BI  coupe  la  jambe  AI,  eft  un  point  de  la  courbe^;  donc 
la  droite  AI  parallèle  à  la  tangente  BQ  fera  ordonnée  au  ^diame- 
tre  qui  paflera  par  le  point  d'attouchement  B.  Je  coupe  AI  en 
deux  parties  égales  en  O  ,  &  je  mené  BOS  qui  eft  la  pofition  de 


^  ^        an- 

gle KAM ,  &  le  p<Jint  S  oii  fa  jambe  AS  coupe  la  jamb«  BS  eft 
un  point  de  la  courbe  ;  ainfî  BS  eft  un  diamètre  déterminé,  6c 
par  conféquent  je  puis  par  la  connoiflance  de  ce  diamètre  &  de 
ion  ordonnée  décrire  la  courbe ,  ainfi  qu'il  eft  enfeigné  dans  le» 
fe£lîons  coniques ,  en  fuppoiant  néanmoins  que  je  fâche  aupara*- 
vant  G  c'eft  une  parabole  ou  une  Ellipfe  ou  une  hyperbole  ,  ce 
que  Ton  peut  aifément  découvrir  en  décrivant  autour  de  BA  un 
fegment  de  cercle  capable  d'un  angle  qui  foît  le  complément  des 
deux  angles  mobiles  a  quatre  droits  ;  car  fi  cet  arc  ne  touche  ni 
ne  coupe  la  droite  KL ,  la  feftion  fera  une  Ellipfe ,  s'il  la  coupe 
«lie  fera  une  hyperbole ,  &  s-il  la  touche  ce  fera  une  parabole. 
Si  l'on  ne  pouvoir  point  trouver  d'imerfiîûiôn  qui  déterminât 
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ia  droite  AS  >  la  feâioQ  feroitune  parabole. 

On  peut  encore  par  le  moyen  de  ce  Problème  refoudre  les 
deux  Problèmes  fuivans. 

Faire  paffer  une  feSiion  conique  éPune  effece  détermnéefor  quatre 
points  d(mnés  A ,  M,  B ,  C  ^  (Fig.  71.) 

Je  joints  trois  de  ces  points  par  4e$  droites  BC ,  BA ,  AC ,  je 
prolonge  BA  en  L  de  BC  en  Q  >  je  regarde  les  deux  points  B , 
A  ,  comme  les  deux  points  fixes  autour  defquels  tournent  lè^ 
deux  angles  LAC,  LBQ,  que  je  pren«  pour  les  jingles  mobi- 
les dont  les  jambes  décrivent  la  feâion;  du  quatrième  point  M  * 
je  mené  les  droites  MB ,  MA ,  6c  je  fais  en  A  Tangle  MAI^égai 
i  l'angle  LAC ,  &  en  B  l'angle  MBK  égal  à  l'angle  LBQ.  CeU 
fait  je  décris  fur  la  corde  BA  un  arc  BDA  égal  au  complément  « 
à  qasitfff  droits  des  deux  angles  mobiles  LAC,  LBQ ,  &  fî  la 
lèâion  demandée  eft  une  EiUpfe  dont  le  paramètre  du  grand  axo 
foit  à  cet  axe  comme  une  ligne  droite  ^  eft  à  une  ligne  droite  a. 
J'gchove  Je  cercle  BDA,  H  prenant  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  deux  lignes  a — b ,  ^ ,  ôc  au  diamètre  £D  du  cercle ,  je 
porte  cette  quatrième  proportioimelle  de  P  en  F ,  &  par  confé- 
queoe  fi  on  appelle  EF  ==  <? ,  on  aura  DF=  è.  Dq  centre  O  par 
îe  point  F  je  clécris  un  autre  cercle,  6c  du  point  de  concours  K 
je  mené  KFL  tangente  à  ce  jfecond  cercle ,  6c  je  dis  que  fi  le  point 
de  concours  K  des  deux  jambes  IÇ.A,  K-B  des  angles  mobiles , 
eft  toujours  fur  KL ,  î'autte  point  de  concours  M  déçf  ira  l'EUip- 
fe  demandée ,  laquelle  paflera  par  les  quatre  points  donnés  ;  car 
par  la  conftruâion  elle  paflera  par  les  deu^f  poinis  fixes  A,  B, 
fie  par  le  point  M  ;  6c  comme  f  angle  LAC  «ft  égal  à  l'un  des 
angles  mobiles,  6c  l'angle  LBQ  égal  Jtl'aMtïp,  jèf.  qup  la  jam- 
be CA  du  premier  rencontre  en  C  la  jambe  BQ  prolongée  du 
fécond ,  il  eft  encore  éviàêat  que  l'ËUipie  oaâera  par  le  point  C  » 
de  plus  le  paramètre  du  grand  axe  de  cet  ÈUipfe  fera  à  cet  axe 
comme  FD,  FE ,  ainfi  qu'on  a  vu  ci-deffijs ,  c  eû-à-dire,  com- 
me ^ ,  eft  a. 

Si  k  feftion  doit  être  unp  hyperbole ,  dont  le  paramètre  du 
grand  axe  foit  au  grand  axe  comme  ^  eft  à  a.  Je  prens  une  qua- 
triémie  pcopontioandle  apx  deux  lignes  41 -^^y  à»  6c  »i  diamè- 
tre DE ,  &  la  portant  de  O  en  H ,  je  décris  du  jcentce  O  6c  du 
<a(yon  OH  un  autr^  -cecde ,  ainfi  fi  l'^ao  appelle  DE  :s=  *  >+•  *  > 
on  aura  HC =« ,  ^  HB  «=rf*.  Bu  :point  ete  conc©v»K  K-je  me- 
Berai  enfuitc  une  tangente  -au  ceedc  du  rayon  OU ,  6c  cette  tan- 

.  Tij 
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gente  fera  la  ligne  fur  laquelle  le  point  de  concours  K  doît  tou-^ 

jours  être ,  &  f  autre  point  de  concours  M  décrira  rhyperbole 

demandée. 

Mais  fî  la  feâion  étoit  une  parabole  ,  je  meneroîs  du  point  de 
concours  au  cercle  du  rayon  OD  une  tangente  laquelle  feroit  la. 
ligne  fur  laquelle  le  point  de  concours  K  devroit  toujours  être. 

Faire  Paffer  unefeBion  conique  far  cinq  points  donnés  A  ,  M ,  N  ^ 

B,C,(Fig.72.) 

Je  joints  trois  de  ces  points  par  les  droites  BC,  BA,  CA  9  je 
regarde  les  deux  points  A ,  B ,  comme  les  points  fixes  autour 
defquelles  doivent  tourner  les  deux  angles  mobiles  LAC ,  LBQ. 
Du  point  M  je  mené  MB ,  MA ,  je  fais  en  A  Pangle  MAK  égal 
à  Tangle  mobile  LAC ,  &  en  B  Pangle  MBK  égal  à  l'angle  mo- 
bile LBQ.  ainfi  le  point  de  concours  K  ell  un  point  de  la  ligne 
fur  laquelle  K  doit  toujours  être.  Du  point  N  je  mené  NA ,  NB  > 
&  faifant  en  A  l'angle NAH  égal  à  Tangle  mobile  LAC,  &  en 
B  Tangle  NBH  égal  à  Tangle  mobile  LBQ  ,  le  point  H  eft  ua 
autre  point  de  la  ligne  fur  laquelle  K  doit  toujours  être ,  je  mené 
donc  KHL ,  puis  fur  la  corde  BA  je  décris  un  legmênt  de  cercle 
capable  d  un  angle  égal  au  complément  des  deux  angles  mobi- 
les à  quatre  droits  ,  &  fi  ce  fegmcnt  ne  coupe  ni  ne  touche  la 
droite  KH ,  la  feftion  fera  une  Ellipfe ,  s'il  la  coupe  ce  fera  une 
hyperbole  &  s'il  la  touche  ce  fera  une  parabole ,  &  ces  fcâiona 
étant  décrites ,  comme  il  a  été  dit  /il  dk  évident  qu'elles  paffe- 
ront  par  les  cinq  points  donnés. 

Je  pourr ois  ajouter  ici:  grand  nombre  damres  exemples  de 
Problêmes  indéterminés ,  mais  ce  que  j'en  ai  dit  fuflSt  pour  ea 
faire  comprendre  la  méthode» 


C  H  A  P  I  T  R  E     VI  L 

De  la  confiruBkn  des  Equations  déterminée.       ^^ 

UNe  équation  eft  déterminée  lorfquelle  ne  renferme  quunc 
inconnue  ;  &  rori  dit  qu  elle  eft  du  premier  degré  quand 
l'inconnue  eft  au  premier  degré  i  du  fecona  quand  l'inconnue  eft 
du  fécond ,  du  troifiéme  ^  quatrième ,  &c.  quand  licconnue  eft 
'  au  fécond ,  troifiéme ,  quatrième  ^  &ç^ 
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De  la  coîîJiruSîîon  des  Equations  déterminées  du 
premier  degré. 

86.  Toutes  les  équations  àc  ce  degré  peuvent  fe  refoudrè  par 
la  méthode  que  nous  avons  enfeignée  (M  44.  ^  45"  ?  4^,  $1.), 
mais  quelquefois  on  peut  abréger ,  aînfi  qu'on  va  voir  dans  les 
exemples  fuivans.  • 

Pour  conftruîrc  Jf  =  -  on  prend  une  quatrième  proportionnelle 

aux  trois  lignes  c ,  a^h  yàL  cette  troifiémc  proportionnelie>étant 

^gale  à  -  eft  par  conféquent  égale  à  x. 

Pour  conftruire  a:=  1--H-^  ,  on  prend  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  V ,  ^  y^  ^  &  une  quatrième  propot* 
tionnelle  aux  trois/,  ^,  ^  ^  &  la  (bmme  de  ces  deux  proportion^; 
xielJe  eft  égale  à  a:  ,  &  ainfi  des  autres. 

Four  conftruire  jc=^on  prend  pour  lunîté  lune  des  deûx^Iî- 
gnes^,  ^,  par  exemple  la  ligne  a  &  fup^ofaht  que  lé  niiméra:-* 
teur  a  foit  multiplié  par  cette  ligné  ,  on  a  x  ==  j  :,  &  par  confé4 
quent  la  troifîéme  proportionnelle  aux  deux  lignes  ^ ,  ^ ,  eft=;cv 

Pour  conftruire x=~j,  on  prendrai  pour  lunité,  &  fuppor 
fant  que  le  numérateur  aa  foit  multiplié  par  a  ,  on  aura  x 
£=  ^ ,  c^eft  pourquoi  on  prendra  une  quatriénie  proportionnelle 

m  aux  trois  lignes  b ^a  ,  a^  ce  qui  donnera  wa  =  ^ ,  &  met- 
tant cette  valeur  de  j  dans  ^  =  ~  >  on  aura  a!s=  y,  ainfi  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  n  aux  trois  lignes  b^m^  ay 
en  aura  ^.=^  =  ;v. 

Pourconftraire  xr=^Vab  on  prendra  uoe. moyenne  pippot- 
tionnelle  m  entre  a&cb  yài  Ton  aura  mm  =zaby  donc  m  =s  v^aSr 

Pour  conftruire  x  ^\  on  prendra  la  ligne  a  pour  f  tanifé  ,  & 
fuppofant  que  le  numérateur  &  le  dèhoniihateurfoîeht  multipliés 
jpar  a  >  on  aura  x  =  ^^  ^  on  prendra  la  raciiie  de  ^a  qui  èft  a^ 

Jii> 
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&  une  _moyeniie  pcoporrionnclle  m  en^e  «  6c  ^,  &  l'on  aura 


1  =  ^^  t=  ^i=:j^, 
m  hh  h  * 


Pour  conftruire  XT=Vaa-^bh ,  on  fera  un  triangle  reûanglc 
dont  Tun  des  côtés  fera  =  a,  &  rautre=*,  &  appellant  Thy- 
pothenufe  in  on  aura  mrw  =  tf^-+-^A,donc  m=|/5J^^^==Ar* 

Pour  conftruire  x=^Vm — bb  ^  on  fera  un  triangle  reûangle 
dont  Thypothenufe  fera===a  &  lun  des  côtés  =^,  &  appellant 
lautre  côté  m  on  aura  mm  =  aa — bb ,  donc  m  =v^aa  —  bb=x. 

Pour  conftruire  x  =  v^ab  -^cdj  on  prendra  une  moyenne  pro- 
portionnelle m  entre  abibbi  l'on  aura  mm  =ab ,  on  prendra  de 
même  une  moyenne  proportionnelle  n  entre  c^&cdj6c  Ion  aura 
nn=zcd  ^  donc  mm '■^nn  =  ab'^cd  &  |/;ww-+-»/î=v^a*-+-^^ 
=  X  ;  faiîant  donc  un  triangle  reâangle  dont  l'un  des  côtés  =  m  , 
6t  l'autre = n ,  l'hypothenufe  étant  appcUéep ,  on  aura  pp  =  mrit 
r^-nn,  6Lp=Vmm'+'nn  =  \^ab'^cd=x. 

Pour  conftruire x=  ^aa  -H  ^.g=^,- on  divifera  le  dénomi- 
nateur ac'-^bdipzxay  ce  qui  donnera  c —  *-^;  on  cherchera  une 
lîgnciw«=^—  ^,  &  multipliant  par  4  on  aura  am=::ac — bd, 
&  mettantcenre  valeur  dans  Féquation  on  aura  jr=^  j7T^^^^ 
on  cherchera  une  quatrième  proportionnelle  »  aux  trois  lignes  a, 
» ,  r ,  ce  qui  donnera  » = ^  donc  ^  =  ^ ,  &  cherchant  une 

tfoinéme  proportionnelle^  aux  trois  m,  »,  d,  on  aura  ^=  2^ 
donc  —  :=qi.  On  cherchera  de  même  une  ligne  r=  *:/^  &  Ton 
aura  rl=-—i  &  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  on  aura  x 

y* ;  I 

=  yaa-\rqi — «,  &  prenant  une  moyenne  proportionnelle  j 
entre  g  6c  i ,  Sx.  une  proportionnelle  t  entre  r  &  / ,  on  aura  x 
^Vaa-^S!-^t,4H\  fera  un  trlanj^e  rcÔangle  dont  Itm  des 
cotés  isssa  ficTautnessï^  ôc  appellagt  l'hypothCTMife»  on  awa 
uussaa-j-'SSf  donc  *s=  •«» — n ,  enfin  ^ant  un  triangle  rec- 
tangle dont  rii5«K)teaiife«  » ,  «&  ftm  des  côe&«= ,  :r  &  Appel- 
laac  l'autre  côûTz,  x)n  aura  zz^ssmu^-it,  4o»c  je  »«  V;» -&  J| 
;»%  >  &  ainfides  autres«^ 
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VeJa  conjlruâion  des  Equations  déterminées  du. fécond  Degré. 

87.  Les  équations  du  fécond  degï?é  peuvent  ou  n  avok  point 
de  fecond  terme ,  ou  n  avoir  poÎK  de  troifiéme  tçrme  y  ou  avoir 
tous  leurs  termes* 

Quand  Téquation  n  a  point  de  fecond  terme  comme  x^  —  aa 
s=  o  9  on  fait  paffer  le  troifiéme  terme  dans  le  fecond  membre  > 
ce  qui  donne  ;c*  =  /w ,  après  quoi  tirant  4a  racine  quarrée  on  a 
x^sssa,  de  même  pour  conftruire  x^ — ab  =?=  o  >  on  fait  je*  =c:  ^^ , 
&  *  S5=  ^aty  6c  prenant  une  moyenne  proportionnelle  m  entre 
a  &Lb^  on  a  xs=m ,  âc  ainfi  des  autres  ;  mais  fi  on  avoii  x^  -f-  aa 
=  o ,  ûifant  x^  S5s:  — ^a ,  on  aqnpit  x  c=  V — aa^  &  par  conié- 
quem  la  racine  at  Ceroh  imaginaire  ^  puifqu  elle  feroit  égale  à  la 
racine  d'un  quatre  négatif  qui  eft  une  racine  imaginaice. 

Si  réquatîon  na  point  de  troiC^ne  rexnae  comme  jc^-— oy 
=  d  ^  on  divife  par  Tinconnue  Af ,  ce  qui  doBftç  ^  — >^;;=  o ,  & 
fitifant  pafTer  ^  dans  le  fecond  membre  >  on  a  jr  ;?==a^  (Se  ain/ides 
autres* 

Si  réquarion  a  tous  fes  termes  prenant  a  égale  au  coefficient 
du  fecond  terme,  &  un  quarré  bb  égal  au  dernier  terme,  ,on 
trouvera  qu  elle  peut  avoir  ces  quatre  formes  ;c:v-+-ajc  -+-  bb  ==p  , 
xx'hax — rbb=zOj  xx — tf*-+-^^==o,  xx — ax — ib=siQ ^  & 
voici  de  quelle  manière  on  peut  conflruire  ces  differens  cas. 

Soit  lequation  xx^  r^ •+-^*-4-^=vO.;  je  prens  une  ligne  a 
égale  au  coefficient  r+^f  du  fecond  terme,  6c  une  moyenne 

Froportionnelle  Centre /6c  g ,  ce  qui  me  donne  iis=^  ;  donc 
équation  fe  change  en  xx-i^  ax ^J?b:s:=i o ,  qui  efila.pr^miese 
forme. 

Je  fais  palTer  bb  dans  le  fecond  memb&e ,  6c  j'ai  xx  ^.ax 
^=^^bb\  /ajoute  dejpart  ôc  d  autre  ^  aa^ci^-  à-  dire  ic  quarré 
delà  moitié  du  coemcient  du  fecond  terme,  afin  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  devienne  un  quarré  parfait ,  6c  ^  ai 
xx^ax'^^4ta=^jaa  —  bbj  vje  tkc  la  racine  <}uarrée ,  ce  qui 
donne  X'-h\a^=y^^aa— bb  y  oux-i^j;  à — *^j  aa^^bbts=z  o  , 
de  divifant  la  propofée  xx  '^  ax  '^  bètaso  y^  par  x  «4-  7  a 
^^V:Laa — M=  o,  le  quotient  dkx^\a'\r^\aa  —  bJb^=o  j 
ainfi  les  deux  racines  de  f équation  font  x-^^^'^^aa—Bb — j^, 
&  Af = — ^\  aa  -^Àé  — ^a  ;  &  fi  bb  èft  plus  grand  que  ^,aa  ,  ces 
^eux  racines  font  imaginaires  >  «nais  fi  bb  eft  moindre  que  ~  aa^ 
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eues  font  toutes  deux  négatives. 

•  Pour  conftruire  ces  deux  racines ,  je  fais  un  triangle  ABC 
(  Fig.  75.  )  dont  4*hypothenufe  AC= 7  a  y  &  le  côté  AB  =  ^  i  du 
point  A  pris  pour  centre^  ôc  de  l'intervalle  AC  je  décris  un  cer- 
cle dont  je  tire  le  rayon  AD  parallèle  à  BC  j  je  prolonge  BC  de 
part  &  d  antre  ,  ôc  par  le  point  D  je  mené  DE  parallèle  à  AB , 
doncBE=AD  =  AC=^^  ôc  à  caufe  du  triangle  redangle 
ABC,  jai  BC=^^^iaa  —  bb;  donc  CE=EB  — BC  =  ia 
^^^^aa  —  bb'y  prenant  donc  de  l'autre  côté  du  point  E  la  partie 
EQ  =  CE ,  la  droite  CE  qui  va  de  E  en  B  étant  pofitive  ,  la 
droite  EQ  qui  va  du  fens  oppofé  fera  négative ,  ôc  par  conféquent 
EQ  =  ^\aa — bb^^\a  fera  la  première  racine  de  la  propofée. 
De  même  la  corde  FC  étant  coupée  en  deux  également  en  B 
.on  a  FB=BC==  v'i. J^ZT*,  donc  EF*=  EB  H-  BF  =  i  a 
^y/Laa — bb  \  prenant  donc  de  Pautre  côté  de  E  la  droite  EP 
£=EF,  on  aura  EP  = — j-  a —  ^\aa — bb  qui  fera  la  féconde 
racine  de  l'équation. 

Soit  l'équation xx"\^ax  —  bb=o'y  donc xx'^ax^=zbby  ta  xx 
'-\^ax'+'jaa==jaa'+'bbf  ôc  tirant  la  racine  quarrée  a: -+-7  tf 
s=v^^a^-t-*^,ou^-+-T^  —  ^Çaa^bb=:^ o ;  ôc divifant  la  pro-. 
pofée  par  cette  racine ,  le  quotient  fera  x  -+•  ■•  g-h  V±aa^bb 
=  o,  donc  les  deux  racines  feront  ^=  ^^'aa^+^bb — t^/ôc  x 
s=  — {  a  —  >^^aa^bb ,  dont  la  première  eft  pofitive,ôc  la  fécon- 
de eft  négative. 

Pour  conftruire  ces  racines  y  je  fais  un  triangle  reâangle  ABC 
{Fig.  74.  )•  dont  le  côté  ACs=-5:g,Ôcle  côté  BC  =  ^;  du  point 
A  pris  pour  centre ,  ôc  du  rayon  AC  je  décris  un  cercle  CDP 
qui  coupe  rhypctenufe  BA  en  P ,  j'ai  donc  B  A  ==  ^^aa-^bb^ 
ôc  par  conféquent^  caufe  de  PA=AC=|g,  j'ai  BP=BA 
— -PA  =^:5: aa -î^bb  —  \a ,  ôc  c'eft:  la  racine  pofitive. 

Or  ■  prolongeant  BA  en  D  ,  j'ai  BD  =  BA  -f-  AD  c=  ^  g 
'^^^aa-i^bb  ;  donc  prenant  de  Tautre  côté  de  B  la  droite  BF 
5=  BD  y  j'aurai  BF  ç=— i^i  —  v^I^^^T^  qui  eft  la  racine  né- 
gîttive. 

Soit  Téquatioiji  xx — /ix^bb=ioi  donc:c:c — ax=i-^bby  Ôc 
ajoutant  de  part  ôc  d'autre  :^  ^i ,  on  a  a:^  —  ^*  ■+•  ^  ^^ = ^  aa — bb, 
ôc  tirant  la  racine  quîirrée  ;v— 7  ai=^V^aa — bb  ,  ou  «  — ^  a 
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^-^^joa — ^^=oi  &  divifant  la  propofée  par  cette  racine >  le 
quotient  fera  ^  — -  f  ^  •+-  ^joa  —  Fi  =  o  ;  ainfi  les  deux  racines 
feront  x^iaH-^-^aa— bb,&cx=\a—^faa— bb  ^&L  Cl  bb 
eftpltts  grand  que ^ ^1^ les  deux  racines  feront  imaginaires;  mais 
fi  bb  eft  moindre  que  ^  aa ,  elles  feront  toutes  deux  pofîtives. 

Pour  conftruire  ces  deux  racines ,  je  fais  un  triangle  reftanglc 
ABC (Fig.  7 s.),  dont  rhypotenufe  AC  =  |tf ,  &  le  côté  AB 
s=fl^,  &  achevant  la  conftruélion  de  cette  Figure  de  même  que 
ci-deffas,faiBF==BC=v^f^^=:;g^6cEB  =  AD==AC=i» 
a  y  &  par  conféquent  EF  =  EB-4-BF  =  ^  a^^^aa^bb  , 
donc  ÉF  ,  eft  la  première  racine,  ôc  la  féconde  eft  EC=EB 

^BC={  a— \^iaa—bb. 

Soit  enfin  l'équation  xx — ax — bb==oi  donc  xx^-^ax^^bb; 
XX  — -^x-+- -j  aasc=:^  aa  'h  bb,  &  par  conféquent  x  —  ^  a 
s=sL\/^aa'^bby  oujc  — |a  —  Vj  aa  -H  ^^  =»  o,  &  divifant  la  pro- 
pofée  par  cette  racine  ,  le  quotient  fera  x — ^a^V^aa-^bb 
=  o,  donc  les  deux  racines  font  x=^  4*  a-^V^aa-^-bb^ài  x=^^a 
*^V  \aa-^bb  y  bihi  première  fera  pofitive ,  &  la  féconde  né- 
gative. 

Pour  les  conftruîre,  je  faîs  un  triangle  reÛangle  ABC  {Fig.  74.), 
,donc  le  côté  AC==  ^  a  ôc  le  côté  ËC  =^,  &  j  achevé  la  con- 
firu£kion  de  cette  Figure  comme  ci-defliis ,  donc  AD= AC= ^ 

a,&BD==DA-+-AB=:|a-HV'7ai-H^^,  &  par  conféquent 
BD  eft  la  première  racine. 

Pour  avoir  la  féconde  je  prens  fur  AB  prolongé  au-delà  de  B 
la  partie  BQ  égale  à  BP ,  6c  BQ  eft  la  féconde  racine  ;  car  BP. 
=  y/^aa-^bb' —  |  a  ;  or  BP  étant  pofitive ,  fon  égale  QB  eft  né- 
gative à  caufe  qu'elle  eft  de  l'autre  côté  du  point  B^  donc  BQ 
=^^a^V\aa\^bb. 

R  E  MA  R  ^U  E. 

88.  Les  équations  du  quatrième  degré  dans  les  termes  def 
quelles  l'inconnue  fe  trouve  toujours  dans  un  degré  pair  ^  peu* 
vent  fe  réfoudre  de  la  même  façon. 

Soit  par  exemple  Péquationrc* — aaxx^ccdd=^Oj  je  prens 
une  autre  inconnue  y,  &  je  fuppofe  que  le  produit  ay  de  cette 
inconnue  par  la  connue  a  eft  égal  à  x^  j  je  mets  cette  valeur  de 

V 
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**,daûs  Téquation,  ce  qui  me  donne  a^* — a^y^ccdd^-Oy 

ouy^ — iiy-+-^^  3=0 ,  |e  chercKe  &  fe  conftruis  ks  racines 

de  cette  nouvcUe  équation  qui  ft*eft  pltis  que  du  fecond  degré  > 

&   ces  racines    lbnt\>f  ==:  t  ^  4- ^i^^  —  !^  &  ^  ==  i  ^ 

.—  ^j  ^^  —  1^  3  or  à  canfe  de  a:*  =  ay  les  racines  a?  de  la  pro- 

Eofée  font  moyennes  proportionneUes  entrer  &  les  racinesyde 
i  transformée  ;  c'cft  pourquoi  prenant  des  moyennes  propor- 
tionncUes  entre  a  6c  chacune  des  racines  y  >  j'aurai  les  racines 
delapropofée^  &  ainfi  des  autres. 

De  la  conjlruâion  des  Epations  déterminées  des  degrés^ 
troifiéme  (^  quatrième^ 

8p.  Pour  conftruîre  ces  fortes  d'équations  >  on  y  introduit  une 
nouvelle  inconnue  par  le  moyen  de  laquelle  on  en  tire  d'autres 
équations  qui  prifes  deux  à  deux  ,  contiennent  non -feulement 
les  deux  inconnues,  mais  encore  toutes  les  grandeurs  connues 
de  la  proppfée  :  on  conftruit  féparément  le  lieu  de  ces  deux  équa- 
tions ,  après  quoi  combinant  enfemble  ces  deux  lieux ,  les  points 
d'înterfeaion  donnent  les  racines  de  la  propofée,les  exemples 
iuivans  rendront  ceci  plus  clair. 

po.  Soit  la  propofée^J-+-  ^^ — aac  ==  o,  je  fais  pafler  le  ter- 
me  tout  connu  dans  le  fecond  membre ,  &  j  aij^3  ^  aby=^aac, 
d'où  je  iittayy  :  :y*-4-  ii^,  de  ;  or  pour  introduire  une  nouvelle 
inconnue  x^  je  fuppofe  a^yiiy^Xy  donc  àx=^yyy  &  cette 
équation ^;c  =yy  eft  à  la  parabole. 

Je  mets  ax au  lieu  de jf* ,  dans  la  proportion  a^yr.y^^  aby 
acy  &  j'ai  yayyiiax'k^ab  ydc'^  mais  par  la  fuppofition  a^ywyy 
X  y  doncy  jXiiax^abyacy^  divifiint  les  deux  derniers  termes 
par  tf,  j'ai  y,  x  ::  x  -^b ,  c  ^  àonc  x^  -^  :d>=^cy  yda  cette  dernière 
équation  eft  encore  à  la  parabole. 

J'ajoute  réquation  ax  ^=^yy  à  Téquatîon  jc*  ■+-  *i  =  ry ,  &  la 
iomm^ax^x^'^xb^ss^yy^cyoviy^ — x^^^rcy — ax — Axïs=o 
eft  une  équation  à  l'hyperbole  équilatére  à  caule  que  les  deux 
quarrés  x^yy^  font  fous  différens  figne?  &  fans  coefficient. 

Je  retranche  de  Téquadon  ax  =^yy  y  l'équation  x^'^rxb^=r^cyytx. 
le  it&^ax — x^^ — xb  ^=^yy  —  cyoux^  ^y^^^ax  Hr  a:4—  ry  ==  o 
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«Il  une  équation  au  cercle  à  caufe  que  les  deux  quarrés^* ,  x^  ont 
le  même figne,  &  nom  point  de coeflSçient.  Puifque  axs=yyy 

donc  X  ==  - ,  &  mettant  cette  valeur  de  x  dans  Téquation  x^  •+-  xb 
s=fy ,  j'ai  ;r*  -4-  —  =  ry ,  &  multipliant  par  a  fie  divifant  par  b, 

j'ai  j^*  -+-^'  =  ^  ou  j^*  "^7"  —  ?^  =  ^  >  9:^^  ^ft  "^^  équation 
àr£llip(e,  à  caufe  que  les  quarrez^* ,  x*  ont  le  même  figne >  fie 
que  le  fécond  a  nn  coefficient  quoique  le  plan  xy  ne  s  y  trouve 
point. 

Je  dîvife  la  ^ro^oiéc'  y^  '^  aby=^  aac  par  a  y  ce  qur  donne 
^  -t-^:<=^  ;  fie  mettant  2K1  lieu  de^  fa  valeur  x  y  j^ai  yx'-^èy 

^=acj  ouyx^by — ac=o^  qui  eft  une  équation  à  l'hyperbole 
entre  fes  afymptotes  à  caufe  que  le  plan  xy  s'y  trouve  (ans  aucun 
desquarrés^*,  x\ 
J'ai  donc  les  équations  locales  fuivantes. 

/• 

P.  ajc— yy=  o  à  la  parabole. 
IP.  x^  -H  ox — ry  =  o  a  la  parabole. 
IIP.^**— x*-+-fy — ^jc=o  à  Thyperbole  par  rapport  aux  diamètres. 

— ax 
lY^yz  4-  X* — ry  -t-  *^  ;î=i  O  au  cercle. 
—  ax 

V^  y^^  iif  —  1'^  =  o  à  TEUipfe. 

yV.xy^by — ar  =3=0  Thyperbole  entre  fes  afymprores. 

fie  il  feroit  facile  de  trouver  tf  autres  équations  locales  en  com- 
binant celles-ci ,  en  obfervant  cependant  qu'elfes  ne  fuffent  pas 
d'un  degré  plus  élevé  qu;e  lé  fécond. 

Or  entre  ces  équations  j'en  cboifis  deux  qui  renferment  non* 
feulement  les  deujc  inconnues  ^  mais  encore  toutes  les  quantités 
connues  de  réquation ,  fie  l'une  des  deux  doit  toujours  être  l'é- 
quation au  cercle  y  pa^ce  que  cette  Figure  eft  plus  facile  à  con^ 
ftruire  que  les  autres,  je  prens  donc  la  preniiere  ax — yy=o, 
fie  k  qttattiémc^*-+-af*  —  rjy-H*4t  e=5  6,  fie  je  les  canftruis  d'à- 

—  tfar 
bord  féjparément. 

Aintt  je  fais  une  parabole  ABC^  fig.  ?;•  )  avec  un  paramètre 
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égal  à  la  ligne  droite  ^  ^  6c  le  point  B  eu  l'origine  des  x  ou  âts 

abfcifles. 

Pour  conflruireTéquation  au  cercle  je  compare  fcs  termes  avec 
ceux  delà  formule  générale  du  Chapitre  3®.  6c  je  trouve 

1^.  -  =  o  ,  donc  n  =  Oy  m==f  ;  6c  faifantw  =  ^,.  j'ai  a  =  e 

i==m.  2°,  —  rj^  =  —  2ry  y  donc  c^=2r  6c  ^  c  =  r.^  3^.  bx — ax 

=— ^j  donc^ — ^= — 25  6c~^  —  T^== — J,enfuppofant 

b  plus  grand  que  a.  4^.  rr  —  ri:  H-  ji =0,  donc  rr  -h  jj=^r,  6c 
mettant  les  valeurs  de  rr  -4*  J5  ,  j'ai  ^cc^^^bb  —  ^  ab  ^^  aa^ 
^=ttàçv'^cc'+'^bb  —  ^ab'+'^aa:ss=:t. 

■Delà  je  vois,  que  dans  la  Figure  g.  qui  eâ  la  conftni£lion  de 
la  formule  générale  la  droite  EB  =  »==©,  que  par  conféquenc 
AB  =  m  doit  tomber  fur  AE  ==  r ,  6c  que  AH= j  doit  être  pris 
fur  le  prolongement  de  AE  au-delà  de  A,  à  caufe  de  -^  —  ^a 

Je  mené  donc  une  droite  indéfinie  HI  (  Fig.  76.) ^  6c  la  pro- 
longeant de  Tautre  côté  de  H,  je  prens  HL==^  b — ^a;  j'élève  . 
au  point  L  la  perpendiculaire  LO=|:  c;  du  point  O  je  mené 
une  parallèle  à  HI  3  6c  je  prens  de  part  6c  d'autre  du  point  O 
les  droites  VOj  OT  égales  chacune  à  v'^cf-i^^bb — iab^^aa, 
je  décris  du  centre  O  6c  du  rayon  OV  un  cercle  VXT^  Ôc  du 
point  H  menant  HX  parallèle  à  LO  ^  l'arc  XTH  eft  le  lieu  de 
l'équation  du  cercle. 

Car  d'un  point  quelconque  de  cet  arc  menant  une  droite  PY 
perpendiculaire  fur  HI  ^  je  nomme  HP  =  Xy  P Y  =^y ,  donc 
QY  =^  —  ic  Cl  le  point  Y  eft  en  delà  du' diamètre ,  6c  QY 
=  i^_^  fi  Y  eft  entre  T  6c  H;  enfin  OQ=  LP  =LH-t-HF 

^=^^b — t  ^  ■+■•*>  or  par  la  propriété  du  cercle  on  a  QY  =  OT, 

—  OQ,  doncjjy  —  cy '+'^cct=^^cc'^^bb — \ab^^aa — i 
bb'^^ab — ^aa — bx-^ax  —  xx^  âc  corrigeant  Texpreffion^ 
&  tranfpofant  tout  dans  le  premier  membre  on  aura  yy  •+-*^ 

—  ry  -H  ^J'f  ===  o  qui  eft  l'équation  au  cercle» 

—  ax 
Nota.  Que  la  circonférence  du  cercle  paffe  par  le  point  H  5 
car  tirant  la  droite  HO  on  a  dans  le  triangle  xeâangle  OLH  ^ 

OL-+-rH=QH  ou  ^  ccr^^bb^iab-^^aa^Ô^,  donQ 
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OH«OT>  &  par  conféquent  OH=OT,  ainfi  OH  eft  rayon 
du  cercle  de  même  que  OT. 

Maintenant  je  combine  enfemble  ces  deux  Figures ,  &  corn- 
tne  l'origine  des  x  dans  la  Figure  du  cercle  eft  H ,  je  tranfporte 
HI  fur  BP  dans  la  Figure  de  la  parabole ,  enforte  que  H  tom- 
be fur  B^ainfi  HL  tombe  fur  BL,  ôc  le  cercle  ne  coupe  la  parabole 
Horsdu  fommet  qu'en  un  feul  point  K;c'eft  pourquoi  du  point  K  ab- 
baiflant  une  perpendiculaire  KZ  fur  BD  j  je  dis  que  KZ  eft  la 
racine  vraye  de  1  équation  propofée  j^3 -4- ^^^ — ^^—.q^  5^  q^ç 
les  deux  autres  font  imaginaires. 

Car  appellant  BZ=i^ ,  &  ZK  ;==y  on  a  par  la  propriété  de  la 

parabole  ZK  =:  ZB  xp  ou  yy=iax  y  &l  par  rapport  au  cercle  nous 
avons  FK=?ZK — ZFq=^  —  ^c  ,  d'où  nous  avons  retrouvé 
réquation  j(y  -H  x^ — ry  -+-  ^x = o  ;  or  fi  nous  mettons  dans  cette 

— ax 

équation  la  valeur  ^  de  Jc ,  prife  dans  Téquation  à  la  parabole  , 
nous  aurons  yy'+'' ry  -+-  —  =  o,  &  corrigeant  Texpreffion  , 


a 


puis  multipliant  par  aa ,  nous,  aurons  y^-^abyy  —  aacy  =s  o ,  & 
divifant  par  ^ ,  nous  aurons  j/3  ^  aby — aac  =  o  qui  eft  1  équation 
propofée. 

Or  cette  équation  n  aura  d'autre  racine  vraye  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver ,  parce  que  de  toutes  les  droites  qu^on 
peut  élever  perpendiculairement  fur  BP ,  il  n'y  a  que  la  droite 
ZK  qui  puifle  être  appellée  j/  à  l'égard  de  la  parabole  ,  de  même 
qu'à  l'égard  du  cercle. 

Si  a  étoit  plus  grand  que  b  on  auroît  \  a — \b=rzs,ic  par  coi> 
féquent  on  prendroît  BL  du  côté  de  BD ,  &c. 

Et  fi  Ton  conftruifoit  de  la  même  façon  deux  autres  équations 
locales  >  prifes  parmi  les  fix  que  nous  avons  trouvées  ci- deffus  , 
comme  la  féconde  avec  latroifiéme,  &c.  on  trouveroit  toujours 
^ue  les  deux  courbes  conftruites  &  combinées  enfemble,  ainfî 
ijue  nous  venons  de  faire  ,  ne  s'entrecouperoient  qu'en  un  feul 
point  hors  du  fommet. 

Prenons  par  exemple  la  quatrième  6c  la  cinquième ,  c'eft-à- 
dire ,  le  cercle  &  TEllipfe.  Je  compare  les  termes  de  l'équation 
à  TEUipfeavec  ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  IIL  6c 
je  trouve  Yiij 


i;8  Le  Calcul  Différentiel, 

i^^=o,  donc  w==o,  ôc  m=^c  5  &  faifant  m=:a,  )nia 
=  ^  =  m.  2^  r  =  — ^  ,  OU  r  =  ^  ^  d  ou  je  tire  :r  "=?•  3  •  x 
=  5r,donc  ^^  =r,  4^.  j==  o.  j^.  rr=^' ,  &  mettant  les  valeurs 
<•«'  «^  5.  W^'  =  f',  donc  ^=»,  «c>'|  =  r,doneL* 


D  où  je  vois  que  dans  la  Figure  10 ,  qui  eft  la  conftruÛîon  de 
la  formule  générale ,  la  droite  EB  =  »=o,  &  que  par  confé- 
quent  AB==w,  doit  tomber  fur  AE=f  ,  que  la  droite  AH 
tss=  X  =  o ,  &  qu  ainfî  le  point  d'origine  A  doit  tombet  en  H. 

J'élève  donc  fur  un  point  P  d'une  droite  indéfinie  PZ  {Fig.  77.) 

une  perpendiculaire  PA=  ^  ;  par  le  point  A  je  mené  une  pa- 
rallèle à  PZ ,  fur  laquelle  je  prens  de  part^fic  d'autre  du  point  A 
les  parties  AB,  AC  égales  chacune  à  ^^  ;  &  fur  la  droite  BC 

prife  pour  premier  axe  &  avec  un  paramètre  =  ^  x^^,  je  dé- 
cris une  Ellipfe  BECP  ,  &  la  demi-Ellipfe  PCM  eft  le  lieu  de 
la  cinquième  équation. 

Car  d'un  point  quelconque  E  abaiflant  une  perpendiculaire 
NE  fur  PZ  ,  je  nomme  PN=jc  ,  NEœ^  ,  donc  FE=jf 

— -  ^ ,  fi  le  point  E  eft  au-delà  de  l'axe ,  &  FE  =  ^  — y  y  fi  le 
point  E  eft  entre  l'axe  fie  la  droite  PZ.  Or  par  la  propriété  de  l'EIr 
lipfeonaFE,  AC — AFiip^^t^  donc^*  —  ^y^^ 

• —  ^^^  Œ=  o ,  qui  eft  la  cinquième  équation. 

Avant  de  combiner  cette  figure  avec  celle  du  cercle  ,  il  eft 
bon  d'obferver  que  la  circonférence  de  l'Ellipfe  pafle  parle  point 

P  ,  car  le  grand  axe  de  l'Ellipfe  eft  a^^,  ôc  fon  paramètre  eft 

y  X  ^^ .  Or  le  petit  axe  eft  moyen  proportionnel  entre  le  grand 

axe  6c  le  paramètre  de  ce  grand  axe ,  multipliant  donc  le  grand 
axe  par  fon  paramètre  fie  tirant  la  racine  quarrée  du  produit  nous 

aurons  ^  =  ^  pour  la  valeut  du  petit  axe  ;  donc  ià  moidé  fera 
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~  j  mais  ^  =  PA  par  la  conftruûîon ,  donc  PA  eft  la  moitié  du 
petit  axe  ,  &  par  conféquent  FEllipfe  pafle  par  le  point  P, 

Mainteiiant  puîfquele  point  P  eft  Torigine  des  x  pris  fur  PZ , 
&  que  dans  la  ngure  du  cercle  le  point  H  eft  l'origine  des  x  pris 
fur  HL  Je  tranfporte  la  figure  du  cercle  fur  celle  de  TEUipfe  en- 
foneque  le  point  H  tombe  furie  point P^  &  la  droite  Hlfurla 
droite  PZ ,  &  le  cerclene  coupe  lEllipCe  hors  du  point  d'origi- 
ne P  qu  en  un  feul  point  E  ;  c'eft  pourquoi  menant  de  ce  point 
une  perpendiculaire  NE  fur  PZ  y  je  dis  que  cette  droite  NE 
fera  Tunique  racine  vraie  delapropofée^3-t-^^ — ^Mr  =  o. 

Car  en  rapportant  la  droite  EN  à  l'EUipfe  nous  avons  trouvé 

y^^j  x^ — jy=:o,  &  en  la  rapportant  au  cercle  nous  avons 

j/*-t-x*— »ry-+-^jif— ^x=:^o.  Or  mettant  dans  Tun  oulautre  dé 

ces  équations  la  valeur  ^^  de  ^ ,  nous  aurons  toujours  en  corrigeant 

lexpreffion^î-i-^i^^ — /rjr=o,  qui  eft  l'équation  propofée,  6c 
cette  équation  ne  peut  avoir  d'autres  racines  vrayes  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver ,  parce  qu'il  n'y  a  que  la  droite  NE  qui 
puifle  être  également  nomraéejy ,  foit  qu  on  la  rapporte  au  cercle  , 
foit  qu^on  la  rapporte  à  TEUipfe.  Que  fi  cette  façon  de  démontrer 
ceci  ne  paroît  pas  fuffifante  a  quelques  perfonnes ,  nous  en  don- 
nerons un  autre  dans  Texemplefuivant,  ôc  on  pourra  l'appliquer 
à  ce  qui  vient  d'être  dit. 

po»  Soit  la  propofée^3  —  aby  - — aac=^o  ;  donc  y^ — aly 
^=^aacy  d'où  je  tite^,^::^* — aby  ac.  Pour  introduire  une 
nouvelle  inconnue  x ,  je  fuppofe  ayy::yyX  y  donc  ax  =^yy  y  & 
cette  équation  eft  à  la  parabole. 

Puifque  a  y  y  :  :y^ — où ,  ac  y  ai  que  ayyiiyyXy  donc^ ,  x  :  : 
yi —  ab  y  ac  y  &  mettant  ax  au  lîeu  de  yy  qui  lui  eft  égal ,  j'ai^  , 
x::ax — ab  y  acy  donc  ayc = ojc*  —  abx  y  &  divifant  par  a  y  puis 
tranfpofant ,  j'ai  «*  — bx — 9^=0  y  &  cette  équation  eft  encore 
à  la  parabole. 

Je  retranche  de  Téquatîon  ax=^yy  l'équation  x^  — bx^=^cy  Se 
le  refte  ax — x^'^bx:=yy — cy  ,  onyy-^x^ — cy — a^ — bx 
î=o  eft  une  équation  au  cercle. 

J'ajpute. l'équation  ax=yyy  à  l'équation  x^ — bx=^cy  &  la 
fomme  ax-^x^ — bx^=^yy^cy  y  o\x  yy  —  x^-^cy — ax'^bx 
«=ïO,  eS  une  équ^ion  à  l'hyperbole  équilaterale. 


i6o  Le  Calcul  Différentiel; 

PuifquetfA:==y^,donc  Ji:=^;  &  mettant  cette  valeur  de  x} 

dans  Fëquation  xx — èx — cy  =  o ,  j  ai  xx  —  — — ry = o ,  ou  ^/ 

>—f  xx^  j^=ao,  &  cette  équation  eft  à  Thyperbole. 

Je  divife  la  propofée^^s  —  aby — aac  =  o  par  ^ ,  ce  qui  donne 

^j — l^y — ac=Oj  &  mettante  au  lieu  de  ^   )^y^ — -by^-^ae 

=  0 ,  qui  eft  une  équation  à  Thyperbole  entre  les  afymptotes^ 
J'ai  donc  les  fix  équations  fuivantes. 

*  P.^^ —  ^A:=oà  la  parabole^ 
IP-  x^  —  hx  —  ry  =  o  à  la  parabole. 
IIP.  j;^  -H  x^  —  cy — ^a;  =  o  au  cercle. 

— -^jf 
ï  V^^*  —  ;c*-Hry-4-^^==oà  l'hyperbole  équilatere» 

--^ax 

^^^y''  — l^^'^jy  =  oà  l'hyperbole  fcalene. 
yp.jyAT  -—  èy — ^r  =  à  Phyperbole  entre  les  afymptotes. 

Je  conftruis  la  première  &  la  troifiéme ,  c'eft-à-dire  l'équation 
y^ — ^A:=oàla  parabole,  &  Téquation  au  cercle,  &  pour  la 
première  je  mené  une  ligne  indéfinie  AH  (F$g.  78.) ,  6c  avec  un 
paramètre  =  aJQ  décris  Tur  le  diamètre  AH  une  parabole  BAC , 
ainfi  le  point  A  eft  le  point  d'origine  des  x  pris  fur  AH. 

Pour  conftruire  l'équation  au  cercle,  je  compare  fcs  termes 
avec  ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  IIL  &  je  trouve. 

1^  ^  =  0,  donc»i?=o,  m=e&c—  =1.  2^ry=2ry,donc 
m  ^  *         '  mm  y  y  * 

c:=2ry  &-^r  =  r.  3®. — bx — ax=: — 2sx,  donc^^-h-î^as=x, 
4^.  rr — rr'+-jjï=o,  donc  rr-h  JJ=/r^  &  mettant  les  valeurs  de 
rry  jj,  jzi^ cc^^  bb ^^ab'^^aa=^t&L  V^cc-^^bb-^^ab-^^ua 

D'où  je  vois  que  dans  la  Figure  5>,  qui  eft  la  conftru£lion  do 
la  formule ,  la  droite  EB  =«  =  o ,  &  que  AB  tombe  fur  AE. 

Je  prens  donc  fur  une  droite  indéfinie  PQ  (Fig.  79.)  la  partie 
PM=r|Z'-+-'i-^  ;  j'élève  fur  le  point  M  la  perpendiculaire  MO 
iB=  Ir;  je  mené  par  O  une  droite  parallèle  à  PQ  fur  laquelle  je 
prens  de  part  &  d'autre  du  point  O  les  parties  OV,  OT  égales 
chacune  à  \ri^cc'^^bb-^\ab  -^^aâ  ,  &  du  centre  O  &  <iu  I 

layon  OV  je  décris  un  cercle ,  puis  du  point  P  je  mené  PK  pa- 
rallèle 
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tallele  à  MO  ,  &  lare  KZ  eft  le  lieu  de  Féquation  au  cercle. 

Car  d'un  point  quelconque  Y  menant  une  perpendiculaire  YX 
je  nomme  PX  =x,  YX=y  ^  donc  YG  =  YX— GX==^ —ic , 
&  lorfque  le  point  G  tombe  entre  O  &  T  on  a  OG = PX  ~PM 
=  X  — Y  ^ — T  ^  i  ™2iis  lorfque  G  tombe  entre  O  6c  V^  on  a  OG 
=  PM — PX==i^  +  7a — X.  Or  par  la  propriété  du  cercle 

TG=OT  ou OV,--ÔG,  donc y^—cy-hicc:=^  cc-^\bb 
'^^ab-^^aa-^x^^bx — ^bb — \ab — ^aa-^ax  \  &  corri- 
geant Texpreflion,  &  tranfpofant  tout  dans  le  premer  membre  j 
on  aura^*  -♦-  ;c* — cy  —  bx  —  a;c  =  o ,  qui  eft  Téquation  au  cercle. 
Il  faut  obferver  que  la  circonférence  du  cercle  paffe  par  le  point 
P,  cardans  le  triangle  POM  on  a  PM  =  f  ^^-^^ ,  &  MO  =  i:  ^ 

Cy  mais  PO =MP  4- MO,  donc  YO^^cc^ibb-^^ab-h^aa 

&  par  conféquent  PO  =  VjcTh^UTJab  -^^aa^  O V.       •  - 

Pour  combiner  la  parabole  avec  le  cercle  je  tranfporte  la  Fi- 

fjrc  du  cercle  fur  celle  de  la  parabole  y  de  façon  que  le  point 
origine  P  tombe  fur  le  point  d'origine  A  ôc  la  droite  PQ  fur 
Taxe  AH ,  &  menant  par  les  trois  points  R  ^  B ,  D  où  le  cercle 
coupe  la  parabole  hors  du  fommet  A  des  perpendiculaires  fur 
Taxe  AE ,  je  dis  que  ER  fera  la  racine  vraye  de  Téquation  &  lés 
deux  BI ,  DF  feront  les  fauflcs  racines. 

CarER  étant  rapporté  à  la  la  parabole  on  a  ER=:  EA  xp  ou 
y^  =zaxyài\2L  même  ER  étant  rapportée  au  cercle  ,  nous  ve- 
nons de  voir  quon  zy^-^x^  —  cy — bx — a;c  =  oi  or  mettant 

.  dans  cette  dernière  équation  la  valeur^  de  x  prife  dans  Téqua- 

tjon  de  la  parabole  nous  avons  j^*  -i-^  — cy j  — y^  =  o  ;  & 

corrigeant  lexpreffion  y  puis  multipliant  par  à^  nous  aurons^* 
— a^cy — aby^  =  o ,  ôc  divifant  parj^  ;  nous  auronsjy 3 — aby —  aac 
=  o,  qui  eft  l'équation  propoféc.  Or  comme  ilnyaquelafeule 
ER  qui  puiffeêtre  rapportée  tout  à  la  fois  à  la  parabole  &  au  cer- 
cle du  côté  de  G  ,  il  s'enfuit  que  ER  eft  la  feule  racine  vraie  de 
l'équation ,  &  que  les  deux  autres  DF ,  BI  qui  font  de  l'autre  côté 
font  fauffes. 

Si  l'on  veut  une  autre  demonftration  de  ceci ,  quoiqu  aflure- 
ment  celle  que  nous  venons  de  donner  foit  dans  toutes  les  règles; 
menons  du  centre  O  du  cercle  (Fig.-ji*)  la  droite  OR,  nous  aurons 
ORs=  V^cc-^^bb-^^ab-h^aa^m^q^xe  OR  eft  rayon  du  cercle. 


KSi  Le  Calcul  Differ^entiel, 

&  à  caufe  de  la  parabole  nous  aurons  AE =-  donc  OL  «  AE 

— AM==^— i^— ftf,  &LR===ER~-EL=>'  — if.  Or 

le  triangle  OLR  étaht  rcûangle ,  nous  avons  OL  -»-  LR=  OR , 
mettant  donc  les  valeurs  de  ces  quarrés  nous,  aurons  -^ j 

ab^^auj  &  corrigeant  rexprclfion ,  ilreftera^^ -^  —  cy 

==o^  &  multipliant  par  aa  puis  divifant  par  j/ ,  nous  aurons  en- 
fin j^3 — aby — aac=  o ,  qui  eft  l'équation  propofée ,  &  par  con- 
féquent ,  la  droite  ER  que  nous  avons  appellée^  eft  la  véritable 
racine  de  Péquation. 

P  !•  Soit  la  propofée  :v3.-+-  ax^ — abx — 'aac=^o  ^  je  fuppofe^, 
x\\  X  ^y  y  donc  ay=:xx  y&c  cette  équation  eft  à  la  parabole. 

Je  fubftitue  ay  au  lieu  de  x^  dans  la  propofée  ^  &  j*ai  ayx  -^aay 
'*—  abx  —  aac  =:  o ,  &  divifant  par  a  j'ai^x  -+-  ^J — bx — ac-=o^ 
qui  eft  une  équation  à  l'hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

Je  multiplie  cette  dernière  équation  par  x  —  a,  à  caufe  que  le 
dernier  terme  de  l'équation  a  le  figne  moins ,  &  j'ai  yx^  —  ayx 
-h  ayx—aay  —  bx'^-^r^ibx  —  acx  -f-  aac  =  o ,  &  corrigeant  Tex- 
preliion  ,  j'ai^x*  —  bx^  -^  aay  -+-  abx  —  acx  -f-  aac  =  o ,  &  met- 
tant ay  au  lieu  de  fa  valeur  x^ ,  j'ai  ay'^  —  aby  —  aay  H-  abx  —  acx 
^^aac^=Oy  &  divifant  par  a  j'aî^*  —  by — ay^bx  —  cX'+'ac 
=  o ,  qui  eft  une  équation  à  la  parabole. 

Je  retranche  de  la  première  équation  ay'^-'XX  =  o  y  Téqua- 
tîon^*  —  by-^ay'-hbx — rjc  -+-^ic=  o ,  &  le  refte  étant tranfpo- 
fé  dans  le  fécond  membre  donne^*  -H  x^  —  2^  —  byr^  bx  — ex 
H-ar  =  o ,  qui  eft  une  équation  au  cevl^- 

J'ajoute  la  première  équation  ay — xx=oz  l'équation j;* — iy 
^'^ay^bx  —  cX'^ac=^o  ,  &la  fommc  donne  y^ — ** -r-by 
Hrbx — c^:v  -+-  iïf  =  o  ^  à  Thy  perbole  équilatere. 

Puifque^^==Jcxdonc  ~  ==^;  mettant  donc  dans  la  dernière 

équation  cette  valeur  dej,  &  le  valeur  ay  de  a:*,  j'aij;*  —  ay 

^  —  -1-  bx —  £73;  +  ^r = o ,  qui  eft  une  équation  eft  à  l'hyperbole 

fcalene ,  j'ai  donc  les  équations  locales. 

V.  XX — ay:=^o  ,  à  la  parabole. 

ll.yx  -^ay--^bxrTM=^o,  à  l'hyperbole  entre  fes  afymptotes* 
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ni.y» — èy—ay^bx — rx-|-<i*«=*o  àla  parabole. 
IV.  ^  *  -h  X»  —  2ay'^bx'hax=o  au  cercle. 

—  by — ex  ^ 

y,yx jçi  _-  ^  H-  A;c  -H tfc—  o  à  l'hyperbole  équilatere. 


ex 


yi,y*  —  -XX — <ïy-+.*x-Htff  ==  o  à  Phypeibolefcaléné. 


ex 


Pour  refoudre  la  propofëc ,  j'cmploye  la  première  équation 
xx—ay^o,  &  laquatriémej^*-*-**— 2ay+-^5f-4-<w'  =  o,  6c 

—  by — ex. 
pour  conftruire  la  première  où  le  quarréx»  fe  trouve  au  lieu  du 
quatre  yy ,  je  compare  fes  termes  avec  ceux  de  la  féconde  for- 
mule générale  de  la  parabole  {Chapitre  ITL) ,  &  je  trouve , 
"    lO.'^ssro,  donc»=o,m=e.  2°.r=o.  .3".— ^;'==— ^^ 
iv,  &parconféquenttf=f.  J**. i^=o&j=o.  . 

Je  prens  donc  une  ligne  AB  =  tf  (Fig.  80.) ,  &  élevant  fut  fon 
extrémité  A  une  indéfinie  AZ,  je  décris  une  parabole  CAE ,  fie 
fon  arc  indéfini  AX  eft  le  lieu  de  l'équation  xx-^ay  =  o.  Car. 
d'un  point  quelconque  P  de  la  ligne  AB  prolongée  s'il  le  faut,  éle- 
vant une  perpendiculaire  PE ,  &  du  point  E  menant  EF  parallere 
à  AB  ,•  je  nomme  AP  =  Jc ,  PE  ==>  Or  par  la  propriété  de  la  pa- 
rabole le  quarré  de  AP  ou  EF  eft  égal  au  produit  de  AFouPE  par 
le  paramètre  AB,  àoncxx=^ay-&cxx—ay  =  o. 

Pour  conftruire  l'équation  du  cercle  je  compare  feS  ternies  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  Chapitre  III  ,.^)e  trouve  1     -: 

=  o,  donc  »=o,  ài  =>;  Sc^oû^^r.  :^,-^xay^by^  — 
2ry;donca-f-i^=r.'3°.-Hi^— cr=--2;x,&r— |=i2J, 
donc  i  c— ii  =«  > ,  nous  fttppofons  que  e  foit  plusgtand  que*  , 
car  autrement  ce  ferôit  tout  le  comiaire,  4*.  ae=rr — «  .■;^  ^'  *  ' 
ouVr-f-Vj— flf=^«,-  &  luttant  -les  valewcs  de  n  &jr,.).a,i  aa 

^ab-^i.  à^-i  cc—iBe^  i  W— 4e=ff,ôu  iW-4-^-t-^*— |f  ■  ^ 

=«donc^id*4-^ï-V^*—i-^'  ==^-       '.'      ,       .     j,    .  . 

Pour  conftrMÎre  cette  équation,  fâchant  que  le  point  d  onguiç^ 
Àii  la  parabole  dbitàtè-âuffiTfcjioiitt  d'origine  pour  I^ 
&'  quelés  Vdàns  l'une  •ôc^!Htdttë.Fî|ute  -doîrcrir  fe^pretidre-  fbr> 
Ar,  jéprens  fur topéïpeî^icu&içé AZlaxifOit«  AQ^^a-^r^f 
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par  le  point  Q,  je  mené  une  parallèle  à  AB,  ^  le  diamètre  du  cer- 
cle doit  être  pris  fur  cette  parallèle  ;  de  l'extrémité  B  du  paramè- 
tre de  la  parabole,  je  mené  BR  parallèle  à  AQ ,  &  par  la  propriété 
de  cette  courbe  j'ai  BD=AB=fl,  donc  RD=RB  ou  AQ — BD 
=  ^4-7*—  a=il?y  je  fais  QT=  |  ^,  &  par  conféquent  RT=^ï 
-f-T  *  i  je  retranche  de  RTla  partie  TO=i  c  &  le  refte  KO=a 
-*-T*  — TO&parlamêmeraifonQO  =  OT— TQ=ir— f^, 
donc  le  point  O  doit  être  le  centre  du  cercle  ;  &  fon  rayon  eft 
égal  à  la  droite  OD  ,  car  le  triangle  ORD  étant  redangle ,  on  a 

4^^"+"'^-+-T^  —  *^*'  Je  décris  donc  le  cercle,  &  menant 
par  les  points  D  ,  E ,  C ,  H ,  où  fa  circonférence  coupe  la  para- 
bole des  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  parabole,  la  vraie  racine 
de  l'équation  cft  FE,  les  deux  faulTes  font  GS ,  HV,  &  la  per- 
pendiculaire DI=a,  eft  vifiblement la  racine x=tf  dont  nous 
avons  augmenté  réquation  en  multipliant  par  x—a. 

Car  par  le  point  E  menant  EP  perpendiculaire  fur  AP,  nous 
avons  AP=Af,  EP==y,  Er==y  — a_i^,  Or=AP  — OQ 
*=* — T^H-T^  1  niais  par  la  propriété  du  cercle  nous  avons 

Er  =  ON  —  Or ,  donc  y^—2ay  -haa^-  by-^ab  -\~^bb=^bb 
-^aa-^-ab-^^  bb  —  ac  —  \  bc-Jf^  ce — Jc» -+- c*  — -J- rc — bx 
"^^bc — ^bb,  ôc  corrigeant  l'exprellion  ,  nous  aurons  j^* — ^ay 
~-'by  =  —  ac — bx-^cx — x^,  ôctranfpofant  tout  dans  le  pre- 
mier membre  nous  aurons ^*  -h  ** — 2ay-^bx-^ac=o,(\[i\ç&. 

—  h  —  ^* 
l'équation  au  cercle. 

Or  fi  dans  cette  équation  nous  mettons  au  lieu  de  y  là  valeur 
-,  nous  aurons  — -h*»  —  2*»—-^ — h^Jc  —  f*  H-^  =  o  ,  & 
multipliant  par  aa ,  puis  divifant  par  Af  —  a ,  nous  aurons  xi  H-  «x» 
—  abx  —  aac=Oy  qui  eft  l'équation  propofée. 

Que  fi  on  veut  démontrer  ceci  autrement  menant  la  droite  OE  , 
nous  aurons  EP  —  FA  =  ^  par  la  propriété  delà  parabole,donc 
Er  =  FA — QA  =  "-  —  a — \  b  ;  or  dans  le  triangle  reOsinglc 

OEr,  nous  avons  ÔË="Ër*-— Or',  mettant  donc  les  valeurs  de 
ces  grandeurs  &  corrigeant  l'expreflion  >nous  trouverons.de  mê- 

jne que ci-deffu$^^ •+-*»— 2**,  &c»  &  achevant  iç  refte  delà. 
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même  façon,  nous  aurogs  encore réquationpropofée. 

On  voit  par  cet  exemple  qu  il  faut  quelquefois  pour  conftruire 
une  équation  du  troifiéme  degré  ,  Télever  au  quatrième;  ce  qu'on 
pourra  toujours  faire  âinfi  que  ci-deffus  en  multipliant  la  féconde 
équation  locale  pat  l'inconnue  a: — a  ,  lorfque  le  dernier  tetme  a 
le  figne  moins ,  ou  par  x-^-a  lorfqu'il  a  le  figne  plus. 

P2.  Si  au  lieu  de  multiplier  une  équation  du  troiltéme  degré 
par  fon  inconnue  ;c,-  ou^ ,  'moins  ou  plus  une  grandeur  connue , 
^,  on  la  multiplie  par ;c= cou j=  9  ,  c'eft-à-dirc  fimplement 
par  fon  inconnue ,  elle  montera  au  quatrième  degré  fans  que  le 
nombre  de  fes  racines  augmente  puifqu^elle  en  aura  une  qui  fera 
égale  à  zéro.  Or  moyennant  cette  préparation,  voici  une  métho- 
de générale  pour  réduire  toutes  les  équations  du  troifiéme  &  du 
quatrième  degré. 

Soit  donc  la  propofée  *?  -f-  ax^  — abx — aac  =  o ,  je  la  mul- 
tiplie par  ^  ,  ce  qui  donne  x^'+^ax^  —  abx^ — aacx=o  y  ainfî 
l'équation  eft  du  quatrième  degré; pour  y  introduire  une  nouvelle 
inconnue ,  je  fuppofc  c,  x::  X"hia,y  ^  ce  qui  donne  cy=^  x^ 
^{axy  les  deux  grandeurs  connues  font  prifes  de  l'équation, 
la  première  c  doit  être  prife  dans  le  dernier  terme  autant  qu'il  le 
peut  pour  les  raifons  que  je  dirai  plus  bas ,  ôc  la  féconde-  a  doit 
être  la  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme  &  avoir  le  même 
figne ,  afin  qu'en  élevant  chaque  membre  de  l'équation  cys=x^ 
^^ax^u  quatre ,  les  deux  premiers  termes  du  fécond  membre 
fe  trouvent  les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  la  propo- 
fée ,  ainfi  qu'on  va  voir.  J'ai  donc  une  première  équation  cy  =  :c* 
^\ax  qui  eft  à  la  parabole  ;  j'élève  chaque  membre  au  quarré  & 
j*ai  ccyyT=ix^^ax^^\aax^  y  ou  ccyy — ^aax^=:^x^^ax^ ,  je 
mets  dans  la  propofée  ccyy  —  ]çaax^y  au  lieu  des  deux  premiers 
termes  x^-^-axi  y  &  j'ai  ccyy  —  -j  aax^  —  abx^  —  aacx  =  o  ,  je 
mets  au  lieu  de  x*  fa  valeur  cy —  \ax^  &  j'aF  ccyy  —  \  aacy  -h  i 

43x— a^ry-*-7  a^bx-^aacx  a=  o ,  &  divifant  parrr  j'ai^^  —  ^ 

y  —  7 J'  •+"  5~ x^^x — ^ ;(f  =  o ,  qui  eft  une  féconde  équa- 
tion à  la  parabole. 

Je  joints  enfembic  les  deux  équations  à  U  parabole  en  donnant 
à  la  première  cette  forme  x^-^^ax — ry  =  o ,  &  j'ai  x*  h-t  ^^- 

léqnation  eft  au  cercle* 

An] 
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Je  retranche  la  première  équation  à  la  parabole  de  la  féconde  ^ 

^cy  =  OycA  une  équation  à  l'hyperbole  équilatére,  ôc  je  pour-- 
rois  de  la  même  façon  en  trou  ver  d  autres  ;  mais  celles-ci  fuffi'» 
fent  pour  la  réfolution  ,  f  ai  donc  les  équations  locales. 

V.  xx'^^ax — ry  =  o  à  la  parabole. 

"^•J>!y  —  ^^'-+-8^^  =  ^^^^  parabole. 

ah         .    4»^ 

IIP.^*  --H  **  —  cy  --hi  axs=o^u  cercle* 

aa       ,     a^  » 
ah        ,     4*1, 

—  7^"+-;?.* 

C 

IV^^*  •— ^*  '^  cy —  {  ^*=o  à  l'hyperbole  équilatére. 

aa       .     a3 

-4r^-+-i7c* 

ab        ^    a^b 

CY       ^       ce 
44 

-^ X 

c 

pour  conftruîre  la  première  équation,  je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  féconde  formule  de  la  parabole  (  Chapitre  III.  ) 
&  je  trouve. 

1^— =0  5  donc  w  =  03  m==d».  2^  \ax=^ — 2rx\  donc^  a 
s=s=-^ — r.  3^^  =  ^^,  ou  r  =?=/\  4^.^rr -H /?i  =  o, donc  rr=—/?j,, 

&  mettant  les  valeurs  de  rrôc  de  j?>  j'ai  ,V^*^*=^ — ^^^**^  "=  —  ^•' 
Je  prens  donc  une  droite  infinie  PZ  (  Tig.  8u  ),  ôc.la  prolon- 
geant de  l'autre  côté  de  P  ,  je  prens  PN  =  ^  ^  à  caufe  de  ^j  ^  ' 
= — T  y  au  point  N  j'élève  une  perpendiculaire  indéfinie  AViiir, 

laquelle  je  prens  en-d^iTous  de  PZ  la  partie  NA=;=~  à  caufe 

de  —^  =^^^s  y  fur  le  diamètre  AV,  &  j^vcc  ufi-paran%atre3as=r ,.  je- 

décris  une  parabole  dont  l'arc  indéfini  PX  cfl  le  licu.de  là  pjfe^ 
niiere  équation.  /         . 
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Car  d'un  point  quelconque  de  cet  arc  abaiflant  une  perpen- 
diculaire fur  PZ,  je  nomme  SG  =  ?M  =  x jMS=y,  donc 
.VS  =  PMH-PN=.v-i-i^,&.VA==VN-HNA=y-f-22' 

or  par  la  propriété  de  la  parabole  VS  =  VA  xpy  donc  x^ — 7  ax 
•<"rî^^=^^-+-^,  &  par  conféquentJC*-+-*^;c — ry  =  oqui 
cft  la  première  équation. 

Il  faut  remarquer  que  la  parabole  paffe  par  le  point  P  ;  car 
puifque  NP  =  ^  ^ ,  &  NA  =  £ ,  fi  l'on  fait  le  quarré  de  NP  , 
d'une  part,  &  qu'on  multiplie  de  Tautre  NA  par  le  paramètre  , 
on  aura  ^  aa=:~^  =:^aa,ce  qui  fait  voir  que  NP  eft  une  or- 
donnée à  Taxe,  &  par  conféquent  P  eft  à  la  parabole. 

Pour.conftruire  1  équation  du  cercle  ,  je  compare  (es  termes 
avec  ceux  de  la  formule  du  Chapitre  III.  &  je  trouve. 

i''-^  =  o,donc«==o,<Jcw=^;&  ■^•=«1.2^  r-H--h^ 
=  ar ,  &  par  conféquent  i  r -t-^  H- ^  =  r.  30.  ^  tf  4- £  H- ^* 

^^  AT  4'  a*b  aa  /% 

—  -  — — 2J,  &:i:rf-»-- — h  — — -=— x.é^rr-Hfxs^yr, 


donc  tc  -f-  r;-*-  -  +  i-^ ^-—  h =rf. 

Puis  donc  que  l'origine  des  x  doit  être  fur  le  point  P  de  la 
parabole,  je  prens  fur  PZ  de  l'autre  côté  de  P  la  partie  PK=s:j 

d  -H  —  -f-^^  —  ^^  J  fur  le  point  K  j'élève  la  perpendiculaire  KO 

s5:7r-H|?H-^,&  menant  la  droite  OP,  je  disque  OP  fera  le 
rayon  du  cercle  qui  doit  être  le  lieu  de  la  troifiéme  équation.  * 

Car  à  caufe  du  triangle  re£langle  OKP ,  on  a  OP  =  KP  -i- OK> 

-*     . .» 

^,  yrzi  u'i-         a^b        aa  <w       ab 

&  par  conféquent  OPs=  :J:^-4- --—-+-  —  — -.  '*"t^ -♦"T "*"  ,";==^^- 
en  fécond  lieu ,  ce  cercle  eft  le  lieu  de  la  troifiéme  équation  ;  car 
d^un  point  M  pris  entre  P  &  Z  menant  MS  parallèle  à  AN  ,  je 
nomme  PM=3SG  =  a?,  MS=j^,  donc  ST  =  MS — MT  ou 

KO==:j^— ic-;^  — ^-^  ,  &OT«PM-^PK=;c  +  i^+-^^ 

•^         *            8c  -       xc  ■                                                                   4-           i6ce 
4*6        aa  ,-  *        *       * 

**"  4^ — ^;  or  par  la  propriété  du  cercle  on  a  ST=OF — OT, 
mettant  donc  les  valeurs  de  ces  quarrés ,  corrigeant  Texpreflion 
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&  tranfpofant  dans  le  premier  membre ,  nous  retrouverons  préci- 

fémenc  la  troifîéme  équation. 

Comme  ce  calcul  cft  un  peu  long,  on  Tabregera  en  prenant 
garde  que  s'y  Ton  faifoit  le  quarré  de  ST  qui  doit  être  dans  le 

premier  membre,  &  dont  la  valeur  eft^ — ^^""§7 — Tc^  ^^  ^^^ 

roit  par  conféquent  le  quarré  de  fa  partie  —  ^c  —  |^ — ^J  or 

en  faifant  le  quarré  de  OF  qui  doit  être  dans  le  fécond  membre 
&  qui  contient  la  même  partie  ,  on  feroit  aufli  le  même  quarré, 
&  par  conféquent  on  feroit  obligé  de  Teffàcer  des  deux  mem- 
bres, donc  on  peut  fe  difpenfer  de  le  faire,  &  il  fufîîra  de  faire 
le  quarré  de  y  y  &  de  multiplier  enfuite  j*  deux  fois  par — 7  c 


as 


"~87 — Tc^  ^  ^^^  ?^^^  P^^"^  ^^  premier  membre^* — <y —  - 

ab  * 

De  même  fi  Ton  faifoit  le  quarré  de  OF ,  on  feroit  par  con- 
féquent aufli  le  quarré  de  fa  partie  i^^TJ^  "*"  ^~c — 17  i  ^^  ^^ 
faifant  le  quarré  de  OT  que  Pon  doit  retrancher  du  quarré  de 
OF ,  on  feroit  aufli  le  quarré  de  la  même  partie  ,  parce  que  OT 

ou  jc  -h  i:  ^  -+"  -7-  '^' ^  I21  contient  de  même  que  OF ,  donc 

il  fuflira  de  faire  le  quarré  de  :c ,  &  de  multiplier  jc  deux  fois  par 
la  partie  '^i^^'^y  ^^*  ^  ^'^^  ^^^^  pour  le  fécond  membre 
— XX — T^jc — ^x —  —  jc-^-jtf,  tranfpofant  donc  tout  dans 

*  Sec  %çc  c      '  A 

le  premier  membre  on  retrouvera  précifement  la  même  équa- 
tion. 

Or  fi  àts  points  où  le  cercle  coupe  la  parabole ,  on  mené  des 
perpendiculaires  fur  PG  ,  la  perpendiculaire  SG  fera  la  racine 
de  réquation  ;  car  fi  nous  confidérons  SG  comme  rapportée  à  la 
parabole  où  elle  eft  x ,  nous  retrouverons  en  calculant  comme 
nous  avons  fait  ci-deflus  Téquation  à  la  parabole,  &  en  la  con* 
fidérant  comme  rapportée  au  cercle  où  elle  eft  auflî  a?,  nous  re- 

1         —a         -- — a 

trouverons  Téquation  au  cercle,  puifque  ST  =sOF — OTj  &  fi 
dans  l'équation  du  cercle  nous  mettons  la  valeur  — -h  ^  ;v  de  ^ 
prife  dans  lequation  de  la  parabole ,  nous  aurons  en  corrigeant 
Ticxprcflion  ~  -i-  ~j  —  ^-r-^^  —  -  ;c  &  multipliant  par  ce ,  nous  au-: 

rons 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  L  i6$ 
tons  x^  H-  axS — abx^  —  aacx  =  o  qui  eft  Téquation  propofée. 

Les  perpendiculaires  tirées  des  points  a  ^  b  for  r G  font  les 
deux  racines  faufles  de  Téquation  ,  parce  qu  elles  font  du  côté 
oppofé  à  la  racine  vraye ,  &  quand  à  Finterfeâion  du  cercle  avec 
la  parabole  au  point  P ,  il  efi  vifîble  qu'en  cet  endroit  on  a  :c 
=^o  qui  efl  la  racine  dont  nous  nous  femmes  fervis  pour  élever 
la  propofée  au  quatrième  degré. 

p?.  Delà  folution  de  cet  exemple  on  peut  tirer  une  formule 
générale  pour  réfoudre  toutes  les  équations  du  troifîéme  ôc  du 
quatrième  degré ,  foit  qu  elles  ayent  tous  leur  termes  ou  qu  elles 
ne  les  ayent  pas ,  &  c*eft  ce  que  nous  allons  voir. 

Si  nous  fuppofons  que  les  lettres,  w ,  r ,/? ,  ^ ,  &c.  reprefentent 
les  coefficicns  des  termes,  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré 
multipliées  par  leur  inconnue  peuvent  être  reprefentées  par  x^ 
-h  nx^  -h  px^  H-  ^x"  =?  o ,  &  les  équations  du  quatrième  degré  , 
par  x^  -h  nx^  -+-/?jc*  -h  ^jc  -h  r = o  ,  le  figne  H-  que  nous  mettons 
ici  par  tout  n  eft  que  pour  reprefenter  les  difFérens  fignes  qu  une 
équation  propofée  peut  avoir ,  &  Ton  doit  avoir  foiii  de  mettre 
le  figne  —  au  lieu  du  figne  -H  par  tout  où  il  fera  néceflaire. 

Orpourconftruire  :v^-+-w:>c3-+-;?x*-4-^Jc=o,  je  prens  une  des  ra- 
cines qui  compofent  le  dernier  coefficient  ^  >  &  l'appellant  aj  je 
fuppofe  a^xiix-h^n^yj  &  par  conféquent  j aï ay  ^xx-h^  nx 
ou  ay — \nx=xx  qui  eft  la  première  équation  à  la  parabole;  6c 
quarrant  les  deux  membres ,  j  ai  aayy  ==  :c^  -h  nx^  -+-  ^  nnxx  ou  aayy 
—  j  nnxx  =  jc^  -*-  w;c3  ;  &  mettant  dfans  la  propofée  aayy — \  nnxx 
au  lieu  des  deux  premiers  termes,  j'ai^^^ — ^nnxx-hpx^-hqx 
=  o  i  &  mettant  au  lieu  de  xx  fa  valeur  ay — \.nx ,  j*ai  aayy — ^ 
may-h\  n^x-^  apy — \  npX'^qx=oi  &  divifant  par  <a^  j'ai ^j; 

— --y-H^;c-+-^  y —  ^x  -*-  -^jc = qui  eft  une  féconde  équation 

à  la  parabole;  &  ajoutant  enfemble  les  deux  équations  à  la  para- 
bole ,  puis  retranchant  la  première  de  la  féconde ,  j'aurai  deux 
autres  équations ,  dont  l'une  fera  au  cercle  ôc  Tautre  à  Phyper-: 
boie  équilatére,  6c  les  quatre  équations  locales  feront 

1^.  XX  -h  i  nx  — ay=:o  k  la  parabole. 

Jl^^yy  — •^'-♦-^^^soàla  parabole 
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Jn^,yy  4-  /c*  —  ^  H-  J^^«  =  o  au  cercle 

j.  tv "^x 

ly*.  y*  --.  «»  —  î?  jr  -f-  —^  xî  B=  o  à  rhypçrbolc  équilat^re 

De  même  pour  conftruire  ^+-+-»jcî  •+-/«*  Hh^^-4-rî=o^  je 
trouverai  les  quatre  équations  locales. 

P.  ;if*  •+•  -y  wjc — aytss::  o  à  la  parabole 

II*.  jjy— ^j^ -+.^  A? -Hr=  o  àla  parabole 


44^  ^^taa 


ni'.  ^  -t-xx  ""^J'  "*"n«  *"*■*"'=  ®  *"  cercle 

-J-ty  — 2, 

TV\jy^^xx--'^y'¥'^X'hrssso  à  Thyperbole  équilatere. 

Mûntettant  fi  îéquadlon  propofée  du  troifiéme  ou  du  quamé- 
ine  degré  a  tous  fes  termes,  &  que  le  figne  plus  iè  trouve  dans 
tous  fes  termes ,  il  n'y  aura  qu  à  mettre  dans  les  équations  locales 
<c^ue  nous  venons  de  trouvei  leS  grandeurs  xeprefentées  parles  let-r 
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très  ny  fy  q^  Tj  ai  achever  enfuite  la  conftrudion  ea  fe  fer- 
vanc  de  la  première  ôc  de  la  troifiéme  équation  >  mais  (i  par 
exemple  le  fécond  terme  de  la  propoféc  a  le  figne— -au  lieu 
du  figne  plus  >  on  mettra  dans  les  équations  locales  le  figne  — *  dans 
tous  les  termes  où  la  lettre  »  eft  à  un  degré  impair ,  &  Fon  ob- 
fervera  la  même  chofepour  les  termes  où  les  lettres  jf  yqy  r, 
fe  trouvent. 

Si  le  fécond  terme  manquoit  dans  la  propofée^  onef&ceroit 
dans  les  équations  locales  les  termes  ovt  ta  lettre  h  (e  trouve  y  Se 
les  reftes  donneroient  toujours  des  équations  locales  avec  lef- 
quelles  on  pourroit  faire  la  confiruâion  ;  &  s'il  manquoit  quel* 
qu'autre  terme  y  on  efFaceroit  dans  les  équations  locales  les  ter^ 
mes  où  fe  rencontreroit  la  lettre  correfpondante  au  terme  man- 
quant. 

Enfin  fi  Tinconnue  de  la  propofée  étoit  y  au  lieu  de  a?  ,  on 
mettroit  partout  dans  leS  équations  locales  y  au  lieu  de  ^,  ôc  ^ 
au  lieu  dey. 

P4»  Soit  par  exemple  la  propofée j^3-4-  aby — aac  ==  o  que  nous 
avons  déjà  conftruite  {pag.  i  ^4.)  je  la  multiplie  par  y  yêc  j'ai  j^* 
-*-  aby^ — aacy=o  qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré  où 
le  fécond  terme  manque ,  &  le  terme  aacy  a  le  figne  moins ,  j*é- 
face  dans  les  quatre  équations  locales  ci*deflus  tous  lés  termes  où 
n  fe  trouve ,  parce  que  »reprefonte  le  coefficient  du  fécond  ter- 
me ;  je  mets  le  figne  moins  dans  tous  les  termes  où  fe  trouve  q  qui 
reprefentele  coefficient  du  terme  négatif;  enfin  mettant  j^  au  lieu 
de  jc  &  xau  lieu  de-y ,  &  fubflituant  au  liea  dd  /^^  f  >  les  gran^ 
deurs  qu'elles  repreientent  ^  ôc  au  lieu  de  a  la  lettre  c  prife  dans 
le  dernier  terme  de  la  propofëè  ^ J'ai  ces  quatre  équations  locales. 

p. yy-^^  ex  =ozh  parabole. 

IL  x;c  —  -^  -h-  -  Jt==^o  à  la  parabole. 

HL  xx^yy  —  ^  jy  -K^  irs=sî:  o  au  cercle. 

—  ex 
IV.  XX  — yy  •—  ~  j?  Ht--4^xasss  o  à'  rhyperbole  équilatére. 

-+•  ex 

Je  conftruis  la  premiereenfaifantune  parabole  ABC  (F/ç.  81.) 
avec  un  paramètre  5=  ri  ainfile  point  B- eft  Torigine  des  ^  qui 

Yij 
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doivent  fe  prendre  fur  BQ ,  &  les  ^  fe  prendront  du  côté  de 

BC. 

Je  compare  les  termes  de  la  troifiéme  avec  ceux  de  la  formule 
générale  du  cercle  (  Chapitre  III.  ),  &  je  trouve. 

i^^  =  o,  donc»==o*  w  =  f  •  -=  I.  2^-=2r  ,    donc 

^=r.  3^?~r= — 2J,  ou|r  —  ^  =  ^>  fuppofant  c  plus 

grand  quej,  4°.  rr -i-jj  =  rf,  ou  ^^-H-t^^— 7  "+"  ^  =^^  * 

donc  ^ Ht  ce ==r. 

Je  prens  donc  fur  le  diamètre  BQ  de  la  parabole  la  pâme  BP 

î=7f ;  j'élève  au  point  P  la  perpendiculaire  PT  =  ^  ;  & 

menant  la  droite  BT,  je  décris  du  centre  T ,  &  du  rayon  BT 
un  cercle ,  &  du  point  où  il  coupe  la  parabole ,  je  mené  fur 
BQ  la  perpendiculaire  CR  qui  eftla  racine  vraye  de  la  propofée  , 
&  \^%  deux  autres  font  imaginaires ,  parce  que  le  cercle  ne  cou- 
pe la  parabole  en  nul  autre  point  hors  du  point  d'origine. 

I®.  A  caufe  du  triangle  reûangle  BPT  ^  nous  avons  BT  =  BP 

H-  PT ,  donc  BT  = 1-7  ce —  -^  H =ittj&c  par  confé- 

quent  BT  eft  le  rayon  du  cercle  de  la  troifiéçie  équation.  2\ 
Nommant  BR  =  :v,RC=^  ,  nous  avons  SC  =  RC  —  RS 

s=^  _îf^  &  TS  =  BR— BP  =  y— ir+1;  or  par  la  pro- 


zc 

.s 


prieté  du  cercle  nous  avons  SC  =TX —  TS,  donc^* y 

-*-4T.  f=;r.  -+-i^^-  7  ^•^-^x-'^ex-iee-  -  x^-^ 

—  ^  y  &  corrigeant  Texpreffion ,  puis  tranfpofant,  on  a^*  -f-  x^ 

—  ^y^ — ^  X — €X=z  o  y  qui  eft  la  troifiéme  équation.  3^.  Met- 
tant dans  cette  équation  au  lieu  de  ^  (a  valeur  ^  ,  on  aura  j^*  -+-  ^ 

—  7  ^■+"  7^J7 — yy=' ^  9  &  corrigeant lexprcffion >  puis  multi- 
pliant par  ^tr  y  on  auraj^^  -t-^^jy — ^^= o,qui  eft  l'équation  pro- 
pofée. 

Et  pour  démontrer  ceci  de  lawre  façon  j  fi  Ton  mené  le  rayon 

,TC,  on  aura  à  caufe  de  la  parabole,  BR=^  doncBR=  ^~  ^ 


I 
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&  par  conféquent  TS  =  BR— BP  =  ^  _  |  r  H-  ^^  ,    &    SQ 

=  RC— RS=j/— g.  Or  dans  le  triangle   redangle  TSC 

nous  aurons  TC  =  TS -H  se  i  mettant  donc  les  valeurs  de  ces 
grandeurs  on  aura h  icc h =  -   —  y*  -4-  7  fc: 

^- 7.-V'-  1  -*"  7^  -+--V'  -ly-^^c^A  corrigeant  1  expreffion 
puis  multipliant  par  ce  y  on  ZMi^y^^aby^ — aacy  =  o^qui  eft  enco- 
re ia  propofée. 

Si -étoit  plus  grand  que  c ,  alors  on  auroif  ^  — \  r==  — j ,  ôc 

par  conféquent  il  faudroit  prendre  BP  fur  Taxe  de  la  parabole 
prolongée  au-delà  de  B  {Fig.  83.) ,  &  achevant  le  refte  comme  ci- 
deflus^  le  cercle  ne  couperoit  la  parabole  hors  dufommet  qu'en 
un  feul  point  C  ,  donc  l'équation  propofée  n^auroit  qu'une  feule 
racine  vraie  RC  ^  &  les  autres  feroient  imaginaires. 

py.  Soit  la  propofée  ;c^ — bcd=y  je  la  multiplie  par  ^ ,  &  j*aî 
x^ — i?cdx=o.  Je  retranche  des  équations  locales  qui  nous  fer- 
vent de  formules,  tous  les  termes  où  fe  trouvent  les  lettres  «  >/?  > 
qui  repréfentent  les  coefficieris  du  fécond  &  du  troifiéme  terme  , 
parce  que  ces  termes  manquent  dans  la  propofée.  Je  metslefigner 
moins  au  lieu  du  figne  plus  dans  le  terme  où  fe  trouve  q^àc  je  mets 
bcd  à  fa  placejje  prens  dans  le  dernier  terme  de  la  propofée  la  gran- 
deur r  que  je  mets  à  la  place  de  a  ^  &  j'ai  ces  quatre  équations. 

I^  ^* — ry  =  o ,  à  la  parabole. 
U^yy —  -  ;c  =s  0  ^  à  la  parabole. 

III.  j)jy  ^xx — cy jtf = o ,  au  cercle» 

IV. yy  — XX -i^cy fA?=o,à Phy perbole  équîIaterCr 

Pour  conftruîre  la  première  je  prens  fur  une  droite  indéfinie 
BD  {Fig.  84.)  la  partie  BP  ==  r  ;  j'élève  fur  BP  une  parallèle  in- 
définie BL ,  &  fur  BL  pris  pour  axe  &  avec  le  paramètre  BP , 
je  décris  une  parabole  dont  l'arc  indéfini  BZ  eft  k  lieu  de  la  pre- 
.  mîere  équation  ;  car  d  un  point  M  pris  fur  BD  élevant  une  perr 
pcndicul^re,  je  nomme  BM=a:,  MZ=y  ;  or  par  la  nature 

delà  parabole  on  a  BM  ou  XZ  ==  MZ  xp  ou  BX  xp ,  donc  x*. 
^=^cy,  &  par  conséquente* — fy^=iO. 

Y  ij j 


17+  Le  Calcul  Différentiel; 

Pour  conftruire  la  troUiéme ,  je  compare  fes  termes  avec  ceux 
de  la  formule  générale  du  cercle  {Chapitre  III.) ,  &  je  trouve  «=o  , 

ws=f  ,-=i,7f=r, -=j,ôci<rfH =itt. 

'm  »  '    XC  '  4  ■       4^cC 

Je  prens  donc  fur  BD  la  partie  BR==  ^;  fur  le  point  R  j'élève 

la  perpendiculaire  ROï=|  r  ;  je  mené  BO,  &  à  caufe  du  trian- 

gle  reaangle  BOR,  faiBp=ORH-BR^^crH-—  =  tt  , 

donc  BO  eft  le  rayon  du  cercle  de  la  troifiéme  équation ,  je  dé- 
cris donc  un  cercle  du  centre  O  ,  &  du  rayon  BO  &  fon  arc 
PZX  eft  le  lieu  de  la  troifiéme  équation. 

Car  d  un  point  quelconque  de  cet  arc  abaiflant  ZM  perpendi- 
culaire fur  BD  ,  &  du  point  O  menant  une  parallèle  à  BD ,  nous 
aurons  ZV=ZM—MV:^y—|^,&OV=BM  —  BR  =  x 

•—  —.  Or  par  la  propriété  du  cercle  ZV  =  OI  —  OV ,  donc  j;* 
— .ry-Hi^r=ifi:H-^~x^-+.^;c— .—  i  donc  en   corri- 

géant  l'expreffion,  puis  tranfpofant,  on  auraj^*  -+•  x* — cy x 

=  o  ^  qui  eft  la  troifiéme  équation. 

Or  fi  du  point  Z  où  ce  cercle  coupe  la  parabole ,  on  mené 
ZX  perpendiculaire  à  l'axe  >  je  dis  que  ZX  fera  la  véritable  ra- 
cine de  la  propofée  &  que  les  autres  feront  imaginaires ,  à  caufe 
que  le  cercle  ne  coupe  la  parabole  hors  du  point  d'origine  B  que 
dans  le  feul  point  Z.  Car  fi  dans  l'équation  du  cercle  nous  met- 
tons la  valeur  -  dey  prife  dans  l'équation  à  la  parabole ,, nous  au- 
rons — -H  jc* —  x^ jc==o.,  qui  fc  réduit  à  ;r^ — bcdx^=o, 

qui  eft  la  propofée. 


xz 


Ou  bien  menant  OZj  on  aura  BX=b:  ---par  la- propriété  de 
la  parabole ,  donc  BX  =?=  7  ,.&  ZV:^ZM—OK:=^'-p-^c, 
ôcOV==sBM — BR=* —  ^;  or  dans  le  triangle  re£langle 
OZV  nous  aurons  OZ  =35  Z V-+*  OV ,  mettant  donc  les  valeurs 

bMi *4 

4^^         ce 


de  ces  grandeurs-,  nous; aurons  \  ce  H-——  '=- xx-^-^  cc-+-xx 


— -^  ;c-f-  — ,  &  corrigoam  l'expreffion  puis  multipliant  par  ce  y 
nous  aurons  x^"^  bcdx  ===  o  ;  qui  ejU'équation  propofée. 
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j)(J.  Soit  la  propofée  y^ — bcyy^bbdy^b^f^=:Oy  cette  équa- 
tion cft  du  quatrième  degré ,  &  le  fécond  terme  y  manque  5  c  eft 
pourquoi  j'effece  dans  les  équations  locales  qui  nous  fervent  de 
formules ,  tdus  les  termes  où  n  fe  trouve;  je  mets  le  figne  moins 
dans  ceux  où  eft  la  lettre  p ,  qui  repréfente  le  coefficient  du  troifié- 
me  terme  ;  je  mets  au  lieu  éc  py  q^  r,  les  grandeurs  quelles 
repréfentent^  &  au  lieu  de^  je  fubftitue  la  grandeur  b  prifc  dans 
k  dernier  terme  delà  propofée,  &  confiderée  comme  l'unité; 
enfin  je  mets  par  tout  y  au  Heu  de  a:  &  a:  ^  au  lieu  de^  y  ôc  j'ai  ces 
quatre  équatio;is  locales. 

J^*yy — bx=^Oy  à  la  parabole. 
II.  XX  — ex  -+-  dy  -+-^3jr=:  o  ^  à  la  parabole. 
lU.yy^xx^ify —  ex  -+-^3/^=0,  au  cercle. 

—  bx 
rV.  XX  ^--yy  ^dy — rx  -H  ^5ya=  o ,  à  Thyperbole  équilatere. 
-^bx 

Je  conftruîs  la  première  en  décrivant  une  parabole  ABC 
(R^.  87.),  avec  un  paramètre  =i=^;  &  compatant  lès  termes  de 
k  troifiéme  avec  ceux  de  la  formule  générale  du  cercle  {Chapi 
III.)y  je  trouve ^d^-^Ty^e-^jb^^s 9  &i^dd'+':^ee'+'j^bc 
^^bh — b^f=.tty  &  par  conféquent  V^dd^^eerk-i:be'-^^ 
bb—bsf=r  t. 

Je  prens  donc  fur  Taxe  de  la  parabole  la  partie  BM  ===  t  ^Hr-x  b; 
j'éleve  au  point  M  la  perpendiculaire  MNî=|^^>  ^'^^^^  au 
côté  de  A,  à  caufe  de~^gg= — r;  du  centre  N,  &  du  rayon 
t=:\^^dd^^ee'^^be'^jbb'^b3f  y  je  décris  un  cérde  dont 
1  arc  (îoupé  par  Taxe  de  la  parabole  du  côté  de'C  ,  eft  le  lieu  de 
la  troifiéme  équation. 

Car  menant  par  le  point  N  la  droite  TV  parallèle  à  Taxe  de  la 
parabole  ,  &  d  un  point  quelconque  de  la  circonférence  pris  du 
côté  de  C  abaiffant  une  perpendiculaire  CHfur  l'axe  y  je  nomme 
BH=;t,HC=^,doncZC=^HCH-ZH=^-4-i^,&MH 
=  BH — BM==;c — ^e — \b  y  fi  le  point  H  tombe  au-delà  de 
M  par  rapportas,  ou  MH=BM  — BH=ir^-iA— a?;  file 
point  H  tombe  enti;e  B  &  M.  Or  par  la  propriété  du  cercle  on  a 

ZC==TN— NZ==TN~]Vm  donc y^'hdy'^}dd=^^  dd 
''^jcc'^^be^\bb^b^f—^x''^ex^^ec^bx—^bc-^^ 
tb,àc  corrigeant  l'expreffion,  ôc  tranfpoÈint ,  on  auraj^*  -i-Aî* 
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•+-  ^  —  ex — hx-^-  b^f=^  o  y  qui  eft  la  troifiéme  équationr 

Or  fi  des  quatre  points  où  le  cercle  coupe  la  parabole  on  abaiC- 
fe  des  perpendiculaires  fur  Taxe ,  les  deux  qui  feront  du  côté  de 
C  feront  les  véritables  racines  de  la  propofée ,  &  les  deux  autres 
feront,  fauffes.  Car  mettant  dans  l'équation  du  cercle  la  valeur 

^  de  jv  prife  dans  la  première  équation,  on  auraj^*  H-  ^  -H  ^ 

^  ^_^^  +  ^3/=o,ougH-4y— f!H-*3/:=o,  &  multi- 
pliant par  bb  fans  multiplier  le  dernier  terme ,  ce  qui  ne  fait  rien  , 
parce  que  b  étant  prife  pour  l'unité  y  fon  quarré  bb  n'augmente 
pas  le  produit  ^3/,  nous  aurons  y^ — bcyy-^bbdy-^  b^=o  ^ 
qui  eft  la  propofée. 

Ou  bien  menant  NC ,  nous  aurons ,  à  caufe  de  la  parabole  , 

^*=BH,doncBH=f  &  HM=BM— BH=— f -Hi  ^r 
H-^*=ZN,  ôcZC=HC-hZH=;^-+-t^.  Or  dans  le  trian- 
gle reaangle  NZC,  on  a  NC  =  NZ  -hCZ^  donc  ;  dd^^  ce 
^Lbc^^bb-b^f='l  -  f  ^Lcc-yy^^Jc^^^  bb  ^ yy 
^dy-^^ddy  ôc  corrigeant  l'expreflion^  &  tranfpofant  tout  dans 
le  fécond  membre ,  nous  aurons  ^  -^^^  ^- ^  -+-^5/==o  ,  ôc 

multipliant  par  bb  fans  multiplier  le  dernier  terme ,  nous  aurons 
y^  —  bcyy'-hbbdy'+'b^f=o  y  qui  eft  encore  la  propofée. 

97.  S'il  arrivoit  qu'après  avoir  conftruit  une  équation  le  cer- 
cle ne  coupât ,  ni  ne  touchât  la  parabole  ,  les  racines  de  féqua-^ 
tion  feroient  toutes  imaginaires ,  &  s'il  la  touche  en  quelque 
point,  l'équation  aura  deux  racines  égales ,  parce  que  le  point 
d'attouchement  doit  être  confideré  comme  deux  points  d'inter- 
fedion  infiniment  proches  l'un  de  l'autre. 

Où  Von  enfeigne  la  manière  de  déerire  une  Courbe  dont  on 

connaît  t Equation. 

p8.  Pour  conftruire  les  équations  qui  font  au-deflus  du  qua^- 
triéme  degré,  il  faut  nécelTairement  favoir  décrire  des  courbes 
différentes  des  fefîtions  coniques  du  premier  genre  ;  ç'eft  pour- 
quoi je  vais  en  enfeigner  une  méthode,  qui  entre  plufieurs* au- 
tres , 
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tres^  me  paroît  la  plus  commode  ,  ôc  qui  confide  à  chercher 
plufîeurs  points  de  la  courbe  qu'on  veut  décrire ,  ainfi  qu'on  va 
voir  dans  les  exemples  fuivans. 

9p.  Soit  réquation  y3  =  aax ,  qui  eft  la  première  parabole  eu 
l)ique  ,  je  détermine  finconhue  qui  eft  au  plus  haut,  degré  en  lui 
donnant  fucceflîvement  plufieurs  valeurs ,  &  cherchant  à  chaque 
fois  la  valeur  correfbondante  de  ;c,  mais  auparavant  je  tire  deux 
lignes  indéfinies  AB ,  CD  ,  qui  fe  coupent  a  angles  droits  (Fi^. 
S6.)  fi  Tangle  queUes  doivent  faire  n  eft  pas  donné;  je  prensïe 
point  d mterfeàion  O  pour  Torigine  des  x,  les-f- jc  fe  prendront 
<le  O  en  A ,  &  les  —  jc  de  O  en  B  ;  les  j;  feront  parallèles  à  la 
droite  OD,  les-f-^  correfpondans  aux  H- referont  dansTangle 
AOD,  les  -t-jy  correfpondans  aux  - — ;cdans  Pangle  DOB,  les 
^^-y  correfpondans  aux  — x  dans  Tanglc  BOC  ^  &  les  —  j^  cor- 
refpondans aux  -t-Jc  dans  l'angle  COA*  Je  prens  pour  Funité  la 
ligne  connue  a  que  je  mets  de  O  en  E ,  &  commo  tous  les  y 
^tant  parallèles  à  OD  ou  CO  font  par  conféquent  égaux  chacun 
a  quelque  partie  de  OD  ou  GO ,  je  les  luppofe  tranfportés  fur 
cette  ligne. 

Je  fais  dabord^=o,  &  mettant  cette  valeur  dans  Téquation 
^= ~  ,  je  trouve  jc=3s  — =0 ,  à  caufe  que  le  numérateur  de  la 

fraâion  -eft infiniment  petit,  donc  quand  on  a^=o,  on  a 

i3c=xo,  &  par  conféquent  la  courbe  doit  paffer  par  le  point  O. 
Jefàis^  =  a,  &  mettant  cette  valeur  dans  Féquation  j'ai  x 

^=  ~  =î=^ ,  je  prens  donc  fur  OA  la  partie  OP  =  <jï,  &  au  point 

P  je  mené  PQ  parallèle  a  OD  ,  &  égale  k  a^àc  le  point  Q  eft  un 
point  de  la  courbe. 

Jefaisj^==2tf,  &  par  conféquent  jcs=^  =  Sa  ;  je  prens 

donc  fur  OA  la  partie  OM  =  8^  ,  &  fur  le  point  M  j'élève  la 
perpendiculaire  MN=:2^,  fie  le  point  N  eft  un  point  de  la 
courbe ,  ôc  je  trouverois  de  même  d'autres  points  de  la  courbe 
enfuppofant^  =  3a,^=s=it^,  &c. 

Maintenant  comme  ces  points  font  trop  éloignés  les  uiis  des  au- 
tres j  je  fais^=~a,  fie  par  conféquent  x=^=-5-<a;  je  prens 

donc  OK=:ja,  fie  éfevant  au  point  R  la  perpendiculaire  RV] 
5=7  a ,  le  point  V  eft  un  point  de  la  courbe.  .     . 
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donc  OX  =  fl  ^,  &  fur  le  point  X  élevant  la  perpendiculaire 
XZ  =  ^^^  le  point  Z  eft  un  point  de  la  courbe ,  &  ayant  trou- 
vé de  la  même  façon  tant  d'autres  points  que  j'aurai  voulu,  je 
fais  paiIcT  une  courbe  par  tous  ces  points  ,  ainfi  j'ai  la  partie  de 
la  courbe  qui  doit  êtte  dans  l'angle  DOM. 

Jefaisj^= — a,  ceqnimedonneA:= — —  = — a^  &  par 

conféquent  Jif  devient  négatif,  ce  qui  me  fait  voir  que  lorfque  les 

y  deviennent  négatifs ,  les  a:  le  deviennent  auffi ,  &  que  par  con- 

féquent  la  courbe  doit   être  continuée  dans  l'angle  BOC  >  je 

{>rens  donc  OI==tf,&  élevant  au  point  I  la  perpendiculaire  IL==^, 
e  point  L  eft  un  point  de  la  courbe,  &  faifant  fiicceilîvement 
j=  —  %ayy=:^ — 5^  &c.j/= — \ayy=^ — ^^,&jc*  je  décris 
la  partie  OLT  de  la  même  façon  que  j'ai  décrit  la  partie  OQN> 
&  la  courbe  NOT  eft  la  courbe  cherchée. 

loo.  Soit  l'équation  j'^ — xayy — uay^^à^ss^^xy  ^  je  mené 
comme  auparavant  deux  lignes  dcoites  qui  s'entrecoupent  au 
point  O  qui  eft  l'origine  des  a;  {Tig.  87*  ) ,  &  prenant  les  mêmes 
angles  pour  les  -f-^  &  les — y  qui  doivent  correfpondre  aux  plus 
ou  moins  ^j  je  prens  la  ligne  comiue  a  pour  l'unité,  &  donnant 
fucceflivementplufieiïes  valeurs  à  la  lettre  j^  qui  eft  dans  un  degré 
plus  élevé  que  ^  ,  je  cherche  les  valeurs  des  x. 

Je  fais  donc  );  =  o  ^  &  mettant  cette  valeur  dans  l'équation ,  je 

trouveAf==*-^^cc  qui  me  fait  voir  que  lorfquon  aura^=o, 

labfciâe  x  lera  idiniment  grande  à  caufe  que  le  divifeur  de  — 

étant  infiniment  .p^tit ,  le  quotient  fera  infiniment  grand*. 

Je  taisj^  =  tf,  ce  qm  donne Af=  — =0  ;  je 

prens  donc  fur  OD  b  partie  (>E=tf ,  &  le  poiat  E  eft  un  point 
de  la  courbe. 

T      ir*  •     t  84'^— 84^— «MÎ-*-»*'  *^ 

Je  lais^=2rï,  ce  qui  donne  »= -^ =o;je 

prens  donc  fur  OD  la  partie  OF  =  a^,  &  le  point  F  eft  un  point 
de  la  courbe  y  laquelle  par  confëquent  coupe  la  droite  OÎ)  eh 
deux  points  E, F. 

Jefaisj^=3ii,  ce  qui  donne ;c:=^"^^'-^^'^^'""^^'"*'^^=|^; 

je  prenS  donc  fiir  O  A  la  partie  OG=  f  a,  &  fur  le  point  G  élevant 
feperpemlicalaire  KG  !r=  5  «  ^  le  point  K  eft  un  point  ji^la  courr 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  L  lyp 
be^  ficfai^nt  de  inêmcj^=4tf  ^  y=  s^>  ^^-  i^  trouverai  d  au- 
tres points  de  la  courbe  qui  s'âdgneroM  toujours  de  plus  en 
plus  de  TaTymptote  au  lieu  d'en  approcher^  de  même  que  ceux 
que  je  trouverai  en  faifant y:=sz-^a,  y==^^  ^  &c.  en  prenant 
toujours  des  valeurs  plus  grandes  que  2a. 

Pour  trouver  les  points  qui  approchent  de  lafymptote  ^  je  don- 
ne a  j^  des  valeurs  moindres  que  a  à  caufe  que  nous  avons  déjà 
OE=A 

Je  fais  donc  jr  s=  «  ^>  ce  qui  donne  x  =  «  ^       t^  ~x 

î=  f  ^ ,  je  prcns  fur  O A  la  partie  OM  =  ^  j ,  &  élevant  en  M  l  a 
perpendiculaire  MN  ==  -j^  ^,  le  point  N  eft  un  point  de  la  courbe* 

Je  fais  de  mêmcj^===^^,^  =  f  a^  &c.  en  fàifant  toujours 
y  moindre  que^,  &  je  trouve  d'autres  points  de  la  courbe  qui 
approchent  de  plus  en  plus  de  Fafymptote. 

Maintenant  comme  la  courbe  ne  fe  joint  pas  aux  points  £  ^ 
F,^  qu'il  faut  quelle  {)afle  dans  Tangle  FOBoù  font  les jy  cor- 
refpondans  aux  x  négatifs^  je  cherche  fes  points  en  donnant  ïy 
des  valeurs  plus  grandes  que  a  &  moindres  que  2a. 

Je  £iis  donc^ = «J-  ^,  ce  qui  donne  x  =*=  -^  ■    ■  ^-^  ^    -   ^ * 

= — ^a  ;  ainfî  je  prens  fur  OB  la  partie  OQ  =  ^a^  &i  élevant 
au  point  Q  k  perpendiculaire  QL  ==  |  a ,  le  point  L  eft  un  point 
de  la  courbe^  &  j*en  trouverois  tant  d'autres  qu'il  me  plairoitde 
la  même  façon.  Je  joints  tous  les  points  trouvés  par  une  courbe 
qui  eft  la  courbe  cherchée. 

Or  comme  la  courbe  que  je  viens  de  décrire  ne  coudent  que 
les^  pofirifs  de  l'équation ,  &  qu'il  n  eft  pas  poflîble  qu  elle  paffe 
de  lautre  côté  de  AB  qui  eft  fon  afymptote  ;  cela  me  fait  voir 
que  l'équation  exprime  deux  différente»  courbes  ;  6c  pour  trou- 
ver cette  féconde  courbe, 

Je  fais — ys=soouyz=s — o,  ce  quidonneA:t=— ^ou  — * 

:s=  Ç ; ainfi  lorfqu on  aura — y=Oj  on  aura* — x  infini,  donc 

cette  féconde  courbe  a  pour  afymptote  AB  ,  &  elle  s^en  approché 
du  côté  de  B*  . 

Je  fais — y=ra  ou  y  == — ^ ,  ce  qui  donne  x^=o  ,  je  prens 
donc  fur  la  droite  OC  la  partie  OV  =  ^,  &  le  point  Vjcft  un 
point  de  la  courbe. 

Zij 


Ix8o  Le  Calcul  DiFFERENTiE  l; 

Je  fais  '—y  ^:=  2a  ou  j?  =  —  2<i ,  ce   qui   donne  *  s» 

''"'-''''■*-"'"*-*^=5a,  &;ceftpofmf,je  ptens  doûc  fur 


zaa 


AO  ane  partie  égale  à  (f a ,  &  élevant  fur  le  point  de  divifion 
une  perpendiculairc=2^,  Textrémité  de  cette  perpendiculaire 
eft  un  point  de  la  courbe  >  &  comme  en  donnant  à — y  des  va- 
leurs au-deflus  de  a  je  trouve  x  pofitif ,  &  d'autant  plus  grand  que 
ia  valeur  que  je  donne  à— ^  eft  au-deflus  de  ^,  je  vois  par-là 
que  la  courbe  s'éloigne  toujours  de  plus  en  plus  de  la  droite  OA^ 
&  qu  elle  ne  fe  replie  point  comme  la  précédeme^ 

Pour  trouver  les  points  de  cette  courbe  qui  vont  de  V  vers 
B,  je  donne  à — y  des  valeurs  moindres  que  /i>  &  faifant  d'abord 
— j^=ia,  je  trouveAf= — --Vf^^  faifant  de  même— ^=7^, 
^—y  =*Jtf  j  &c.  je  trouve  toujours  des  valeurs  négatives  de  ^>  6c 
ces  —  X  font  d'autant  plus  grands  que  les  — y  font  moindres  ; 
achevant  donc  de  décrire  la  courbe,  je  trouve qu^elle  approche 
de  plus  en  plus  du  côté  de  B ,  qu  elle  s'éloigne  de  plus  eaplus 
du  côté  de  A ,  &  qu'elle  ne  fe  replie  jamais. 

ICI.  Soit  réquation  jr3  =  axx  qui  eft  la  féconde  parabole  cu- 
bique, je  mené  comme  auparavant  deux  lignes  droites  qui  s'en- 
trecoupent en  un  point  O ,  qui  eft  l'origine  des  x  (  Fig^  88.  )  ;  je: 
marque  le  côté  des  H-  Xy  celui  des  —  x  y  &  les  angles  en  doivent 
être  les  -ir»  j^  &  les — y  y  correfpondans  aux-+-  x  & — Xj)t  déter- 
mine enfuite  l'inconnue^,  parce  qu'elle  eft  dans  un  degré  moins 
élevé  que  l'inconnue  x  ;  ainfî 

Je  fais^  =  o,  ce  qui  donne  jc  =/ j==:  o ,  donc  la  courbe 

doit  pafler  par  le  point  O,  puifqu'en  ce  point  on  aj^s=  o  ,  6c 
of  =  o.  _ 

Je  fais  j^  =  tf,  ce  qui  donne  ;c=^-==^  ,  je  prens  donc 

for  la  droite  AO  la  partie  OE=^,  ôc  élevant  au  point  E  la  per- 
pendiculaire EF  =  tf  ^  le  point  F  eft  un  point  de  la  courbe. 

'    Je  bîsy  =  2^^ ,  ce  qui  donne  x  =  ^— =  V'sa*  ;  ainfi  prenant 

une  moyenne  proportionnelle  entre  ^  6c  8^i,  je  la  porte  de  O 
en  G,  6c  élevant  en  G  une  perpendiculaire  GH  =  2^,  le  point 
H  eft  à  la  courbe,  6t  faifant  de  même  ^  =  3^ ,  j^  =  4a,,  6c c^ 
je  trouve  toujours  des  valeurs  pofitives  de  a:  qui  vont  en  augmen-^ 
tant,  ainfl  la  courbe  s'éloigne  déplus  en  plus  de  la  droite  O  A.. 
Four  voir  à  prefent  dans  quel  angle  elle  uoit  pafFer  ea  la  contl-r 
Auant  au*dela  du  point  0«. 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  L        i8i: 

Je  fais  — y  =  a  oMy  == — tf ,  ce  qui  donne  x  =^i:i2i  ^s^V — a\ 

qui  eft  une  valeur  imaginaire ,  &  comme  en  faifant — yz=L2ai 
— j^=3^,  &c.  je  trouve  toujours  des  valeurs  imaginaires  de  jc; 
je  vois  par-là  que  la  courbe  ne  fçauroit  être  continuée  dans  Tan- 
gleAOC-  

Mais  —  x= — ^ZZfi=: — V — a*  étant  la  même  équation 

que  jc==|/^^,  je  vois  encore  qu'il  ne  fçauroit  y  avoir  de — y 
correfpondans  aux — x ,  &  que  par  conféquent  la  courbe  ne 
fçauroit  être  continuée  non  plus  dans  l'angle  COB. 

Ayant  trouvé  ci-deflus  x  =  ^li-  =  a  lorfque  j*ai  fait^  =^  ; 

il  eft  vifible  qu'en  tranfpofant  j'ai  —  ^  =  —  ^^  &  que  par  con- 
fôquent  faifant  dans  Fangle  DOB  y  y=za  j  ai  x^=ia  \  prenant 
donc  fur  OB  la  partie  OM  =  a ,  &  élevant  en  M  la  perpendicu- 
laire MN =^  ^  le  point  N  eft  un  point  de  la  courbe. 

De  même  lorfque  j*ai  fait  j?  =  2a ,  j'ai  trouvé  x  =z\/^aa  ^  donc 
•— ;r= — 1^8^^,  prenant  donc  fur  OB  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  i«  &  8^,  ôc  élevant  à  l'extrémité  une  perpendicu- 
Iaîre  =  2^,  l'extrémité  de  cette  perpendiculaire  fera  un  point  de 
la  courbe  >  Ôc  ainfi  à^s  autres. 

102.  Soit  l'équation j(y  =  2ax  -h  ^xquî  eft  une  hyperbole  équî- 
latére,  je  déterminer,  &  je  cherche  les  valeurs  de ^. 

Je  fais  donc  ;c  =  o ,  ce  qui  donne^  =  v^2ao-hoo=  o  ,  me- 
nant donc  les  deux  lignes  AB^  CD  qaife  coupent  en  O  (Fig*  8j?.), 
là  courbe  paffera  par  le  ppint  O.  

Je  fais  ;c=/i,cequîdonnejk^  =  v'!2i«^-+-^^  =  V'5^tf,jeprens 
donc  fur  OA  la  partie  QE=^ ,  &  élevant  fur  le  point  E  la  per- 
pendiculaire EF  =^V^aay  c*eft  -  à  -  dire  moyenne  proportionnelle 
entre  ^  &  3^,  le  point  F  eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  fais  jc  =  2^  >  ce  qui  donne  j^=  V^a  -t-  ^aa  =  V2aa  ,  je 
prens  donc  fur  OA  la  partie  OG  =  2^ ,  &  élevant  en  G  la  per- 
pendiculaire GL-=  1/8^  i  c'eft-à-dire  moyenne  proportionnelle 
entrer  &  Sa,  le  point  L  eft  un  point  de  la  courbe. 

Et  faifant  de  même  ^=  ja,jc= 4a,  &c.  je  trouve  des  valeurs 
pofîtives  dejy  qui  vont  toujours  en  augmentant ,  ainfi  la  partie  de 
la  courbe  qui  eft  dans  langle  AOD  s'éloigne  de  plus  en  plus  de 
la  droite  AO» 


i8i  Le  Calcul   Différentiel;  

En  faifant  xss^a^  j'ai  trouvé^  ==  v/j^a^donc— y== — ^i^a; 
de  même  en  faifant  x  =  2a  ^  jVi  trouvé  y  =  v^Saa  ,  donc  -r-y 
=  — v^Saa  ,  ce  qui  me  fait  voir  que  les — y  correfpondans  aux 
H- a:  font  égaux  aux  -+-^  correfpondans  aux  même  -H  Jc  ,  &  que 
par  conféquent  la  courbe  étant  continuée  paflè  dans  l'angle  AOC, 
&  qu'elle  s'écarte  également  de  la  droite  AO, 

Maintenant  je  fais  —  jc=^  ^  ou  ;c  =  —  a  y^e  qui  donne  y 
=-}/ — :Laa  -^aa==^  y/ — aa  qui  cft  une  valeur  imaginaire^  prenant 
donc  fur  OB  la  partie  OK=tf ,  l'ordonnée  correfpondantej^  fera 
imaginaire,  ôc  la  courbe  ne  paflera  point  encore  de  ce  côté  là> 

Je  fais — x=2a  ou  ;c= — 2a, ce  qui  donne^=V' — ^aa^^a 
=  o  j  ainû  quand  nous  aurons  — x  =  2a ,  nous  aurons  auffi  j^ 
=  0  ;  donc  prenant  fur  OB  la  partie  OP  ==  2^,  la  courbe  paflera 
par  le  point  P ,  mais  cette  courbe  ne  fauroit  être  la  même  que 
nous  venons  de  décrire  ,  puifque  celle-ci  tend  toujours  du  côté 
de  A  en  s'éloignant  de  part  &  d'autre  de  la  droite  OA ,  donc 
la  courbe  qui  paffera  par  P  fera  une  féconde  courbe,  ' 

Je  fais  —  x=^^a,  cequidonne^=V — 6aa^$4ia  =  Vsaa, 
prenant  donc  fur  OB  la  partie  OQ=  3^,  &  élevant  fur  le  point 
Q  la  perpendiculaire  QR  =  Vjaa^  le  point  R  eft  un  point  de 
de  la  courbe. 

Je  fais — x=:^a  ou  a?= — 4a,  ce  qui  donne j  ==V — Saa'-^i6aa 
=VSaa  ^  prenant  donc  fur  OB  la  partie  OS  =  4.^ ,  6c  élevant  en 

5  la  perpendiculaire  ST  =  V^^ ,  le  point  T  eft  un  point  de  la 
courbe,  &  continuant  de  la  même  façon,  je  trouve  que  la  cour- 
be PRT  qui  contient  les  -+-^  correfpondans  aux  —  a?  eft  égale  à 
la  courbe  OFL  qui  contient  les  -l->  correfpondans  aux  H-  x. 

En  faifant — ;c=j,  jaitrouvé^=o,  donc — y=o^demême 
en  faifant — x=;iay  ;ai  trouvéj^  =  >/3a^,  donc — y= — v^^aa 

6  ainfî  de  fuite ,  ce  qui  me  fait  voir  que  la  courbe  PRT  étant 
continuée  de  Fautre  côté  de  AB  s'éloigne  de  la  ligne  AB  de  la 
même  façon  que  PRT  s'en  éloigne ,  &  par  conféquent  la  courbe 
PX  eft  égale  à  la  courbe  OZ ,  &  les  deux  courbes  ZOL ,  XPT 
font  parfaitement  égales* 

f  03.  Soit  l'équatron  ^4=-=^xî  H-  x^ ,  les  deux  inconnues  font 
ici  au  quatrième  degré,  mais  l'une  des  deux  à  favoirj^  n'a  qu*un 
terme,  c'cft  pourquoi  je  fuppofe  a^yiiy^z^  ce  qui  donne  iaz 
=yyy  6c  mettant  dans  Téquation  ^2  au  lieu  dejjy,  j'ai  aa?2 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  I.        i8? 

s=4m:î^-*4ou  zx=  -~j^ — quicft  une  ^uation  où  rinconnue  z 
n  cft  plus  qu'au  fécond  degré,  je  détermine  x^  &  je  cherchez. 
Je  fais  donc x=  o ,  ce  qui  àonncz=^i2±^  =  o •  &  met- 

'tant  au  lieu  de  z  fa  valeur'^  ,  i'ai^^  ^^Vq^h-qq  ^^^  î;^»?^^ 

=0,  ce  qui  me  fait  voir  que  quand  nous  aurons  x'^=o,  nous  au- 
rons auffi  j^=  o,  &  la  courbe  paflera  par  le  point  O  (  Fig.  po,  ). 
Je  fus  x^  a,  donc  z = *^il±i:î  ^^ v'2âa ,  prenant  donc  une 
moyenne  proportionnelle  cntr€  «  &  2<i,  j'ai  la  valeur  de  z  ou 
Vaatf ,  mais  par  lafuppofition  nous  avons^  moyenne  proportioa- 
nefle  entre  aôcz,  prenant  donc  une  moyenne  proportionnelle 
entre  «  &  «  ,  je  trouve  ^a  \/Jââ=y ,  ainfi  je  prensfur  OAlapar- 

?®  9^^  <*  >  ^  élevant  en  E  la  perpendiculaire  EF  =  ^a  v^aaà 
le  point  F  cft  un  point  de  la  courbe.      ■' 

Je  fais  *  =  2«,  ce .  qui  donne  z  =  VJ^^^I^  =  y/'^z  ^  jg 

prens  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  6c  â4<ï,ôc  j'aila 
valeur  de  z ,  je  prens  enfiâte  une  moycainc  proportionnelle  entre 
«  &  |/a4«»,  &  j'ai  »^tfV^^=^  ;  je  prens  donc  fur  AO  la  partie 
OP  ==  2<j ,  &  élevant  en  P  la  perpendiculaire  PQ  —  ^aVT^y 
le  pomt  <5  eft  un  point  de  la  courbe. 

fit  Êiifantde  même*=3fl,  *=4<i,êcc.  je  trouve  des  valeurs 

Êofîrives  de  y  qui  vont  en  augmentant ,  ce  qui  me  fait  voir  que 
i  courbe  OFQ  qui  eft  dans  Tangle  AOD  s'éloigne  toujours  d^ 
la  droite  OA.  -o  / 

Enfaifant x^o,  x^a,  « «==  a»,  &c.  j'ai  trouvé y—Oyy 
=  gy/ijoa ,  ysr=:^a\/2^a  ,  &c.  donc — y^=i  —  o, — y=:i 
—  «v^aaa, — y — ^aV^^a,  &c.  ce  qui  me  fiiit  voir  que  lar 
courbeprend  fon  chemin  dans  l'angle  AOC,  &  qu'elle  s'écarte 
autant  de  la  droite  AO  de  ce  côté ,  qu'elle  s'en  écarte  de  l'autre- 

Je  fais  maintenant — xv=ia  ou  *=—<»,  ce  qui  donne  z 

*^    — ^ — ^  =  o  i  donc  j^  =  o ,  aii]ft  prenant  fur  OB  la  partie 

ORssa,  la  courbe  paffe  parle  point  R»  

Je  fais — xsss.-^^a  ou*=s — atf  ,ce  qui  donne  &:=       "  ^^  ' 
«=  ^BÔà ,  donc  y^^^ay/Bôâ  ,  je  prens  donc  fut.OB  la  partie 


i84  Le  Calcul  Différentiel; 

OS  =  2# ,  &  élevant  en  S  la  perpendiculaire  ST  =  ^ ay/%aa  le 
point  T  eft  une  point  de  la  courbe.  

5  Jefais — ^jif=:3a  ou  x= — 3^ ,  ce  qui  donne 2; = ^  ~  ^^^L"*"  ^ "'^ 
s=^  J4a* ,  donc^  =  ^ aV^^a*- ,  ainfi  prenant  fur  OB  la  partie 

OH = 3  a,  &  élevant  la  perpendiculaire  H V = ^ aV^\a^  le  point 
y  eft  un  point  de  la  courbe,  &  faifant  de.  même  —  x=^\a^ 
>— ;c=  ya,  ôcc.  je  trouve  des  valeurs  pofitives  de^  qui  vont  tou- 
jours en  augmentant ,  ce  qui  me  fait  voir  que  la  partie  de  cette 
féconde  courbe  comprife  dans  l'angle  DOB  s'éloigne  de  plus  en 

plus  de  OB.  _=«.  

Puifque  nous  vjovi%y^=^^ a\/%aayy=y gy/^^aa^  &c.  donc 

— ^=  —  ^ aVlîay  — y^= —  ^ aV\^aa ,  &c.  ce  qui  me  fait  voir 
que  icette  féconde  courbp  pafTe  dans  Tangle  COB ,  &  s'éloigne 
autant  de  la  droite  OB  de  ce  côté  qu'elle  s'en  éloigne  de  l'autre. 
Ces  deux  courbes  font  deux  hyperboles  du  troifiéme  genre 
comme  il  paroît  par  leur  équation  qui  eft  du  quatrième  degré  y 
mais  il  faut  obferver  que  la  féconde  eft  plus  grande  que  la  pre- 
miere*>  ce  que  l'on  peut  connoitre  aifément  par  les  valeurs  de  y 
que  nous  avons  trouvées  pour  lune  ôc  pour  l'autre ,  &  qui  étant 
à  la  même  diftance  du  fommet  de  leur  courbe  fe  trouvent  plus 
grandes  dans  la  féconde  que  dans  la  première  ;  par  exemple  Por- 

donnée  ST  eft  ^ aV^âa  ou  \^f^  au  lieu  que  l'ordonnée  EF. 

dans  la  première  n'eft  que  '^a\/'2aa  ou  v  2a*,  &  delà  il  fuit  que 
fi  au  fommet  R  on  décrivoit  une  courbe  de  même  grandeur 
que  la  première ,  cette  courbe  n  auroit  plus  la  même  équatioa 
<jue  la  première  ,  ce  qui  met  une  différence  entre  ces  hyperbo- 
les 6c  celles  du  premiei:  genr^e ,  ainfi  qu'on  a  vu  dans  l'exemple 
précèdent. 

104.  Si  Texpofant  des  inconnues  de  Péquation  étoit  toujours 
un  degré  pair  ^  &  que  fon  plus  haut  degré  fut  le  quatrième  y  on 
pourroit  décrire  fa  courbe  de  la  même  façon  que  ci-deflus. 

Soit  par  exemple  l'équation j^^ — 2aayy=iaxS  -+-;c^;  je  fuppo- 
ica^yiiy  ^Zy  donc  az^=^yy ,  &  mettant  la  valeur  de  y  y  dans  la 

propofée  y  j'ai  aarx, — 2a^z  «=  ax"^  H-*^,  ou  22;  —  2^12=:  ^ ^  ^ 

&  ajoutant  aa  de  part  &  d'autre  ,  j'ai  zz — o.az-^aa  =  aa 

H-  — -T- —  «=s:      •         ^.  "  y  &  tirant  la  racine  quarree  ^  j  ai  « 
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éM 


Pour  décrire  la  courbe  je  détermine  x  &c  ]c  cherche  z ,  aînfi  je 
feis  d^abord  ;c  =  o  ^  ce  qui  donne  x = ^  -H-  ^—  =^^+-1/^^=2^. 

Or  y  eft  moyenne  proportionnelle  entre  a&cz^  donc^  =  v^Jaa; 
menant  donc  les  deux  lignes  AB,  CD  (Fig.^i.) ,  &  déterminant 
h  lieu  des  plus  at,  des — jc,  &c.  je  prens  fur  OD  la  partie  OP 
moyenne  proportionnelle  entre  a6c2ay6(.lc  point  P  eft  un  point 
de  la  courbe. 

Je  fais  x=ia,   ce  qui  donne  z  =:  a -h  ^E^îl^E  =a 


-4-  v^3^*  >  àoncy=^aa^av^a^ y  je  prens  donc  fur  OA  la 
partie  OH  =^,&  élevant  fur  le  point  H  la  perpendiculaire  HM 

:=    aa-^aVsa'^yh  point  M  eft  un  point  de  la  courbe. 

Je  fais  x=:2ay  ce  qui  donne  z  =  a^  VaT^^^^ju^  ^  ^ 

-+'V'2$aa=:6a  y  donc ^ = v" 6aa ,  je  prens  donc  fur  O A  la  par- 
tieOR  =  2^,  &' élevant  en  Rla  perpendiculaire  RS  =  |/ 5^, 
le  point  S  eft  un  point  de  la  courbe  ;  &  comme  en  faifant  a:=3^, 
x=^4a,  &c.  je  trouve  toujours  des  valeurs  de  x  qui  vont  en  aug- 
mentant ,  je  vois  par  là  que  la'courbc  s'éloigne  de  plus  en  plus  de 
la  droite  AO.  ^ 

.  Je  fais  x=^ia,cc  qui  donne  ^=^>^^"'"^^^'"^^^^'  =  a 

'  aa   ■ 

'i-v'llaaf  donc^  =  ^aa-JraV\{ aa,}e  prcns-doricfurOAla par- 
tie OT=itf,&  élevant  la  perpendiculaire  TK  =  ^aa-^a  v'ÎJâà 
le  point  K  eft  un  point  de  la  courbe ,  &  faifant  demêmeA;=^^, 
x=ja,x=ia,&cc.  je  trouve  des  valeurs  pofîtives  de^  qui  font 
entre  P  &  M ,  &  àinfi  des  autres. 

Jefiiis*s= — a,  ce  qui  donne z  =  g-+-  .^"i*  —  "^-t-^*  _,. 

.  «a 

•^>/aa=:2a,  àonc y s=.V laa ,  je  prens  fur  OB  la  partie  OL 
==<?,&  devant  la  perpendiculaire  LH=»/â^,  le  point  H  eft 
àla  courbe,  ôc  faifant  «=—-2<i,  Ar=  —  ja,  x-==^ — ^,  &c. 
je  trouve 2=4^,  z=<g-t-^3^tfa  t  z-=a-\-y/ \9<yaa  ,  &:c.  & 

par  conféquent)^  ==  aa ,  y  =  "^  aa-^ay/J^ââ^y^^  aa-J^-aV  ÎJJ^T, 
&c.  je  vois  par  là  que  la  courbe  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  la 
droite  OB. 

Aa 
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Jefaîsx==-— Y ^,  ce  qtiîcïomic  «===«-+-   -      ^^  "^Ti^^ 

s=:=^H-if^ff^,  &  parGonféqu€nty=^^^-+-«»^7|^i!»;je  prcns 
prens  donc  fur  OB  la  pecpendicubtlrc  OX=^a»  fie  élevant  au 

point  X  la  perpendiculaire  XZ=^^^w-i-a>/î^âi,  le  poiM  Z 
eft  un  poixtt  de  la  courbe  ^  &  comme  eixfaifant  x— ■f^^^'^^ —  "^ 
4j,  4f= — -J^a,  je  trouve  des  valeurs  pofitives  dej^  qui  vont  ea 
;;àugmentant  'y,  je  juge  de  là  que  la  couibe  s'approche  de  OB  eatxe 
P  fie  H  &  qu^après  elle  s'en  écarte  de  part  fie  a  autre>  mais  plus  da 
côté  de  A  que  du  côte  de  B. 

Si  Ton  rend  négatives  toutes  les  valeurs  trouvées  dey  y  on  dé- 
crira une  autre  courbe  de  If  autre  côté  de  AB  toute  iemblable  à 
celle-cL 

105.  On  pourra  toujpurs  décrire  delà  même  manière  les  cour- 
bes dans  les  équations  defquelles  Tune  des  inconnues  n'eft  qu'au 
premier  ou  au  fécond  degré  ,  ou  au  quatrième  lorfque  tous  fcs 
degrés  fe  trouvent  pairs  i  mais  fi  les  deux  iaconmxes  font  toutes 
les  deux  ou  dans  des  degrés  impairs  au-deflus*  du  premier^  ou 
dans  des  degrés  au-dcffus  dii  quatrième^,  ou  que  l'une  le  trou- 
vant du  quatrième  dans  un.  terme ,  fe  trouve  enfuite  du  troifié^- 
me  dans  une  autre  i  dans  tous  les  cas  >  il  faut  coaftruire  l'équa- 
tion à  chaque  point  de  la  courbe  qu'on  veut  trouver,  en  em^ 
ployant  les  équations  locales  j,  5c  c'eft  ce  qui  nous  refte  à  expli- 
quer* 

106^  Soit  l'équation  x^=aii — ayx-+'y^ ,  je  détermine  y  y  fie  jie 
cherche  les  valeurs  dexy  après  avoir  mené  deux  lignes  droites^ 
AB^CD  {Fig.  i?2.)t fie  marqué  Teiidroit  des+«>celui  des — x,  Ôcc^ 

Je  faisj=o,  donc  je3=s5:o^ficjc=o,  ainflla  courbe  pafle: 
par  le  point  O. 

Je  fais  y  ==  a ^  donc  x3t  ssz^-^aax'^a^ ^ou  a:3  h-^^x — ^3  =0 ,. 
ôc  cette  équation  eft  déterminée  fie  datroifiéme  degré ,  je  la  mul- 
tiplie par  ^,  ce  qui  donne  x^^aax^—aix=^o.  Pour  conftruîre 
cette  équation  je  me  fers  des  formules  que  nous  avons  avons 
données  ci-deffus  {N.  55^) ,  en  me  fervant  de  a  pour  la  grandeur 
ptife  dans  le  dernier  terme  y  fie  j'ai  les  équations  locales 

XX  —  ay=o,À  la  parabole, 

Jjy-+-^  — ^=0,  à  la  parabole;. 

yy  ^+-x^  — ax=Oy  zn  cercle,. 

jjy—  ^*  -Ha/iyirr^=o^àrhypejpbole  équilatere- 
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Je  confiruis  la  premieire  çn  éle vam  fur  une  droite  indéfkiie  AP, 
(JR^.pj.)  une  perpendiculaire  indéfinie  AF;  fuc  AF  pris  pour 
diamètre  &  avec  un  paramètre  AO  =^  ^  je  décris  une  parabole 
AMN  donc  Tare  indéfini  AM  eft  le  lieu  de  Téquation  xx — ay 
=o. 

Pour  conftruîre  la  troifiéme  je  compare  Tes  termes  arec  ceux 
de  la  formule  générale  du  Chapitre  IIL&  je  trouve  w=o,  w==e, 
r  =  o,  ^=T^^  àctt=:^aa  ^  d(mct=ia,  c*cû  pourquoi  je 
prens  AQ  =  ^tf ,  6c  du  point  Qpris  pour  centre  ^  &  du  rayon 
QA  je  décris  un  cercle  qui  coupe  la  parabole  en  un  feul  point  M  ^ 
&  menant  la  perpendiculaire  MH  fur  AP  la  droite  AH  eft  la  vé- 
ritable racine  de  l'équation ,  &  l'autre  eft  imaginaire. 

Car  par  la  nature  de  la  parabole  on  a  AH  =  MH  x  AO ,  donc 

jc»s=ray,  &  par  la  nature  du  cercle  on  a  MH=AQ — HQ, 
mais  HQ=AH — AQ^jc  —  ^a,  doncyy=^aa — xx-^-ax 
'—'^aa,  ouyy-i^  xx-^ax  =  o  j  &  ceft  la  troifiéme  équation/ 

Or  mettant  au  lieu  de^  fa  valeur  -  nous  aurons  ^  ^^  xx  "-^  ax 
= o ,  ou  a:*  -i-  aax^ — 43^  =  0,  qui  eft  la  propofée. 

Ou  bien  appellant  MH  ==  7  à  caufe  de  la  propriété  de  la  pa- 
rabole i  HQ  fera ,  comme  £1  vient  d'être  dit ,  ;i: —  ^^3  ^linfî  me- 
nant le  rayon  MQ ,  le  triangle  re£fangle  MHQ  donne  MQ 

a  2 

=MH-4-HQ,  de  mettant  les  valeurs  de  ces  grandeurs  on  re- 
trouvera la  propofée. 

Prenant  donc  fur  OA  (Fig.  p2.)  lapartîe  OF=  AH  (F/^.  95.) 
&  élevant  en  F  la  perpendiculaire  F\î==flP,  le  point  G'  eft  un 
point  de  la  courbe. 

Jefaisj/  =  2a  ,  ce  qui  donne  x^Hr2aax — 8^3  =  0  ,  ou^* 
^^2aax^ — 8iï3;c=Oj  ainfi  les  équations  locales  pour  conftruiro 
cette  équation  font 

xjf— 4y  =o>  à  la  parabole. 
jy-H2^— 8«:=o,  à  la  parabole* 
yy^xx  ^êy  — ^^«^=0,  au  cercle» 
yy — XX  -^iay  —  8^a:=o^  àThyperbole* 

La  première  de  ces  équations  dl  encore  la  parabole  que  nous 
avons  conftruite  ci-dcflus  ;  &  pooir  conftruire  la  troifiéme  je 
trouve  en  comparant  fes  termes  avec  ceux  de  la  formule  du  Cha-» 

Aaij 
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pitre  in,  »=o,  w=^,ia= — r,  4^=5,  rr-+-5i==«,  ou 

Je  prens  donc  fur  AP  (F/^.  5)3.)  la  partie  AL==4^>  &  élevant 
enL,  mais  de  l'autre  côté  de  AP  la  perpendiculaire  LF=-^^ 
je  mené  la  droite  AF ,  ôc  dans  le  triangle  reâangle  AHF  i  j'ai 

AF=AL-l-LF=  i(Jd*-+-~^*  =  fr,  donc  AFeftIe  rayon duf 
cercle  de  Téquation  ;  décrivant  donc  ce  cercle  &  menant  da 
point  N  où  il  coupe  la  parabole,  la  perpendiculaire  NSfur  AP,  la 
droite  AS  eft  la  vraye  racine  de  1  équation  jc^-t-ao^x*  —  Sa^x 
P=  o ,  &  les  autres  font  imaginaires. 

Car  par  là  nature  de  la  parabole  on  aAS=NSxAO=^* 

=  4y ,  &  par  la  nature  du  cercle  on  a  NR  =  CF —  RF ,  or  NR 
s=NS-+-SR=^-+-|^  ,  &  RF=AL— AS=4tf— jc,  donc 
y^ -+- ay ^j aa=^^ aa'+»  i6a^ — lâa^'-hSax — xx ,  ou^*-+-xx 

^ay — Zax=Oy  &  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  -^  de 

y  ,  nous  aurons  — hxx-^xx — Sax  ==  o ,  ou  x^^  2a^x^ —  Sa^x 
=  0,-  quieftPéquîitionàconftruire  en  faifant j^=  :î^. 

OubienappellantNS=^par  la  propriété  de  la  parabole  > 

nous  aurons  NR  =^-f- Y  ^  i  &  KF=^a — x;  or  menant  le 

*ayon  NF,  le  triangle  reftangle  NRF  donne NF=NR-+-RFi 
donc^  a* -+-1 5a*  =—-+-—-+- x^<ï  H- i<^<»<ï — Sax  •+- x*  ,  ou 

/  ^  au  a  ^  * 

— h  ^xx — 8^:v=o ,  ou  enfin  x!^^2aaxx-^%c(^x^=iOy  qui  efi 
encore  la  même  équation. 

Prenant  donc  fur  OA(F/^.^20  I21  droite  AK  égale  à  la  droite 
AS  =î:v  (F/g-.  53.) ,  &  menant  par  le  point  K  la  perpendiculaire 
KV  =  2^ ,  le  point  V  eft  un  point  de  la  courbe ,  ôc  faifant  de  mê- 
mej^  =  3^,j/=4a,  &c.  je  trouverai  d'autres  valeurs  pofitives 
de^  qui  iront  auffi  en  augmentant,  ce  qui  me  fait  voir  que  la 
courbe  s'éloigne  toujours  de  la  droite  OA^ 

Je  fais  —y  =  a ,  o\xy  = — a^  ce  qui  change  la  propofée  en 
x^=iaax'^ — a^x  ^  ou  x^—aax^^a^x=^o^  &  pour  conftruire 
-cette  équation  je  trouve  en  employant  les  formules  ci-deffus  (Al 
jp  3 .)  les  équations  locales,. 
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XX — ay  =  a 
yy  —  ay^ax  ^=-0 
yy^'^'-xx — o.ay^ax^=o 
yy — xx^ax^=^o 

La  première  eft  toujours  la  parabole  de  la  Figure  p  5 ,  &  com- 
parant les  termes  de  latroifiéme  avec  ceux  de  la  formule  générale 
au  cercle  (C/;ap.  /7/,) ,  je  trouve  »=  o ,  w  =  f ,  ^=ar ,  ^  ^=  — ^s 

Jepren&donc  furPA  prolongé  de  Fautre  côté  (F/g*.  ^i.)h  par- 
tie AV=|^,  j'élève  fur  lé  point  Via  perpendiculaire  VX  =^, 
&  du  point  X  pris  pour  centre  ôc  du  rayon  XA ,  je  décris  un  cer- 
cle qui  coupe  la  parabole  en  un  feul  point  Z  y  duquel  abaiUant 
fur  A  V  la  perpendiculaire  ZI ,  la  droite  AI  eft  la  véritable  racine 
de  Téquationjc^ — aax^'-^a^x^±=:o  y  ce  que  Ton  prouvera  de  mê- 
me que  ci-deflus. 

Prenant  donc  fur  OB  la  partie  OH  (F/g-.  p2.)=AI  &  élevant  en 

H  la  perpendiculaire  HL=^,le  point  L  eft  un  point  de  la  courbe* 

Et  continuant  de  la  même  façon  ,  je  trouve  que  tous  les  -+-y 

de  la  courbe  font  dans  langle.  AOD,  &  les  — y  dans  l'angle 

COB. 

107.  Si  les  coefficiens  des  termes  de Téquationdont on  veut 
décrire  la  courbe  étoieiv  compofés  de  différentes  lettres  ,  on  eii 
prendroit  une  pour  Tunité  &  Ton  acbeveroit  le  refte  comme  ci-f 
de/Tus.  Et  fi  en  déterminant  lune  des  inconnues  on  trouvoit  une 
équation  à  conftruirc ,  qui  fut  au-deffus  du  quatrième  degrés  on 
la  conftruirôit  par  la  méthode  que  nous  allons  donner. 

De  la  conjlruâion  des  Equations  déterminées  y  quifirpaffènt' 

le  quatrième  degré. 

108.  On  enfeigne  plufieurs  méthodes  pour  conftruire  ccç 
fortes  d'équations  >  mais  il  fuffira  ici  d'enfeigner  celle  qui' eft  la 
plus  générale  &  enjnémetemsla  plus  comniode^ 

Soit  l'équation  x^ — a^b  =  o ,  je  la  multiplie  par  XyCe  qui  don^ 
ne  x^ — a^ix=^o.  Je  fuppofe  a,  x::  x^y  ;.  donc  ay=;vjc,  équa- 
tion à  la  parabole  quarrée  ;  je  fubftitue  dans  la  propofée  trois  fois 
la  valeur  de  xx ,  ce  qui  donne  a3y3 — a^x^sss,  o  >  ou^3 — aèx = o 
équation  à  la  première  parabole  cubique. 
•-    Je  conftruis  la  première  parabole  en  élevant  fur  une  ligne  m- 

.  ^  .     Aa  jijt 
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définie  AP  (F^,  p4.),  une  perpendiculaire  indéfinie  AC,  &  fur 
cette  ligne  AC  prife  pour  axe ,  &  avec  un  parametre==tf ,  je  décris 
une.parabole  dont  l'arc  indéfini  AST  eft  le  lieu  de  Téquation  xx 
=  ayyCC  qui  eft  évident. 

Je  conftruis  la  parabole  cubîque^3 — ahx=o ,  en  prenant  le 
point  A  pour  l'origine  des  x  ^  la  dbroite  AP  pour  la  ligne  des  jc^  la 
droite  AC  pour  la  ligne  parallèle  auxj^ ,  &  le  paramètre =v^5îr 
Je  détermine j^ en  lai  donnant fuccemvement  plufieurs  valeurs^ 
&  je  cherche  x. 

Jefais^  =  Q,  ce  qui  donne ^=  x  ,  car  dans  l'équation  j^* 

-— ^i^A'=o, ona  x=  2;. ,  ôc  mettant  o  au  lieu  de  ^3 ,  on  z  x 

==-^,  ainfî  quand  onaura  j^=o,  onauraauffi;c=o,  &  par 
conféquent  la  courbe  pafle  par  le  point  4^. 

Je  faisj^=^,  ce  qui  donne>:  =  ^==  y  ,  je  prens  donc  fur 

ÀP  la  droite  AO==  j  ^  &  élevant  en  O  la  perpendiculaire  OR 

s=xa  )  le  point  R  eft  un  point  de  la  courbe» 

Je  cherche  de  la  mémeiîiçon  plufieurs  autres  points  delà  cour-* 
hccnhïùinty=\a,y  =  ^a^y=fa  y  &Lc.y=:^a,y  =  ^a,y 
:;ss^,a^y=:\ay  &c.  &  faifant  pafler  une  courbe  par  tous  ces  points 
la  parabole  fe  trouve  décrite  ,  &  le  point  T  où  elle  coupe  la  pa- 
rabole quarrée  eft  la  racine  vraie  de  1  équation**^ — a^x^=o ,  & 
entre  les  cinq  autres  ^  l'ime  eft  zéro  ^  à  caufe  que  les  deux  para- 
boles fe  coupent  au  point  d'origine  À ,  &  les  quatre  reftantes  font 
imaginaires ,  parce  que  ces  deux  paraboles  ne  fauroient  le  cou- 
per  en  d'autres  points. 

Car  menant  du  point  d*înterfeâîon  T  la  perpendiculsure  TL 
fur  AP  ,  &  la  perpendiculaire  TN  fur  AC  ,  je  nomme  AL 
=  TN  =  X ,  LT  =  AN  =^y  j  or  par  la  propriété  de  la  parabole 

quarrée  on  a  TN=NAx^,  donc;c*  =  ay,  &  par  la  propriété 

de  la  parabole  cuhîqiie  on  a  TL=:^AL'x pp^  c'cft-à-dirc ,  le  cube 
de  Tordonnée  égal  au  produit  de  Tabiciflle  par  le  quarré  du  para- 
j»etre,donc^î=^Ajc  Nos  deux  équascions  locales  font  donc  bien 
conftruitcs  puifque  nous  rctrouvcns  leurs  équations  ay^^xxBcyi 
^^Ajc»  Or  cette  fecûttde  efikmème  que  a^y^  =  a^bx  ;  mettant 
donc  dans  celle-ci  trois  fois  la  valeur  xxdc  of  prife  dans  la  pre- 
miete»  iio^is  aurons  x^^^^a^ixy  ou  jc^— «^;c=as=o^  ou  »^— ^A 
=5=  o ,  qui  €&  la  propofée. 
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icj.  Soit  réquatkat*^— iw* — 4a4;Kr3— h  5^^  4- ^otx  «^af 
s=so  ^  je  fuppofe  a  y  xwxy  y  ^  donc  ay  =  a:;c  équation  à  la  pa-« 
xabole. 

Je  mets  la  valeur  de  1^:0  dans  la  pr€>pofée ,  &  )'ai  ^x^jyj» — a^yy 

—  4a3yx  -♦-  3.^-+*  5^Jf — a^  =  o  ,  &  divî&nr  par  aa  j:  ai  jy?« 
--^ayy — 4tfy*-+- J^-f^J^^ar — A*=:o^qoi  eft  une  ëqqaÉioix  à 
une  hyperbole  du  fecood  genre  entre  fes  afympçoces  y  mais  rap^ 
portée  a  une  ligne  qui  ae$  pas  un  diamètre. 

Pour  conftruire  cette  courbe  je.  détermine jr  ^  fie  je  ciierehe  h% 
valeurs  des  x ,  ainfî  j  aï  x  =  ^^Tl?iZlH 

Je  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  faîfant  entr  elles  un  angle 
droit  fi  cet  angjc  n'^eft  pas  donné  (Jig.  9^?.)>I^  point  O  eff  le  point 
d  origine  des  :viles-+-^fe  prendront  for  (>D,les — x  for  OC,  &  les 
•+•  ou — y  feront  parallèles  à  AB  >  les  -H^  feront  du  côté  de  F^ 

Je  fais  donc y=Oj» ce  qui  donne x=-^  =^\  a\yt  prens 

donc  fur  OD la  partie  OE  =  f  a,  &  la  courbe  doitpafîer  par 
le  point  E ,  puifqu  en  ce  point  on  a^= Ow 

Je  fais^  =  ^ ,  ce  qui  donne  x  = — ^  ;  ainfi  quand  on  aura 

y^=a,x  fera  négative  &  infinie,  &  pai{  conséquent  la  courbe 
doit  s'étendre  du  point  E  &  paffer  dans  l'angle  COB^  fans  s'é-* 
loigner  jamais  de  fa  droite  CO  delà  grandeur  entière  a^  c'efi- 
à*dire  que  ce  ne  fera  qu  à  l'infini  que  la  perpendiculaire  tirée  de 
la  courbe  fur  CO  fera  =  4. 

Je  lais fucceflîvement^  =  ^ia,j^=^a,^  =  ^^, &c.  jut 
qu'à;r  =  f|,  &  je  trouve  x  =  i^a'y  x^^-^a;  x^=^^a'^  x 

Or  on  voit  par -là.  i^  Que  les  x  deviennent  négatifs  entre  j^ 
= ^  ^>  ôc  yxsr^  Oy  &  l'on  pourroit  approcher  de  plus  en  plus  de 
la  valeur  aty  lorfque  x  devient  =  0  i  car  â  au  lieu  de  Êdrej» 

—  i^^r&;'=vô^5  onfait^  =  -^^,  &j^==:î^a,&c.  ce 
qui  cft  la  même  chofe  ,  &  quenfuite  on  fuppofe  jj^  =  «î^  >  j« 
=^>  &c.  jufqu  à^=7^,  on  î^prochera  encore  d'avantager, 
du  point  où  Ton  doit  avoir  x  =  o  ;  mais  pour  la  queftion  péfente 
cela  n'eft  pas  nécefTaire^  parce  qu'on  ne  cherche  que  les  points: 
d'interfedion  de  la  courbe  que  nous  décrivons  avec  la  parabole 
0y=zxx  que  nous  décrirons  enfuitc*  2^.  A  meforeque  lesj^s'ag- 
grandiiTent ,  les  x  pofitifs  diminuent  parce  que  la  courbe  s'élargit 
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en  tendant  vefe  Tangle  COB  >  &  par  4a  même  raUbn  les  x  néga- 
tifs augmentent. 

Je  fais  maintenant  3^= — ~  ^\y= — rs  ^^  jy  =  — rz^f 
ôcc.  jufqu'à^f .= —  {^  a  = — a^  &  je  trouve  x  ==  -j-|~  ^  ;  x=:  |4± 
^  ;  A:=-7|-^  a  ;  X  =  ^ ,  &ç,  x=4-^  î  ^r  comme  la  moindre  de 
ces  valeurs  de  x  cft  plus  grande  que  la  valeur  ;c  =  y  a  qui  eft  au 
point  E  où  la  courbe  coupe  la  droite  OD ,  cela  me  fait  voir  que 
cette  courbe  paflc  dans  l'angle  AOD ,  &  qu  elle  s'écarte  de  plus 
en  plus"  de  la  droite  AO  à  caufe  que  les  valeurs  de  x  vont  tou- 
jours en  augmentant ,  ce  que  Ton  peut  voir  encore  mieux  en  fai- 
fant^= — 2a^y= — .3a,  &  ainfî de  fuite  à  Tinfini. 

Puifque  nul^  pofitif  de  la  courbe  ne  peut-être  =^  qu'à 
Tinfini,  il  eft  évident  que  fi  je  prens  fur  la  droite  OB  la  partie  OF 
=  a,  &  que  du  point  F  je  mené  une  droite  indéfinie  MN  parai- 
le  à  CD ,  cette  droite  MN  fera  l'afymptote  de  la  courbe  &  de 
h,  compagne  qui  pafle  du  côté  de  B  6c  que  nous  allons  d'écrite. 

ce  qui  nié  donne  x  =^  a  y  x  =  ~^  a ,  x=~a ,  x==^a^ 
X  —  -yj-  a^x —  g^  a,:^—  ^i  a^x —  çs  ^y  x — ^y^yX — ^ZZ 

Or  toutes  ces  valeurs  de  x  vont  en  diminuant  à  mefiire  que' 
les^  augmentent ,  &  par  conféquent  cette  courbe  s'éloigne  de 
l'afymptote  MN  du  côté  de  M,  &  elle  s'en  approche  du  côté  de 
N;  &  Ton  peut  aifément  déterminer  le  point  où  elle  coupe  la 
droite  OB^  car  fi  l'on  faitj^  =  |  a,j^=  3a,  &c.  on  trouverai 
=  olorfquon  aura^  =  3^. 

Cette  courbe  étant  ainfi  décrite  ,  je  décris  fur  le  diamètre  OB 
ôc  avec  un  paramètre  =  a  une  parabole  ROS ,  &  menant  par 
les  points  où  elle  coupe  la  courbe  des  perpendiculaires  au  dia- 
mètre ÀO ,  celles  qui  font  dans  Tangle  DOB  font  les  véritables 
racines  de  l'équation,  celles  qui  font  dans  Pangle  COB  font  les 
faufles,  &  la  cinquiérhe  eft  imaginaire. 

Car  du  pbint  S  menant  SQ  perpendiculaire  à  OD  y  je  nom- 
ine  OQ=:v,  QS=yi  or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a 

OQouSP  =  PO  X  a  ouSQx^,donc  xx:=ayy  &  par  la  pro- 
priété de  la  -courbe   on  a  :v  ==  "^Sl^liZlîIl  ,  ou  yyx  —  ^ayx 

-+-  5.a*x==  ayy —  sa^yHra^ ,  ^  multipliant  de  part  &  d'autre  par 
fia,3i  caufe  que  nous  >ivons  divifé  par  ^^lorfque  nous  avons- fait 
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y  =î  — ,  ôcc.  on  aura  a^^^x  •-- 4^ 3j^.v  4- 3  a^x  ==x  a3j/j^ -^ 

&  il  dans  cette  équation  nous  mettons  la  valeur  xx  de  ay  ,  nous 
retrouverons  a:^-— ax^ — ^a^x^  ^ ^a^x^  ^ ^a^x — a^=o  qui  eft 
l'équation  propofée^ 

Si  on  veut  trouver  par  la  defcriptîon  de  la  courbe  la  valeur 
de  quelqu'une  des  racines  de  l'équation  propofée,  comme  par 
exemple  la  valeur  de  PS  j  on  fera  attention  que  lorfqu  on  avoit 
y:=i2aon  avoit  a:  ==  ^ ,  &  comme  par  la  propriété  de  la  parabole 
on  a  XX  =ay ,  il  eft  évident  que  y  =  2^  n'aboutit  point  à  un  point 
de  la  parabole,  car  fi  on  le  multiplie  par  le  paramètre  a  on  aura 
Q.aa ,  au  lieu  qu'en  multipliant  fon  x  par  lui-même  on  n'a  que 
aa,  lequel  étant  moindre  que  2aay  fait  voir  que  cet  x  n'aboutie 
point  à  la  parabole  ;  ainfi  il  faut  chercher  un  x  plus  grand ,  ÔC 
pour  cela  on  trouvera  ci-deffus  que  lorfqu'on  avoit^assU  ^,  on 
avoit  X  ==  -y^  ai=^^^ai  faifant  donc  le  quarré  de  j{  a  on  trouvera 
IfJ-  a* ,  &  comme  ^  =  j-  a  multiplié  par  a  donne  —  aa  plus  grand 
que  jfi  aa ,  il  s'enfuit  que  x  =  j^aeû  trop  petit ,  6c  que  fon  ex- 
trémité eft  dans  la  parabole ,  &  on  trouvera  de  la  même  façon 
que  le  x  correfpondant  à  ^  =  J  q-  a  eft  trop  grand  >  de  même  que 
celui  qui  correfpond  à  f|  ^ ,  donc  la  vraye  racine  eft  entre  x 
correfpondant  ïy  =  \^a&c  x  correfpondant  à  ^  =5 1|  ^ ,  faifant 
donc  j^=f^^ ,  &c  y=^  {^  ^>  &  enfuite  cherchant  les  x  cor- 
refpondans  à3f  =  fiia,^=f^a,^  =  T^^,  &c,  on.appro- 
chera  encore  davantage  de  la  valeur  de  SP,  &  on  la  trouvera 
même  en  continuant  de  la  même  façon ,  fuppofé  qu  elle  ne  foit 
pas  incommenfurable. 

iio.  Toutes  les  équations  du  cinquième  degré,  du  fixiéme, 
du  feptiéme ,  &c.  à  l'infini  pourront  toujours  fe  conftruire  de 
même  que  nous  venons  de  conftruire  la  précédente  ;  c'eft-à-dire 
en  prenant  d^abord  la  parabole  4y=^x,  puis  fubftituant  dans  la 
propofée  la  valeur  ay  ce  xx^  ce  qui  donnera  toujours  une  autre 
équation  dans  laquelle  l'une  des  inconnues  ne  fera  qu'au  premier 
degré  ;  c'eft  toourquoi  conftraifant  la  courbe  de  cette  équation, 
&  la  parabole  ay=^xx  y  les  interférions  de  ces  deux  courbes 
donneront  toujours  les  racines  cherchées. 
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CHAPITRE     VII  L 

De  la  felution   des  Problèmes  déterminés. 

1 1  r.  T  Orfqu'en  cherchant  la  folution  d'un  Problême  on  par- 
JLv  vient  à  une  équation  où  il  ne  refte  plus  qu  une  incon- 
nue ,  le  Problême  s'appelle  déterminé  ^  &  comme  on  réfout  les 
Problêmes  indéterminés  par  les  lieux  Géométriques  >  on  réfout 
aufli  les  Problêmes  déterminés  par  la  conftruâion  de  leur  équa- 
tion ;  ainfi  qu'on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 
.  112.  Un  demi-cercle  AEG  étant  donné  (Fig.  p  6.)  &  une  droite  HI 
donnée  depofitiony  &faralleleau  diamètre  AC^  mener  de  P extrémité 
A  du  diamètre  A  G  une  droite  AO  à  la  droite  HI,  enforte  que  fa 
partie  AE  comprife  dans  le  demi  -  cercle  foit  égale  à  fa  partie  ex-- 
térieure  EO* 

Suppofant  la  chofe  faîte ,  je  mené  une  droite  AO ,  &  du  point 
E  où  elle  coupe  la  circonférence  du  cercle ,  je  mené  la  droite  FL 
perpendiculaire  entre  le  diamètre  AG  ,  &  la  donnée  HI  ;  les 
triangles  AEL  >  OEF  font  femblables ,  &  comme  par  la  fuppofî- 
tion  ona  AE=EO,  ces  deux  triangles  font  parfaitement  égaux 
&  FE=EL^ 

Je  nomme  AC=^,  FL  =  *,  EL=|-^,  AL  =  *,&  par 
conféquent  LG  =  ^ — x;  or  par  la  propriété  du  cercle  ncms 

avons  AL  x  LC  =  EL  ^  donc  ax  —  xx=^^  èb  ^  ou  xx — ax^= 

—  -^  bb'j  &L  toutes  les  conditions  du  Problême  étant  remplies  j'ai 
une  équation  déterminée  du  fécond  degré,  &  il  s'agît  de  trouver 
la  valeur  de  a:= AL,  c'eft-à-dire  le  point  L  où  je  dois  élever  la 
perpendiculaire  LE  afin  qu'elle  foit  égale  à  FE. 

Pour  cela  j'ajoute  ^aaï  chaque  membre  de  l'équation  xx — ax 
= — }b/?y  ce  qui  donne  ;tf:c — ax^~aa=^\  aa — \bby\^  tire  la 
racine quarrée  &  j'ai  x  —  \  a=V^a^\bb ,  je  retranche  7  a 
de  part  &  d'autre  ,  ce  qui  donne  ^=|-^-Hv^^^^ — ~*^quieft 
la  première  racine  de  l'équation,  &  la  féconde  eu  x  =  ja 

—  y^±aa-^^bL 

Pour  conftruire  la  première ,  j'élève  au  centre  Q  le  rayon  QP 
perpendiculaire  fur  le  diamètre  AC,je  décris  fur  ce  rayon  pris  pour 
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diamètre  un  demi-cercle  Q  HP  dans  lequel  j'infcris  la  corde  PH 
égale  à  la  moitié  de  la  perpendiculaire  FL  tirée  entre  AC  &  HI,ôc 
menant  du  point  H  l'autre  corde  HQ,j'ai  dans  le  triangle  reâangle 

QHD,  QH=PQ— -Pîf,  ficparconféquent  Qïf  ==ia<i— ;^^, 
je  poneQHfurQC  de  Q  enL,  &  j'ai  AL=AQ-4^QL=|a 
-f- v'iaa— ^  ^* ,  donc  CL  =  QC  —  QL=i  tf  —  v'i  «a— i*^; 

or  par  la  propriété  du  cercle  on  a  LE==ALx  LC  ,  donc  LE 

=  T^-+-v^i^^  —  iibbx\a — V^aa — \bbz=^  ^  bb  y  donc  la  per- 
pendiculaire LE  tirée  fur  le  point  L  eft  7  ^ ,  &  en  effet  donnant 
a  AL  &  à  CL  leur  premières  valeurs  x  &i  a  —  jc  ,  on  retrouve  ax 
^—xx=^  bboixxx  —  ax=^ — ^bb  qui  eft  l'équation  que  nous 
avions  à  conftruire. 

Pour  trouver  la  féconde  racine ,  je  retranche  QH  de  AQ  de 
QenR,  &  ;ai  AR=AQ— QR=i^— V^a^ — |^^,donc 
RC  =  QC-+-RQ=i^-hv^^ j^ï— iW  j'élève  la  perpendicu- 
laire RV,  &  par  la  propriété  du  cercle  fai  RV  =  AR  x  RC  , 

donc  RV  =i  A*  &  RV=i.i,  ôc  en  effct'appellant  AR  =  a?  & 
RC  =  ^  —  X y  on  aura  encore  ax^^xx^=^bbr  ou  xx — 43^== 
— ^bh  y  donc  menant  de  l'extrémité  A  parles  points  E ,  V ,  les 
droites  AO,  AT ,  ces  deux  droites  feront  coupées  chacunes  eîi 
deux  parties  égales,  &  au  lieu  d'une  feule  ligne  qu  on  demandoit 
coupée  de  cette  forte  on  en  aura  deux  y  ce  qui  fait  voir  que  la* 
nalyfe  fait  fouvent  découvrir  beaucoup  plus  qu'on  ne  demande. 

1 1  î*  Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  ligne  s^  don^^ 
jnées  AEyCDy  (Fig.pyO- 

Je  nomme  AB  ==/? ,  CD  =  i,  &  la  première  des  moyennes 
proportionnelles  a:  ,  ces  deux  proportionnelles  formeront  avec  les 
deux  lignes  données a^by  une progrefllon  de  quatre  termes  donc 
le  premier  fera=»^,  &  le  fécond  x  ,  aînfi  la  progrcffion  fera::^> 

;c ,  ^,  —  ^  &  ce  dernier  terme  ^  fera  égal  a  b  ,  donc  ^  =^  ou 

:c3  =  a^b  ou  xi  — a**  =  o ,  ainfi  il  s'agit  de  conftruire  cette  équa- 
tion pour  trouver  la  valeur  de  x. 

Je  multiplie  x^  —  ^^A  =  o  par  a?  ,  ce  qui  donne  x4 — a^bxt=o 
qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré,  je  fuppofe  ^,;v;;Af  ,j^^ 
&  j'ai  ay:=xx  équation  à  la  parabole. 

Je  mets  dans  ;c4— 'tf*^;v  =  o  une  fois  ay  au  lieu  de  atat  ,  cequ' 
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donne  ayxx — a}bx=^6y  équation  à  l'hyperbole  entre  fes  afymr 
ptotes  quife  réduit  ^yx —  ab^=o. 

Je  mets  dans  x^ — a^bx  =  o  ,  deux  fois  ay  au  lieu  de  x^,  & 
j'ai  aayy  —  a^-bx  =  o ,  OMyy  —  ^:v  =  o  équation  à  la  parabole. 

J'ajoute  eniemble  les  deux  équations  à  la  parabole  j  ce  qui 
donne  j^  ^xk — ay — Ajc  ==  o ,  équation  au  cercle. 

Je  retranche  la  première  équation  à  la  parabole  de  la  féconde^ 
&  j'ai  yy — xx^  ay — bxz=:o^  équation  à  l'hyperbole  rapportée 
à  fon  cuametre. 

Les  équations  locales  font  donc 

V.xx  —  ^  =  o  à  la  parabole. 

II.  ^^  —  èx  =  o  à  la  parabole. 
III.  ^x  —  a*  =  G  à  l'hyperbole  entre  fes  afynlptotes* 
IV.yy^xx  —  ay  —  ^Jc=;:oau  cercle. 

y*  yy  —  XX -^ay  —  ^a:  =  o  à  l'hyperbole.     . 

Je  conftruis  la  féconde  vy — bx  =  o  en  décrivant  avec  le  pa- 
ramètre =  b  une  parabole  ODE  (  Fig.  s>7»)àL  comparant  les  ter- 
mes de  la  quatrième  avec  ceux  de  la  formule  générale  du  cercle 

(  Chaptre  IIL  )  je  trouve  »=o,  »i  =  ^,  ^  =  i>i^=^>T^=^^ 

rr^ss=n  ou  ^aa-^jb5':^tn 

Je  prens  donc  for  le  diamètre  DO  de  la  parabole  la  partie  DQ 
=  T  ^  i  j'élève  au  point  Q  la  perpendiculaire  QR  =  ^  ^  ^  &  me- 
nant la  droite  DR  je  décris  du  centre  R  &  du  rayon  DR  un  cer- 
cle^  qui  coupe  la  parabole  en  un  point  N  y  d'où  je  merise  NT 
perpendiculaire  fut  l'axe ,  &  NT  eft  la  véritable  racine  de  l'équa- 
rion  x^ — a'bx=iOy  &  les  autres  font  imaginaires,  donc  NT  eft 
la  première  des  deux  moyennes  proportionnelles  cherchées. 

Par  la  propriété  de  la  parabole  on  a  NT=DTx/?,  nommant 
donc  DT=Af,  NT==y  nous  auronsjr;y  =  AAr.  Parla  propriété 

du  cercle  on  a  NV:=RZ— RV;maîsRV=QT=DT~DQ 
— ^  — j-^,.&  NV=NT  — TV=;f— ^iJ,&RZ=RD 

=^V^  aa-i"^bbz  caufe  du  triangle  reûangle  DQR ,  dont  le  côté 
DQ  =  i  ^ ,  &  le  coté  QR=T  ^  i  mettant  donc  ces  valeurs  dans 

NV==RZ  —  RV  nous  aurons^* — ay  ^\aa=:^^aa'\-\bb 
^^x^-^hx  —  -j^^  quife  réduit  à^*-+- AT* — ay — bx=^o  qui  eft 
fcquationau  cercle;^  &  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  ^  dû 
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y  prife  dans  la  première  équation  à  la  parabole ,  nous  aurons  ^ 

-Hat* — x^ — bx=o ,  ou  x^  —  a^bx^=  o  &  divifant  par  x ;  xy 
.« — a^b^=o  qui  eft  l'équation  propofée. 

On  peut  trouver  la  même  chofe  en  combinant  enfemble  les 
deux  équations  à  la  parabole ,  ou  bien  la  première  équation  avec 
la  quatrième  y  ou  avec  la  cinquième  y  ou  encore  la  troifiéme  avec 
la  quatrième  y  &c« 

La  première  des  deux  moyennes  proportionnelles  étant  trou- 
vée on  aura  l'autre  en  prenant  une  moyenne  proportionnelle  en- 
tre ^  &  ^. 

Si  Ton  demandoît  trois  moyennes  proportionnelles  entre  a  & 
^ ,  on  en  prendroit  une  entre  a  &c  b  que  j'appellerai  m  ,  ce  qui 
donncroit  ::a  ytnyby  puis  on  en  prendroit  un  autre  /entre  a  &cm  y 
&  une  autre  n  entre  mSiL  b  y  &c  Ton  auroit  iiaylymyriyb. 

De  même  fi  Ton  demandoit  cinq  moyennes  proportionnelles 
entre  a  àcb  y  on  prendroit  une  moyenne  proportionnelle  m  entre 
a  èc  by  puis  deux  entre  a&i  mjÔc  deux  entre  mCcb. 

De  même  encore  fi  l'on  demandoit  fept  moyennes  proportion- 
nelles entre  ^>..Ôc  b. 

On  prendroit  une  moyenne  proportionnelle  m  y  puis  trois  en* 
ttc  a&L  Wy  6c  trois  entre  m  &l  b. 

Si  l'on  en  demandoit  p,  on  prendroit  w,  puis  quatre  moyen- 
ne entre  a  6c  m,  6c  quatre  entre  m6c  b  y  ce  qui  fe  fait  comme 
nous  l'enfeignerons  bientôt,  &  fi  l'on  en  demandoit  onze  y  on  en 
prendroit  cinq  entre  a  &  w,  &  cinq  entre  m  6c  b  y  &c.  de  forte 
que  quand  le  nombre  demandé  eft  impair  y  on  peut  toujours  ré- 
duire le  Problême  à  une  équation  beaucoup  inférieure  y  ce  qui 
ne  peut  fe  faire  quand  le  nombre  demandé  eft  pair. 

1 14.  Trouver  cjuatre  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes 
données  AB ,  CD  (  Fig.  p8.  ) 

Suppofant  la  chofe  faite  je  nomme  AB=^,  CD,  ^,  &  la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  a:  ,  la  progrelîion 

feradonc::^,  ;c  • -,^^  V%  ^J&i^ousaurons^  =  A  y  donc 

x^  =  a^b  ou  AT^  —  ^4^  =  o  y  qui  eft  une  équation  déterminée  du; 
cinquième  degré,  je  multiplie  cette  équation  par  x=^Oy  ce  qui 
donne  x^  —  a^bx  =  o  équation  du  fixiéme  degré. 

Pour  conftruirc  cette  équation ,  je  fuppofe  ayxvixyyj  donc  ay. 
t=xx  équation  à  la  parabole,  je  ntets  dans  x^ — a^L\=^o  trois^ 

Bbiij 
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fois  ay  au  lieu  de  ^^,  &  j'ai  aly^ — ^^^jc  =  o  ou^3— .^^a:=o; 
équation  à  la  première  parabole  cubique. 

Je  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  FS,FHfaifantentr'eI- 
les  une  angle  droit  ;  je  prens  fur  FS  la  partie  FP  =  /î  &  avec  FP. 
pris  pour  paramètre  ,  je  décris  au  tour  du  diamètre  FH  une  pa- 
rabole quarrée  FOR. 

Je  prens  fur  FH  la  partie  FM  =  Vab ,  &  avec  ce  paramètre 
je  décris  autour  du  diamètre  FS  une  paraboïe  cubique  FO V  , 
&  menant  du  point  O  où  elle  coupe  la  parabole  quarrée  une 
droite  ON  parallèle  à  FP,  cette  droite  ON  eftla  première  des 
moyennes  proportionnelles",  ainfî  les  autres  feront  faciles  à  trou- 
ver. 

Car  du  point  O  abbaiflant  une  perpendiculaire  OS  fur  FS  ; 
je  nomme  FS  =  a:  ,  SO  =^y  ;  donc  à  caufe  des  parallèles ,  FN 
=  OS  =y ,  6c  ON  =  FS  =  jc  5  or  par  la  propriété  de  la  para- 

a 

bole  quarrée ,  j'ai  ON  =  NF  x  FP  ^  donc  x^  =  ^ ,  fie  par  la  pro-- 

prieté  de  la  parabole  cubique  OS  =  FS  x  FM ,  donc  y^  ==  cAx  , 
&  multipliant  par  ay  j'ai  alyi=:^a^bx  j  &  mettant  au  lieu  de  ay 
fa  valeur  jc;c,  j  ai  jc^  =  a^i:jc ,  &  divifantparA:,  a:^  ==^+^  =  o  qui 
eft  réquation  propofée. 

Si  l'on  demandoit  fix  moyennes  proportionnelles  entre  a  6c 

^laprogreffion  feroit  ::^,^,  ^  ,  î-^  ,  JjT^y  Il>S^  ^  P^^ 

conféquent  on  auroit  -^  =  ^  ou  x^ — a^l?  =  o  ,  6c  multipliant  par 

X  on  auroit  jc^  —  a^bx=o  qui  eft  une  équation  déterminée  du 
huitième  degré,  ainfi  pour  laconftruireonferoit/i,  xiix^y^  ce 
qui  donneroit  ay=:^xx  équation  à  la  parabole  quarrée ,  6c  met- 
tant ay  au  lieu  de  xx  dans  x^  —  a^l?x=:  o ,  on  ^uvoit  a'^y^ — a^bx 
=  Oj  ou  j^^  —  a*^A:  =  o  équation  à  la  première  parabole  du  troî- 
fiéme  genre,  on  décriroit  donc  cette  parabole  en  déterminant 
y  6c  cherchant  x ,  après  quoi  conftruifant  la  parabole  quarrée  » 
le  point  d'interfeftion  de  ces  deux  courbes ,  donneroit  la  pre- 
mière des  fix  moyennes  proportionnelles,  6c  les  autres  feroient 
enfuite  faciles  à  trouver. 

Et  fi  on  demandoit  huit  moyenties  proportionnelles  ,  ou  dix 
ou  douze  ,  6cc.  on  réfoudroit  toujours  la  queftion  par  le  moyen 
d'une  parabole  quarrée ,  6c  d'une  première  parabole  du  quatrième 
genre  j  du  cinquième ,  du  fixiéme  j  6cc. 
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1 1  ^.  Le  fameux  Problême  de  la  duplication  du  cube  ,  dont 
autrefois  Toracle  embarafla  fi  fort  les  Grecs  fe  réfout  par  le 
moyen  de  deux  moyennes  proportionnelles  ;  foit  par  exemple 
le  cube  a^  dont  on  demande  de  trouver  un  cube  double  ;  ces 
cubes  feront  donc  comme  i  cfiaa  ^  ou  comme  a  qûsl  2a;  or 
ces  cubes  font  en  raifon  triplée  de  la  raifon  de  leur  côtés ,  ainfi 
que  Tenfeigne  la  Géométrie ,  dont  ils  font  entr'eux  comme  les 
deux  premiers  termes  d'une  progreffion  Géométrique  de  quatre 
termes,  dont  le  premier  feroit  ^  ,  &  le  quatrième  2a  ;  c'eft-à-dire 
comme  ^  eft  à  :v  en  fuppofant  que  le  fécond  terme  eft  x  ;  car 
par  la  nature  d'une  telle  progreffion  ::  a,  x  y  Zy  2a  y  on  ^  aS  y  x^ 
::ay2ai  mais  la  raifon  a^  yX^  eft  triplée  delà  raifon  a^  x ,  donc 
la  raifon  a,  2ay  eft  aufli  triplée  de  la  raifon  ay  Xy  &c  comme  a 
cft  le  côté  du  cube  donné  y  x  doit  être  par  conféquent  le 
côté  du  cube  que,  je  cherches  cela  pofé  je  nai  qu'à  prendre 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  a  Ôl  2a,  &  la  première 
de  ces  proportionnelles  fera==;c. 

116.  On  peut  auffi  par  le  moyen  de  deux  moyennes  propor- 
tionnelles trouver  un  cubé  égal  à  un  parallélépipède  donné  abc  y 
car  appellant^  le  côté  inconnu  du  cube  ,  on  aura^3  =  abc  y  ou 
y^ — abc=:Oy  qui  eft  une  équation  déterminée  du  troifiéme  de- 
gré ,  qu  on  conftruîra  y  de  même  que  nous  avons  fait  pour  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles. 

1 17*  Couper  un  arc  de  cercle  ABC  en  trots  parties  égales  (Fig, 

Suppofant  la  chofe  faîte ,  je  nomme  le  rayon  AO  ==  ^  =  i 
en  prenant  a  pour  lunité^  la  corde  AC=^,  la  corde  incon- 
nue AB  =BD  =  DC  =  2; ,  Ôc  je  mené  par  le  point  B  la  droite 
BP  parallèle  à  DO. 

hts  trois  triangles  ABO,  BDO,  DOC  font  ifofceles ,  fem- 
blables  &  égaux  ,  ce  qui  eft  évident;  les  triangles  ABO,  ABR 
font  encore  femblables  y  car  ils  ont  Tangle  ABR  &  le  c6té  AB 
communs ,  &  Pangle  AOB  égal  à  Tangle  BAR,  parce  que  l'an- 
gle AOB  étant  au  centre  vaut  l'arc  AB  ,  &  l'angle  BAC  étant  à 
la  circonférence ,  vaut  la  moitié  de  l'arc  BC  qu'il  embrafle ,  la- 
quelle moitié  eft  égale  à  l'arc  BD  égal  à  l'arc  BA  ;  donc  le  trian- 
gle ABR  eft  ifofcele ,  &  l'angle  ARB  eft  égal  à  l'angle  ABR  y 
&  le  côté  AR  égal  au  côté  AB  ;  mais  le  triangle  QDC  eft  égal 
au  triangle  RBA ,  donc  QDC  eft  auffi  ifofcele ,  &  l'on  a  QC 
s=CD,  &CQD  =  CDQ;  cnfm  les  triangles  ARB ,  BRP font 
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auffi  ifofceles  &  femblables  ,  car  l'angle  PRB  &  le  côté  RB 
font  communs ,  &  Tangle  BPR  eft  égal  à  Tangle  DQC  à  caufe 
des  parallèles  BP,  DQ ,  mais  DQC=ARB  à  caufe  de  Fégalité 
des  triangles  DQC ,  BRA  j  donc ,  &c*  cela  pofé. 
Les  triangles  femblables  AOB  ,  BAR  donnent  AO  ,  AB  :  : 

AB ,  BR ,  donc  i ,  z  :  :  z ,  ^  ^=  ^^  >  ^  ^^  triangles  fembla- 
bles BAR  ,  RBP  donnent  AB  ,  BR  :  :  BR,  RP ,  donc  2,  f 
::!%  ^^  =  ^J=PR;  or  QC  =  DC=^.  &  à  caufe  des  pa^ 

ralleles  égales  BP ,  DQ ,  on  a  PQ=BD  =  2 ,  donc  CP  =  2Z  i 
&  comme  en  ajoutant  au  refte  AP  de  la  corde  AC  la  partie  PR , 
on  auroit  encore  AR  =  AB=2  ;  il  s'enfuit  que  CQ-+-QP. 
-HPA  +  PR=32;maislacordeAG=*=CQ-H-QP-+-PA 

H-PR — PR=3z— Y^  donc  on  a  ^  =  32 — z^ y  ou  z^=^^z 
• —  ^,  ou  enfin ^3  —  ^z-^b=^o y  qui  eft  une  équation  détermi- 
née du  troifîéme  degré. 

Pour  la  conftruire  je  la  multiplie  par  2=0,  &  j'ai  z^  —  32* 
H-^2=  o,  je  fais  i  y  z:\Zy  ^,  donc  iy=zzz  y  équation  à  la  pa- 
rabole. 

Je  fubftitue  ly  au  lieu  de  22  dans  2"^-+-  32^4-^2=0,  &  j'ai 
yy'* —  3J/-H  ^2=0 ,  équation  à  la  parabole. 

J'ajoute  ces  deux  équations  à  la  parabole  y  &  ')2\yy  -H  22 — ^y 
•+-  Z'2  =  0 ,  équation  au  cercle. 

Je  retranche  la  première  parabole  de  la  féconde  y  &  j'ai  j)jy 
—  22 — 2y  -i-  ^2  =^  o ,  équation  à  Thyperbole  rapportée  à  fes  dia- 
jmetres ,  &c. 

Je  conftruis  la  première  équation  à  la  parabole  en  menant  deux 
droites  indéfinies  MH  ,  MS ,  qui  fe  coupent  à  angles  droits 
(F/g-.  100.) ,  6c  avec  un  paramètre  =  1  =^,  je  décris  autour  du 
diamètre  NS  une  parabole  TMQ,  puis  comparant  les  termes 
de  l'équation  au  cercle  avec  ceux  de  la  formule  générale  (  Chflp. 

IIL)  ,  jetrouven  =  o  y  m  =  e j  -î=i ,  2  =  2^=r,  t^== — ^ 
i^^aa'^^bb=ztt  \  c'eft  pourquoi  prolongeant  MH  de  Tautrc 
côté ,  je  prens  MZ  =  |  * ,  j'élève  en  Z  la  perpendiculaire  ZX 

c=  2^ ,  &  menant  XM,  le  triangle  redanglcXMZ  donne  XM 

= XZ  -+■  ZM ,  donc  XM  =  ^aa  h-  ^  ^A = tt.  Je  décris  donc  du 
centre  X  ôc  du  rayon  XM  un  cercle  qui  coupe  la  parabole  en 

trois 
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fontégkMXy  ce  qtii  donne  £I=ÂC^  ôc  que  les  triangles  £FL> 
EDA  font  égaux  &  FL  :=  AD. 

Je  nomme  la  corde  donnée  AF=*,  la  corde  inconnue  AB 
=  DH=x ,  la  corde  AC =EI:=  x ,  la  corde  AD  =FL  =  »> 
6c  la  corde  AE  =  i  ;  donc  AH=ADh-DH  =  «h-2  ,  AI 
=AE-+.EI=5-+-:v,  &AL=AF-hFL=^*-+-«.  Orlacor- 
de  AD  étant  la  corde  de  lare  ABCD  divifé  en  troîsparties  égales> 
&  la  corde  AB=:2  étant  la  corde  du  tiers  ,  il  s'enluit  par  la  pror 
pofition  précèdent  que  la  corde  AD  =ii=3x—  zî  /en  nom- 
mant le  rayon  du  cercle  =  i  =  a. 

Les  triangles  femblables  ABC ,  ACH  donnent  AB,  AC  :  :  AC> 
AH,  donc  z^  x::  X,  H^Zj  d'où  je  tire  xx  =  zti-+'  zz. 

Les  triangles  femblables  ACH,  ADI  donnent  AC,  AH:  : 
AD,  AI,  donc  XyU-^z::  H  y  j-+-;if,  d'où  je  tire  j*  H- ^x =111» 
^HZ  ,  &  mettant  la  valeur  uz-^zz  de  xxy  j'ai  sx^^uz^zz 

=  uu'+'UZi  donc  sx=uu — zz,  oc;c= 

Pour  avoir  une  autre  valeur  de  * ,  je  compare  les  triangles  fem- 
blables ABC  y  AEL  ,  ce  qui  donne  AB,  AC  :  :  AE,  AL,  donc 

ZyX'.i  s yb'-k^Uyài  *5 = z^ -+- HZ ,  donc ^if  =  — ^^Sî^ 

Je  compare  les  deux  valeurs  de  :c ,  &  j'ai  ^~^  =  î-i^*  ^ 

donclm — zz^zb-^uzy  &  mettant  au  lieu  de  tf  fa  valeur  32 
— z3  ^  &  au  lieu  de  uu  le  quarré  de  fa  valeur ,  je  trouve  pz*  —  6z^ 
-+-z^ — zz=ib:é-+-^z^ — z+  ,  ou  z^ — sz^^sz^ — Aza?=o  ,  ôc 
cette  équation  eft  déterminée  &  du  fîxiéme  degré. 

Pour  la  conftruire  je  la  divifa  par  z ,  ce  qui  donne  z^ — $z^ 
•+•  $z — b  =  o  ,  fie  l'équation  n  eft  plus  que  du  cinquième  degré  , 
je  fiippofe  I ,  z::z,  y  y  donc  zz  =3=  ly  ,  équation  à  la  parabole  ; 
je  mets  i^  au  lieu  de  fa  valeur  zz  dans  z^ — Jz5-|-jz — ^=0, 
6c  j'ai,  yyz— jryz-f-  yz— ^  ==0  qui  eft  une  équation  dont  je 
décris  la  courbe  en  donnant  ày  plufieurs  valeurs  fucceffiveei ,  Ôc 
cherchant  les  valeurs  correfpondantes  de  z. 

Je  mené  donc  deux  lignes  droites  AB,  CD  {Fig.  105.),  fiiî- 
iant  entr'elles  un  angle  droit,  le  point  C  eft  le  point  d'origine  des 
z ,  qui  fe  prendront  fur  CD ,  âc  faifant  (îicceflîvqment^ = o ,  jf 
'=Tôyy  =  rô>y==^ih9  *^c.  je  trouve  les  valeurs  correfpondan- 
tes de  z  qui  me  donnent  la  courbe  VRS  dont  la  droite  BA  eft  la- 
fymptote  ;  je  ne  décris  point  la  courbe  oppofée  parce  qu  elle  eft 
inutile  pour  la  folution  du  Problème. 

Ce 
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Je  çrens  fur  CD  la  partie  CP=  i  =^  &  autour  du  diamètre 
CB ,  je  décris  avec  le  paramètre  CP  une  parabole  CROH,  & 

})ar  les  points  R ,  O ,  où  la  courbe  coupe  la  parabole  ,  menant 
es  droites  RM,  ON  perpendiculaires  au  diamètre  CB ,  la  droite 
MR  eft  la  corde  qui  fbutient  la  cinquième  partie  de  l'arc  donné. 
-ABF  {Fig.  102O ,  &  la  droite  ON  eft  la  corde  qui  foutient  la  cin- 
quième partie  de  Tautre  arc  ATF* 

Car  du  point  R  (Fig.  103.)  menant  RL  perpendiculaire  fur 
CD,  6c  nommant CL=x>  &LR=j^,  on  a  par  la  propriété 

de  la  parabole  CL = RM = RL  x  CP  ,  donc  zz=^iyy&c  par  la 

"propriété  de  la  courbe  on  a  CL =2  =  -—^ — —  ou  yyz  —  syz 

-H  y  2 — b=^Oy  &  mettant  dans  cette  équation  au  lieu  de^  fa  va- 
leur xz,  nous  aurons  t^ — ^zS-^^z — ^=0,  &  multipliant  par 
z  y  nous  aurons  z^  —  Sz^-i^^z^ — bz  =  o  ^  qui  eft  Téquation  que 
nous  avions  à  conftruire. 

Si  la  corde  BF  {Fig.  102.)  étoit  égale  au  diamètre  du  cercle  j 
alors  les  deux  arcs  qu'elle  foutiendroit  de  part  &  d'autre  feroîent 
éjgaux  ,  &  par  conféquent  les  deux  racines  RM,  ON  (Fi^.  105.) 
feroient  égales ,  donc  les  points  R ,  O  tomberoient  l'un  fur  Tau- 
tre  ,  &  la  courbe  SROV  touchcroit  la  parabole  fans  la  couper. 

On  pourroit  à  peu  près  de  la  même  façon  trouver  une  équation 
que  Ion  conftruiroit  enfuitc  pour  divifer  un  arc  de  cercle  en fept 
parties ,  en  neuf,  en  onze ,  &c.  mais  comme  le  calcul  en  eft  ex^ 
tremen>ent  long ,  voici  une  méthode  facile  de  wouver  ces  équa^ 
tions. 

iip.  Il  peut  fe  faire  que  Tare  donné  foit  ou  n:K)indre  ou  plus, 
grand  que  la  demi-circonférence ,  ou  enfin  égal  ;  ôc  le  premier 
de  ces  cas  étant  refolu,  fera  comprendre  ce  qu'il  faut  faire  pour 
le  troifiéme^  après  quoi  nous  parlerons  du  fécond. 

Soit  donc  l'arc  ACDE  {Fig.  104.)  qu'on  veut  divifer  en  un 
nombre  quelconque  de  parties  égales,  comme  par  exemple  en 
trois ,  je  fuppofe  la  chofe  faite  ,  &  de  l'une  des  extrémités  A  de 
cet  arc,,  je  mené  un  diamètre  AO ,  &  du  point  O  les  cordes 
OC ,  OD ,  OE  entre  lefquelles  la  corde  OE  eft  connue  puif- 
•qu'elle  eft  la  corde  de  l'arc  OE,  complément  de  l'arc  AC  à  la 
.demi-circonférence.. 

Je  prolonge  OC  &  je  fais  AP= AO ,  je  prolonge  OD  &  je 
&is  CQ  =  CO ,  je  prolonge  OE  &  je  fais  DR = DO ,  enfin  da 
jpoint  C  je  mené  la  droite  CM  au  centre*. 
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trois  points  ,  par  lefquels  menant  des  perpendiculaires  fur  Taxe 
MS  y  les  deux  PO,  RQ  font  ies  vrayes  racines  de  Téquation  7fi 
—  ^z^^bz=£Oy  TV  eft  la  fauffe ,  &  la  quatrième  eft  zéro ,  par- 
ce que  le  cercle  coupe  la  parabole  en  M  qui  eft  Torigine  des  z. 

Car  pjr  le  centre  A  menant  le  diamètre  LF,  &  du  point  O  le 
perpendiculaire  EN,  je  nomme MN  =  2,  NO  =  y,  donc  OP 
«=KE=MN=2,  &EO=EN— NO  =  ZX— NO=2tf 
—y ,  &  enfin  PM=^  ON=j^.  Or  par  la  propriété  de  la  parabole 

OP  =PM  X  ^,  donc  z^=:iay=z\y  ^^  par  la  propriété  du  cer- 
cle E6=XF—XE, mais  XE=NMh-MZ===2-+-t*^  donc 
4aa— 4^-4-jjy =4^^-H  ^  hb — %z — bz — \  bb^  ce  qui  fe  réduit 
zyy^zz—^ay-\-bz=^o yOMyy^zz — ^y^bz^=^o  qui  eft 
Téquation  du  cercle.,  &  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 

Y  de  ly  j  nous  aurons  z^-^zz — ^zz^bz=^o  y  ou  2;+ — 3^^. 

^bz=oi  &  divifant  par  z  y  nous  aurons  z^^^^z-i-b:=o  qui 
éft  réquation  que  nous  avions  à  conftruire. 

Toute  corde  de  cercle  étant  également  foutcndante  du  petit 
arc  quelle  coupe  ,  ôc  du  grande  la  plus  petite  racine  OPdes  deux 
racines  vraies  ,  eft  la  corde  de  la  troifiéme  partie  du  petit  arc 
ABC  {Fig.  ^$.)y  ôc  Tautre  racine  RQ  eft  la  corde  de  la  troifiéme 
partie  du  grand  arc  ASC  ;  car  en  faifant  le  calcul  comme  ci- 
deflus  pour  cette  racine^,  nous  retrouverions  de  même  l'équa- 
tion 23-^  52;-+-^=  o^ 

Mais  comment  faudroit-il  opérer  pour  parvenir  à  cette  équa- 
tion y  fi  Ton  demandoit  de  divifer  le  plus  grand  arc  en  deux  par- 
ties égales  ?  Le  voici, 

Suppofant  la  chofe  faite  (F/^.  loi.)  ^  je  prolonge  le  rayon  BO 
en  S ,  &  le  rayon  DO  en  R ,  je  prolonge  la  corde  AC  en  Q  & 
je  fais  CQ=DC;  du  point  B  je  mené  une  droite  BI  parallèle 
à  DR  &  qui  rencontre  CA  prolongé  en  I.  cela  fait. 

1^.  Les  trois  triangles  AOB ,  BOD  y  DOC,  font  égaux  ifof- 
celés  &  fcmblables.i  2^.  Les  arcs  AB  y  CD  étant  égaux,  les  cor- 
des AC,  BD  entre  lefquelles  ils  font  compris  font  parallèles.  3®. 
Les  triangles  BOA  ,  BAS  font  femblables  ;  car  outre  l'angle 
ABS  &  le  côté  BA  qui  leur  font  communs ,  ils  ont  encore  l'an- 
gle BAOégal  à  Tangle  BSA ,  lequel  eu  égalàfon  alterne  SBD  ; 
qui  eft  égal  à  BAOi  donc  le  triangle  ABS  eft  ifofcele  &  AS 
«=AB. 

Cq 
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De  même  les  triangles  £15  ,  BAS  font  iemblables  ^  car  ovb- 
tre  le  côté  BS  ôc  l'angle  BSÂ  qui  leur  font  communs^ils  ont  enco- 
re  l'angle  BIS  égal  à  langle  SBA ,  parce  que  les  lignes  BI ,  DR 
étant  parallèles  j  langle  BIS  eft^al  à  l'angle  DRQ^  lequel  eft 
égal  à  fon  alterne  RDB=SB A,  donc  le  triangle  BIS  eftifofccle* 
Par  la  conftruftion  CQ  eft  égal  à  AB ,,  mais  nous  venons  de 
trouver  AS  =  AB ,  donc  CQ=  AS ,  &  ajoutant  départ  &  d'au-^ 
tre  la  partie  SC,  nous  aurons  AC  =  SQi  de  plus  u  eft  vifîble 
par  la  conftruélion  que  CS= AR ,  ajoutant  donc  de  part  6c  d  au- 
tre la  partie  RS  ,  on  aura  CR=AS  ,  donc  CR=BA,  mais 
IR  =  BD  ,  à  caufe  des  parallèles  IB,  RD/doac  QI=QG 
r*-CRH-ia=^3AB. 

Je  nomme  le  rayon  OB=5=  i  ,  la  corde  donnée  AC=^,  la 
corde  inconnue  BA=Zp  les  triangles  femblables  BOA  ^  BSA 
donnent  OB  ,  BA  :  :  BA,  BS ,  donc  i  yz:  :Zy  X2.=  BS*  De 
même  les  triangles  femblabîes  BAS,  BIS  donnent  AB,BS  :t 
BS ,  ÎS y  donc  ZyZziizZyZ^  =IS ,  mais  "ïQ  =  3^  >  ^  SQ 
=  AC=i*,  donc  IS=IQ—SQ  =  3x -*,  donc  x3  =  52—*^ 

êc  par  conféquent  on  a  x3  —  jz  -4-  ^  =  o  ,  qui  eft  la  même  équa- 
tion que  nous  avons  trouvée  ci-deflus. 

1 1 8.  Causer  un  src  de  cercle  ABCDEF  en^inq  parties  égaiei  ,  en 
fept  y  en  neuf  y  &c.  (Fig.  loa.) 

Supofant  la  chofe  faite  ,  je  mené  les  cinq  cordes  égales  AB  y 
BC,  CD„DE,EF,  &  les  cordes  AB,  AC^  AD,  AE,AF  ; 
je  prolonge  AD ,  &  du  point  C  avec  la  corde  Ad  prife  pour 
rayon ,  je  décris  un  arc  qui  coupe  AD  prolongé  en  H  ,  je  pro- 
longe  AE ,  &  je  &is  DI=  Ai)  ;  je  prolonge  AF  &  je  fiiis  EL. 
=  AE. 

Par  cette  conftruâion  les  quatre  triangles  ABC^CH^  ADI  > 
A£L  font  ifofceles  6c  femblabîes  y  à  caufe  que  l'angle  de  la  bafe 
eft  le  même  par  tout  i  de  plus  le  triangle  CDH  eft  égal  au  trian- 
gle ABC  ,  car  ils  ont  Fangle  DHG  égal  à  Tangle  BAC  ,  &  le 
côté  CH  ^gal  au  côté  AC ,  &  outre  cela  Tangle  CDH  étant 
fait  par  la  corde  DC  ôc  le  prolongement  de  la  corde  AD  vaut 
la  moitié  de  l'arc  DC,  plus  la  moitié  de  Tare  AFD ,  &  par  con- 
féquent il  vaut  la  moitié  de  lare  AFC ;  or  la  moitié  de  Tare  AFC 
eft  auffi  la  mcfure  de  langle  ABC ,  donc  Fangle  CDH  eft  égal 
à  Tangle  ABC  y  6c  les  deux  triangles  ABC  ^  CDH  font  égaux  , 
doncAB=DH. 

On  prouvera  d«  la  même  façon  que  les  triangles  ACD ,  DEI 
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pt^cëdem ,  6c  ainfi  des  autres.  On  trouvera  de  même  que  le  qua- 
trième rang  perpendiculaire  contient  d'abord  — 2 ,  ôc  enuiite 
les  puiflànces  négatives  de  x  avec  dçs  coef&ciens  qui  font  les 
£>înmes  fucceiTives  ides  coeificiens  du  rang  précédent,  6cc.  ainli 
fi  Ton  vouloiccominvec  cette  Table  on  auroit. 


Biametri 

52 

i*  corde  jc 

a* 

Jf»    —     2 

3 

Xi  «—   3» 

4 

»♦  —  4«»  -H  *     V 

S 

xi  —   ;jb3  -+.  $x 

/ 

6 

;^    —    (J*4    -J«    ^x»  — 

2 

7 

x7  —   7*ï  -+-1^x1 

7* 

S 

ac«  — .   8»*  -h  20**  — 

i5**-+- 

a 

9 

X9    — .    ^X7    -4-27** 

30*î-H 

px 

10 

**°— -10*'  -4-3;*^-— 

yo**-H 

2^;^?* —   2 

11 

*"  —  IlJf^  •+-44*^  — 

77*»-*- 

yy^cJ  — ii;c 

X2 

«"  —  1 2*»° -h  Ç  4*8 — 

ii2**-f-  : 

i.o;jc+— Stfx 

&  sdnfi  de  fuite  à  l'infini  y  ce  qui  peut  abréger  beaucoup  de  cal- 
cul i  car  par  exemple  fi  Ton  demande  de  divifer  un  arc  moindre 
que  la  demi-circonférence  en  onse  parties  égales ,  je  preas  Tex-* 
prellion  *" —  i  i;c^  -+-44x7 — 77*^-*-  y  j*3  —  i  ix  de  la  onziè- 
me corde  ;  &  comme  cette  corde  eit  alors  connue  &  fe  nomme 
à  à  caufè  qu'elle  eft  la  dernière ,  ;'ai  touc  d'un  coup  l'équadon 
déterminée  x^^  —  1 1  jc3  H-  ^^x^ — 77*^ ■+- f  yy3  —  1 1 ji? a?:»  ^  ^  6c 
il  ne  s'agit  plus  que  d'en  faire  la  conftruâion. 

Si  l'arc  que  Ton  veutdivifer  en  parties  égales  eft  égal  à  la  demi* 
circonférence  >  il  eft  évident  que  la  corde  connue,  c'cft-à-dire  la 
corde  qui  foutient  le  complément  de  l'arc  donné  à  la  demi-cir* 
conférence  eft  zéro  ;  par  exemple  la  corde  OE  (Fi^.j  04.)  devient 
«ero  lorfque  l'arc  AE  vaut  la  dcmi-circonférence>  c  eft  pourquoi /i 
l'on  veutdivifer  une  demi-circonférence  en  un  nombre  de  parties 
comme  y  ,  il  n'y  a  qu'à  prendre  rexpreflion  x^  —  Jat^  -t-  y;^ ,  fie 
la  faifant  égale  a  zéro ,  on  aura  l'égalité  x^ —  ç;cî  H-  y x  ==  o,  la^ 
quelle  étant  conftruite  donnera  la  valeur  de  la  corde  x^àc  en  ce 
cas<i  Téquation  pourrok  fe  rabaiifer  en  la  divifant  par  x ,  ce  qui 
jCn  rendroit  la  conftruâion  bien  plus  facile.. 

l^ous  allon&  voir  maintenant  que  les  çxpreillons  des  fordeit 
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que  nous  venons  de  donner  font  les  mêmes  lorfque  l'arc  que  iW 
doit  divifer  eft  plus  grand  que  la  demi-circonférericc ,  &  qu'il  n'y 
a  de  différence  finon  que  dans  l'équation  que  Ton  fait  de  Pexprcf- 
fion  de  la  dernière  corde  avec  fa  valeur  connue ,  la  grandeur  b  du 
fécond  membre  doit  avoir  le  figne —  ;  car  par  exemple  au  lieu  de 
faire x3  —  ^x  =i  ^xl  faut  x^  —  3x=z  —  b lorfque  l'arc  eft  plus 
grand  que  la  demi-circonférence. 

Soit  donc  lare  AFI  (  Fig.  107.  )  qu'il  faut  divifer  en  fept  par- 
ties égales,  je  tire  un  diamètre  AF,  puis  fuppofant  la  divifîon 
faite  ^  je  mené  du  point  F  des  cordes  FB ,  FC ,  FD ,  &c.  à  tous 
les  points  de  divifîon ,  la  derniers  corde  FI  étant  la  corde  de 
lare  FI  qui  eft  l'excès  de  Tare  donné  AFI  au-deffus  de  la  demi- 
circonférence  eft  par  conféquent  connue. 

Je  prolonge  les  cordes  ,  FC ,  FD ,  FE  qui  vont  aboutir 
aux  points  qui  font  fur  la  demi-circonférence  ABF  ,  &  je  fais^ 
BP=BF,  CQ==:CF  ,DR=DF,  enfin  je  mené  BV,  les  trian- 
gles BVF,  BFP ,  CQF  ,  DRF  feront  femblables;  ainfi nom- 
mant le  rayon  B V  =  i ,  &  là  première  corde  BF  =  ^ ,  les  ex- 
preflîons  des  cordes  BF,  CF,  DF,  EFfont  Xy  xx — 2 ,x3 — 5^, 
x^  —  4x^  -+■  2  ,  comme  on  a  vu  ci-deffus. 

Pour  trouver  Texpreflion  de  la  corde  GF ,  je  prolonge  la  cor- 
de GF ,  je  fais  ES  =  EF ,  &  je  mené  la  corde  GE  ^  le  triangle 
GES  eft  égal  &  femblable  au  triangle  FED  ;  car  l'angle  SGE 
eft  égal  à  l'angle  EDF  à  caufe  que  ces  deux  angles  font  à  la 
circonférence  &  embraffent  un  même  arc  FE  ,  le  côté  ES  eft 
égal  au  côté  FE  par  la  conftruûion ,  &  de  plus  l'angle  GSE  eft 
égal  à  langle  EFD ,  ce  que  je  prouve  ainfî  ;  l'angle  FSE  eft  égal 
à  l'angle  EFS  à  caufe  dutriangle  ifofcele  FES  ;  mais  l'angle 
EFS  étant  fait  par  la  corde  EF  &  par  le  prolongement  *de  la 
corde  GF  vaut  la  moitié  de  l'arc  FE  plus  la  moitié  de  lare  GF , 
&  par  conféquent  il  vaut  la  moitié  de  l'arc  GE ,  donc  GSE  vaut 
aum  la  moitié  de  l'arc  GE ,  mais  Parc  GE  eft  égal  à  Tare  ED 
par  la  conftrudion ,  &  Tangle  EFD  vaut  la  moitié  de  cet  art , 
donc  l'angle  GSE  eft  égal  à.  Pangle  EFD  &  les  deux  triangles 
SGE,  FED  font  femblables  &  égaux,  ainfi  GS  =FD  &  FS 
=  GS  — GF  =  FD— GF;  c'eft-à-dire  FS  eft  la  différence  des 
deux  cordes  FD,  GF ,  cela  pofé. 

..  Xes  triangles  îfofeeles  BVF  ,  EFS  étant  femblables ,  on  a 
BV ,  BF  :  :  FE ,  FS  où  le  rayon  VB  eft  à  la  première  corde  FB, 
^mwe  la  corde  EF  eftàla  différence  des  deux  cordes  voifmes 

FD 
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Les  triangles  ifofcelcs  OAP ,  OCQ ,  ODR  font  femblables 
cntt'cux ,  &  au  triangle  ifofcele  CMO ,  ce  qui  eft  facile  à  prou- 
ver ^  à  caufe  que  l'angle  fur  la  bafe  eft  le  même  par  tout  ;  de  plus 
on  prouvera  aufli  de  même  que  nous  avons  fait  ci-defTus  que  le 
triangle  QCD  eft  égal  au  triangle  ACO,  ce  qui  donne  DQ 
= AQ,  &  que  le  triangle  DRË  eft  égal  au  triangle  DCO ,  ce 
qui  donne  ER  =  CO. 

Les  triangles  femblables  CMO,  QCO  >  donnent  CM^CO 
:  :  CO ,  OQ ,  &  comme,  DQ  eft  égal  à  AO  ,  nous  avons  CM , 
CO  :  :  CO  ,  OD-+-AO  ,  ceft-à-dire  que  la  corde  CO  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  &  la  fomme 
OD-+-AOdes  deux  cordes  voifînes» 

De  même  les  triangles  femblables  CMO ,  RDO  donnent 
CM,CO::DO,OR;maisER=CO,doncCM,CO::DO, 
OE  -+-  CO  y  c'eft-à-dire  le  rayon  du  cercle  eft  à  la  corde  OC ,  qui 
aboutit  à  la  première  divifion  de  Tare  donné,  comme  la  corde 
DO  eft  à  la  fomme  des  deux  cordes  voifmes  OE ,  CO ,  &  com- 
me cela  arrivera  toujours  quelque  grand  que  foit  le  nombre  de 
divifîons  de  Tare  donné  ;  nous  allons  en  tirer  une  méthode  faci- 
le de  trouver  les  équations  correfpondantes  à  toutes  ces  divifîons» 

Je  nomme  le  rayon  CM= a  =  i,le  diamètre  AO  =  2,1a  cor- 
de inconnue  CO  =  :c  &  la  corde  donnée  OE  =  3 ,  puis  donc 
que  CM,  CO  :  :  CO ,  OQ ,  nous  avons  i ,  x:  :  x^xx=  OQ ,  6c 
comme  DQ = AO= 2  >  il  s'enfuit  que  OD  =  OQ— DQ=xa: 
—  2. 

De  même  puifque  CM ,  CO  :  :  DO ,  OR  donc  lyXii  xx — 2  , 
;v3— 2*=OR,  or  ER=CO=x,donc  OE  =  OR  — ER 
xZ — 2JC — x=jc3 — 3;c,  mais  OE=^  donc  a:^ — 3^==^,  ou 
Af3  —  3^:  — ^=0, ainfî il  ne refte  plus  qu^à  conftruîre  cette  équa- 
rion  x^  —  3JC — ^  =  0,  &le Problême  fera refolu. 

Où  il  eft  bon  de  remarquer  que  l'équation  xi  —  3  jc  — ^  3=o  dif^ 
fere  de  l'équation z3  — 32; -^-^=50,  que  nous  avons  trouvée  ci- 
deiTus  (M  117.)  en  ce  que  le  dernier  terme  n^a  pas  le  même  fi- 
gne ,  &  la  raifon  en  eft  que  l'inconnue  que  nous  aevoris  chercher 
ici  eft  la  corde  OC  >  au  Ueu  que  l'inconnue  que  nous  cherchions 
alors  étoit  la  corde  AC* 

^Si  l'arc  devoit  être  divifé  en  un  plus  grand  nombre  de  parties  ^ 

comme  par  exemple  en  7  {¥ig.  loj.) ,  on  auroit  d'abord  OB,  BI 

:  :  BI ,  ri ,  donc  ly  xwxyxx  =IP ,  &  à  caufe  de  CP=ï=  AI 

.i=  2 ,  on  auroit  CI  ==^x — 2 ,  enfuite  OB ,  BI  :  :  CjL  IQ  ,  donc 

Cciij 
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I,  x::xx — 2,  ^3  — 2AP==IQ,  &  à  caufe  de  DQ=BI=:jri 
on  auroit  ID  =  IQ — BI= *3  —5;^ ,  de  même  OB ,  BI  :  :  ID , 
IR  donc  I ,  a? :  :  x^ — 5*,*^— 3:1?*  =  IR&à  caufe  deER  =  CI 
^:=xx — 2  y  on  auroit  lE  =  IR — ER  ==  x^ —  5  x^ — xx^2=x^ 

—  -^^4-2,  demêmeOB^BI  :  :  El,  ÎS  donc  i,*::*^ — 4^* 
-+-2,*^  — 4*3-H2*=SI,&àcaufedeSF  =  DI=:*3— 3jr, 
on  auroit IF=IS — SF=:jc^— 4*34-2:^ — ;c3-+-5jc=x^ — ^x^ 
•+-y^  ,  dcrméme  encore  OB,  BI  :  :  FI ,  IV,  donc  i ,  x::x^ 

—  JA:3H-yx,Af^— y;tf4H-yjc*=IV  ,  &  à  caufe  de  VG==5EI 
=  x+ — 4**'+-2,  on  aur3lG=IV — VG==:v^ — yjc^-f-yjv* 
— jir4-|-^x--2  =  *^— tfx^-h^**— 2;  enfin  OB,  BI::IG, 

^IX  ,  donc  i  j  x::  x^ —  tfjc^H-pje*— ^  2  j  x^  —  6x^  -Hp*3  ~  2x 
=IX,  &  à  caufe  dcXH=FI=A:^ — S^^^S^^  on  aura  IH 
=x7 — tfxy-f-pAr3  —  2X — *^-+-yjc3 — ^x=x7  —  jx^  H-  14:^5 

—  7JC,  mais  IH  étant  la  corde  connue  eft=^,  donc  x'^ — jx^ 
H-  14:^3  —  7^=^,  &  il  ne  s'agit  plus  que  de  conftruire  cette 
équation. 

Les  exprelfions  des  cordes  BI,  CIj  DI,  &c.  font  donc 

BI=a: 

CI  =  jc;c— .2 

DI  =  a:3  — 3a: 

EI=jc4 — ^x^^  2 

FI  =x^  — ;^34-  ^x 

HI  =  JC^  — 7x^-4-  14^:3  —  7:c 

Or  pour  peu  qu'on  y  fafTe  attention  on  pourra  continuer  cette 
Table  à  l'infini  ;  car  le  premier  rang  perpendiculaire  contient  les 
puiffances  pofîdves  de  jc,  qui  n'ont  a  autre  coefficient  que  l'uni- 
té :  le  premier  terme  du  fécond  rang  perpendiculaire  ne  con- 
tient que  —  2 ,  &  les  fuivans  contiennent  les  puiffances  négati- 
ves de  X ,  &  leurs  coefficiens  font  les  nombres  nararels  3,4, 
J ,  5 ,  &c.  qui  viennent  après  le  nombre  2  ;  le  troifîéme  rang 
perpendiculaire  contient  -+-  2  dans  fon  premier  terme  ,  &  en- 
fuite  les  puiffances  pofitivesde  jr,  &  leurs  coefficiens  font  les 
femmes  lucceffives  des  coeffiiciens  du  rang  précédent  ;  par  exem- 
ple ,  le  coefficient  y  eft  la  fomme  des  coefficiens  2  ^  j ,  des  deux 
premiers  termes  du  rang  précédent;  le  coefficient  p  eft  la  fom- 
me des  coefficiens  2,5,4,  des  trois  premiers  termes  du  rang 
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FD,  FG  ;  ainfi  quand  les  cordes  voîfines  font  Tune  du  côté  de 
la  demi-circonférence  ,  &  Tautre  de  lautre  côté  ,  alors  on  n a 
plus  comme  auparavant:  le  rayon  eft  à  la  première  FB  comme 
une  corde  CF  a  la  fomme  des  cordes  voifmes  de  CF ,  mais 
on  a  :  le  rayon  eft  à  la  première  corde  comme  la  corde  FE  à 
la  différence  FS  des  cordes  voifines  de  FE. 

Et  pour  montrer  que  la  même  chofe  arrivera  toujours  à  Tégard 
des  cordes  HF ,  FE  voifines  de  GF ,  du  centre  G  &  de  Pinter- 
valc  GF ,  je  décris  un  arc  qui  coupe  la  ccJrde  HF  au  point  O  ôc 
je  mené  la  droite  GO  ;  le  triangle  GOH  eft  égal  &  femblable  au 
triangle  GEF  ;  car  par  la  conftruQiion  le  côté  HG  eft  égal  au 
côté  GE ,  le  côté  GO  au  côté  GF ,  &  Tan^le  GHO  ou  GHF. 
égal  à  Tangle  GEF  à  caufe  que  ces  deux  angles  font  à  la  circon- 
férence &  cmbraffent  un  même  arc ,  donc  OH  =  FE  ;  or  les 
triangles  femblables  BVF,  GFO  donnent  VB,BF  ::GF,FO 
=p  FH  —  FE ,  donc  :  comme  le  rayon  eft  à  la  première  corde  y 
ainfi  la  corde  GF  eft  à  la  différence  des  cordes  voifines  HF  y 

FE.  ' 

Comme  les  cordes  GF ,  IF  voifines  de  HF  font  d'un  même 
côté  nous  retrouverons  :  comme  le  rayon  eft  à  la  corde  FB, 
ainfi  la  corde  FH  eft  à  la  fomme  de  (ts  voifines  ;  car  prolon- 
geant FI  ,  &  faifant  HZ  =  HF  le  triangle  HZI  eft  égal  au 
triangle  HFG  à  caufe  du  côté  HZ  égal  au  côté  HF ,  du  côté 
HI  é^al  au  côté  HG  ôc  de  fangle  HZI  égal  à  Tangle  HFZ 
égal  a  Tangle  GFH  ,  donc  ZI  =  GF  ;  or  les  triangles  ifofceles 
femblables  BVF  ,  FHZ  donnent  BV  ,  FB:  :  HF,  FZ  =  FI 
-i-  IZ==FI-hGF  j  donc  :  le  rayon  eft  à  la  première  corde  BF, 
comme  HF  eft  à  la  fomme  de  fes  voifines. 

Pour  trouver  donc  les  expreflSons  des  cordes,  GF ,  FH,  Fl> 
nous  avons  trouvé  BV,  BF  :  :  EF ,  FS  ôc  FS=  FD  — GF , 
donc  I ,  ^  :  :  EF,  FD  —  GF,  6c  par  conféquent  a:  x  EF=FD 
—  GF ,  &  retranchant  FD  de  part  ôc  d'autre  nous  avons  x  x  EF. 
— ^^FD  =  —  GF,ôc  mettant  les  valeurs  de  EF,  FDnous  au- 
rons ^^ —  4X3-I-.2JC  —  x^'^^x  ou  a:^-^  ja:3h- y^=: — GF 
qui  eft  la  même  expreffion  que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  pour 
la  cinquième  corde  ;  mais  nous  trouvons  ici  que  cette  cxpreflîon 
au  lieu  d'être  =  GF  eft  =  —  GF,  c'eft  pourquoi  fi  cette  corde 
étoit  la  dernière  corde  de  Tare  donné,  &  quelle  fut  par  confé- 
quent  ==  i,  on  auroit  ;vJ— j;c3^-yAr=  — iau  lieu  que  lorfque 
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l'arc  donné  eft  moindre  que  la  demi-cîrconférencc  on  a«^ — ^x^ 

De  même  nous  avons  trouvé  BV,  BF  :  :  GF ,  FO  ôc  FQ 
=  FH— FE,doncBV,BF::GF,FH--FEou  — BV,— BF 
::— GF,  — FH  +  FE,donc— I— ^::— GF,— FH-hFE^ 

&  par  conféquent=i^^i=— FHH-FEouZIi^^ 

=  —  FH,  &  mettant  les  valeurs  de—GF  &  de — FE  nous 
aurons  x^  —  ^x'^^^x^  —  x^-^^x- — 2  oux^ — tfx^-t-pjc* — a 
= — FH,  &  cette  expreffion  eft  la  même  que  nous  avons  trou- 
vée  pour  la  fixiéme  corde  lorfque  Tare  donné  eft  moindre  que 
la  demi -circonférence  ,  mais  au  lieu  d'être  égale  à  FH ,  nous 
la  trouvons  égale  à  —  FH ,  &  par  conféquent  fi  FH  étoit  la  der- 
nière corde  de  lare  donné  on  auroLt;^^ —  5x^-|-px* —  2  = 

Enfin  nous  avons  trouvé  BV ,  BF  :  :  HF ,  FZ ,  mais  FZ  =  FI 
•+-GF,doncBV,BF::FH,FI-HGF,donci>x::FH,FI 

H-FG  ou— i-^;^::— FH,~FI— FG,d6nc~"Jl7™=: 

—  FI— FG  ou ~*2.7™ -+-  FG  =— FI ,  &  mettant  les  va- 
leurs de  —  FH  &  -h  FG  nous  aurons  x^  —  6x^  ^yx^  —  2X 
>— a:^-+-5:*3 — 5JCOUJC7 — jx^-i^i^^ — 7:»=— FI  ,  &  cette 
valeur  eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  pour  la  fcptiéme  cor- 
tie  lorfque  Tare  eft  moindre  que  la  demi  -  circonférence  ,  mais 
au  lieu  d'être  égale  à  FI  elle  eft  égale  à —  FI,  ainfi  FI  étant  la 
dernière  corde  on  a  x'' — 7:^^  H-  14^3  —  7:1?  = — ^, 

Les  exprefiions  que  nous  avons  données  ci-deflus  pour  les  cor- 
des fervent  donc  également  pour  les  cordes  d'un  arc  donné 
moindre  que  la  demi-circonférence  &  pour  celles  d'un  arc  plus 
grand  que  la  demi-circonférence ,  ôc  il  n'y  a  fimplement  à  ob- 
lerver  qu'à  mettre  — b  dans  Péquation  de  la  dernière  lorfque  l'arc 
eft  plus  grand  que  la  demi  -  circonférence  ,  &  -t-^  lorfquil  eft 
moindre.. 

1 20.  Injcrire  dans  nn  cercle  donné  un  polygone  régulier  de^j  y  cSté^, 
de pj  de  II,  &c. 

La  folution  de  ce  Problême  n  eft  qu'une  fuite  de  celle  du  Pro-' 
blême  précédent;  car  il  eft  vifible  que  fi  l'on  demande  par  exem- 
ple un  polygone  de  fept  côtés ,  il  n'y  a  qu'à  couper  un  arc  égal 
à  la  demi-circonférence  en  fept  parties  égales,6c  la  corde  quifou- 
'tiendra  deux  de  ces^parties  fera  le  côté  du  polygone  demandé; 
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niaîs  voici  une  méthode  encore  plus  courte  &  qui  donne  des  équa- 
tions plus  faciles  à  conftruire  que  celles  que  nous  avons  trouvées 
pour  la  divifion  d'un  arc  en  fes  parties  ;  je  fuppofe  que  Ton  ne  de- 
mande que  les  polygones  impairs^carles  polygones  pairs  peuvent 
s'infcrire  aifëment,du  moins  ceux  qui  ne  furpaffent  pas  douze  côtés, 
^  quant  à  ceux  qui  font  au-deffus  de  douze  côtés,  il  n  y  a  parmi  les 
pairs  que  ceux  qui  font  doubles  quadruples ,  &c.  des  polygones 
impairs  j ,  y,  7 ,  &c.  qui  foufirent  quelque  difficulté ,  &  cette  dif- 
Hculté  fo  trouve  réfolue  lorfqu  on  fçait  infcrire  les  polygones  im- 
pairs dont  ils  font  le  double  ou  quadruple,  &c.  puifquil  n*ya 
qu'à  prendre  la  moitié  ou  le  quart,  &c*  de  lare  du  polygone 
impair  pour  avoir  Tare  du  polygone  multiple. 

Soit  donc  le  cercle  ABCD  (  Fig.  106.  )  dans  lequel  on  propofo 
d 'infcrire  un  polygone  régulier  de  cinq  côtés  ;  je  tire  le  diamètre 
AF^  &  je  divife  la  demi  -  circonférence  ABF  en  cinq  parties 
égales  j  &  comme  lare  ACF  étant  égal  à  la  demi-circonférence 
n'a  point  de  complément  à  la  demi-circonférence ,  &  que  par 
confëquentla  cinquième  corde  que  nous  avons  nommé  ci-deflus 
i  eft  zéro ,  je  prens  dans  la  table  des  cordes  Texpreffion  x^ — y  a:3 
H-y:cde  la  cinquième  corde,  &  j'ai  x^ — *5^3-t- ja?=o  ou  x^ 

—  J  Jf*  -+-  î  =  o  ;  or  le  rayon  AO  étant  =  i ,  ôcla  première  corde 
FB= *  ,  la  féconde  FC=jtfx — 2,  fînous  appelions  cette  féconde 
corde z  nous  aurons  z  =  xx'^2  ou  2 -H  2  =  jr jc  j  &  mettant  cet* 
te  valeur  de  jc*  dans  x^ —  $x^  -4-  y  ==  o  nous  aurons  2*  -+-  42  -h  4 

—  $z  —  I  o  -+-  j  =  o,  ou  2* — z  — 1  =  0^  qui  eft  une  équation  dé- 
terminée dans  laquelle  z  marque  la  corde  FC  qui  termine  l'arc 
AC  cinquième  partie  de  la  circonférence. 

De  même  fi  on  vouloir  un  polygone  de  fcpt  côtés ,  nous  fup- 
poforions  la  demi-circonférence  divifée  en  (ept  parties  égales  ; 
ainfi  par  la  table  ci-defius ,  la  feptiéme  corde  feroit  x'^ — 7xr^-+- 1  ^i 

—  7Ar=o,&divifant  par  a?>a?^ — yjc^-f- 14^*  —  7Ar=o,or  la 
première  corde  étant  ;c,  &  la  féconde  xx — 2  >  appellant  cette 
fcconde  z  nous  aurions  de  même  que  ci-defFus  2-H2  =  x^,  ôc 
mettant  cette  valeur  de  xx  dans  jc^— 7jc^-+-14«* —  7^=:c,nous 
aurions  ^3-+-  6z^  -V  122  -+-8  —  72*  —  282  —  28  -H  14^  -+-  28 
— 7=0  ou2;3— z» — 22-4»  1  =0  qui  eft  une  équation  déter- 
minée ovLZ  marqueroit  la  corde  qui  termineroit  la  feptiéme  partie 
de  la  circonférence  >  &  de  la  même  façon  on  trouvera  que  les 
équations  pour  tous  les  polygones  impairs  font  les  fuivante^ 
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Pour  3  côtés :e      — -i 

Pour  5  «2    —  2    —  » 

Pour  7«î—  z2  —  22-4-1 

Pour  9  «4    — 2? — ^z^-hiz    -4-    i 

Pour  II  Zf     —  Z*-— 42  3  -f- }2»  -f-     3«     ...     X 

Pour  13  Z^      _2J  —5^4-4-423  -4-     ^22—     32     .^     I 

PoUriÇ  «7      2*  <2^  -f-52*  -♦-  102*  ^2*  4«     +     I 

Pour  17  2*    —27 — 72^  H- 62^ -f- 152**— 102 î  —  1022 -f-   42    Mt    X 

Pouri5>  2*    — 2* — 827 -4-7t< -4-X12J  —  iça4_.202î -f- 102* -f-   52    — r 

Pour»!  2lO_2P  ^;jS  -H8«7  -H  282^  1X2^  3J2*-f-102*  -+-1^2*— f«— 1 

•&  aînfi  de  fuite ,  ce  que  Ton  pourra  continuer  à  l'infini  en  faifent 
les  obfervations  que  nous  avons  faites  ci-defius  à  Tégard  de  la 
divifion  des  arcs. 

Pour  appliquer  ceci  à  un  exemple ,  fuppofons  qu'on  demande 

d'infcrîre  une  Figure  régulière  de  treize  côtés  dans  un  cercle 

donné,  je  prens  Téquation  z^ — z^  —  jx^-+-4i3-f.6i* — 32 — i 

J       =:  o  qui  eft  l'équation  de  ce  polygone  ,  je  fuppofe  =1  yZ::Zy 

y  y  ,donc  iy=^zz  équation  à  la  parabole. 

Je  mets  au  lieu  de  zz  fa  valeur^  dans  l'équation ,  &  j*aij'5 
►— ^*2  —  Syy  -+-  4:zy  ^  6y  —  32^—  i  =  o ,  d'où  je  tire  z 

>*  —  4>  -f-  3     • 

Je  conftruis  la  courbe  de  cette  équation  en  donnant  fucceflîve- 
ment  plufîeurs  valeurs  zy^àc  cherchant  celle  de  2,  &  je  trouve  une 
première  courbe  SRT  ,  donc  le  fommet  R  eft  éloigné  d'un  tiers 
du  rayon  du  cercle  donné  du  point  d'origine  O  ;  (  je  prens  les  z 
fur  OD ,  les — z  fur  OC  ,  les  -h^  font  parallèles  à  BO  &  font 
de  ce  côté,  &  les — y  font  parallèles  à  AO)  ;  après  quoi  cette 
courbe  pafTe  d'un  côté  dans  l'ange  COA  en  s'éloignant  de  la 
droite  AO,  &  de  l'autre  traverfant  Fanglc  COB,  elle  paffe  dans 
l'angle  BOD  où  elle  a  pour  afymptote  une  ligne  VX  parallèle 
à  CD  &  qui  eft  éloignée  de  CD  de  la  grandeur  OY  =  l,  l'unité 
eft  le  rayon  du  cercle  donné. 

Au-delà  de  l'afymptotc  VX  je  trouve  une  autre  courbe  ZP 
qui  a  auflî  VX  pour  afymptote ,  &  qui  s'éloignant  de  VX  de 
l'autre  côté  paffe  dans  l'angle  BYX  où  elle  a  une  autre  afymptote 
que  je  n'ai  pas  marquée  dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller  ôc 
qui  eft  parallèle  à  CD  &  diftante  de  i  du  rayon  du  cercle  &  un  peu 
plu: ,  enfin  j'en  décris  une  troifiéme  EQ  qui  a  pour  afymptote 
du  côté  de  E  rafymptotc  de  la  précédente ,  &  qui  après  avoir 
j)affc  au-delà  de  Q  le  replie  vers  M  fans  toucher  jamais  la  droite 
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MN  parallèle  à  CO  ôc  diftante  de  trois  fois  le  rayon  du  cercle  > 
je  n  ai  pas  marqué  le  retour  de  R  vers  M^  parce  qu'il  eft  inutile 
prcfcntcment. 

Cette  courbe  aînfi  décrite ,  je  décris  autour  du  diamettre  OB 
une  parabole  MON  avec  un  paramètre  égal  au  rayon  du  cercle 
donné ,  &  des  points  où  cette  parabole  coupe  les  courbes  me* 
nantdes  perpendiculaires  fur  ion  axe  les  perpendiculaires  QI^ 
PL ^HK font  les  trois  racines  vrayes  de  l'équation  z^ — ^^,&c. 
&  celles  qui  font  de  l'autre  côté  font  les  fauiïes. 

Car  du  point  Q  menant  QS  perpendiculaire  fur  OD ,  je  nom- 
me OS =2  ,  SQ==j^  6c  le  paramètre  de  la  parabole  =  i  à  caufe 
qu'il  eft  égal  au  rayon  du  cercle  donné  ;  ot  par  la  propriété  de 

la  parabole  on  a  OS  ou  IQ  =  QS  x  i  ou  lO  x  i ,  donc  zz=^iy, 
&  par  la  propriété  des  deux  courbes  on  a  OS  =  2;  =  ^  "7^  JT'^ 
ou  ^3— .j^^-f-5y — i=zy^z — i^z-^ ^^  ^  OU  enfin  j^ 3 — y^z 
^—Syy^iy^^^y — 3^ — i=o,  ôc  mettant  dans  ceitte  équa- 
tion au  lieu  de^  fa  valeur  zzy  nous  aurons  z^  —  z^  —  sz'^'+'^z^ 
rh6zz — 32 — 1=0  qui  eft  Péquation  du  polygone  demandé. 
Je  décris  donc  le  cercle  acb  avec  le  rayon  donné ,  6c  tirant  le 
diamètre  ab  je  prens  la  plus  grande  racine  pofitive  QI ,  6c  la 

Î)ortant  de  b  en  c  l'arc  ac  eft  la  treizième  partie  de  la  circon* 
érence  ^  après  quoi  le  polygone  demandé  eft  facile  à  dé-: 
crire. 

Mais  à  quoi  fervent  les  autres  racines  vrayes  PL,  KH ,  8c  les 
trois  fauffes  f  le  voici,  du  point  d'originel  dans  le  cercle  je  mené 
les  cordes  bc^bd^be  y  bfy  6c c.  6c  je  dis  que  les  vrayes  racines  QI, 
PL,  KHfont  les  valeurs  des  cordes  impaires  bc^be^  bg^  &c  que* 
les  racines  fàufles  EN,  ZGj  aT  font  les  valeurs  des  cordes  pai- 
res bd ,  bfybh,  ce  que  je  prouve  ainfh 

Si  nous  divifons  la  circonférence  entière  d'un  cercle  ABCD 
{Fig.  108.)  en  un  nombre  impair  de  parties  égales,  pat  exem-- 
pie  en  ij^enforte  que  la  première  (oit  Parc  AB,  6c  qu'ayant 
mené  du  point  A  le  diamètre  AC  qui  coupe  l'arc  oppofé  LI  en 
deux  également ,  nous  tirions  du  point  C  les  cordes  CE ,  CE  ^ 
CF,  CG,  6cc.  la  fomme  des  cordes  impaires  CB,  CF,  CH, 
CL,  CN ,  CR  fera  égale  à  la  fomme  des  cordes  paires  CE ,  CG , 
CI,  CM,  CK,  CD;  car  l'excès  de  la  première  corde  impaire 
CB  fur  la  première  corde  paire  CE  eft  égal  à  l'excès  de  la  dernière 
corde  paire  CD  fur  la  dernière  impaire  CR,  de  forte  que  ce  qui 
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fe  gagne  d'un  côté  fe  perd  de  l'autre^  &la  même  chofe  arrivera 

à  regard  des  autres  cordes  impaires  &  paires,  donc,  &c.    * 

Si  après  avoir  circonfcrit  le  Poligone  de  1 5  côtés  ABEFGHI , 
ôcc.  dont  le  premier  côté  eft  AB,  &  qui  par  conféquent  a  un  angle 
en  A,  &  le  côté  oppofé  LI  coupé  en  deux  également  parle  dia- 
mètre AC,  nous  en  infcrivons  un  autre  d'un  même  nombre  de 
côtés  qui  ait  un  angle  en  C ,  &  dont  le  côté  oppofé  i  j  2$  y  foit 
coupé  en  deux  également  par  le  diamètre  G  A ,  &  que  nous  me- 
nions à  fes  angiçs  les  cordes  Ci ,  C3 ,  Cy ,  C7,  &c.  que  je  n'ai 
pas  marquées  dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller,  nous  trou- 
verons de  même  que  lafomme  ae  fes  cordes  impaires  Ci ,  Cy  , 
C5,Cjij,  Cip^Caj,  fera  égaie  à  la  fomme  de  fes  cordes  pai- 
res Cj,  C7  ,  Cil,  C17,  C21 ,  C2J  i.mais  la  fomme  to- 
tale des  cordes  de  ce  Poligone  feroit  plus  grande  que  la  fommQ 
totale  des  cordes  de  l'autre  Poligone ,  &  chaque  corde  plus  gran- 
de que  chaque  corde  ;  caria  première  impaire  de  celui-ci  feroit 
C  c ,  au  lieu  que  la  première  impaire  du  précédent  feroit  CB 
moindre  que  C  i ,  6c  ainfi  des  autres. 

Les  cordes  des  deux  Polygones  coupent  la  circonférence  en- 
tière en  vingt-fix  parties  égales ,  &  par  conféquent  la  demi-cîr- 
conférçnce  eft  13.  Or  pour  divifer  la  demi-circonférence  en  13 
parties  égales,  nous  trouverons  que  Téquation  eft  x^^ — 13^" 
ri^ô^x^ — iy5:)c7-+*  i82Jc^— '5^1x3-+- i3ar=5B:o  ,  mais  1®  cette 
équation  pouvant  être  divifée  par  a:  =  o  condent  une  racine  égale 
à  zéro.  2^.  Le  fécond  tertae  marquant  la  fomme  des  racines  po-* 
iîtives  eft  égale  à  la  fomme  des  négatives*  3  ^  Il  y  a  fix  racines 
pofitives  &  fix  négatives  ;  car  fi  nous  confidérons  la  circonféren- 
-ce  entière,  comme  un  arc  qu'il  faut  divifer  en  13  parties  égales^ 
nous  retrouverons  pour  rexpreffion  de  la  dernière  corde  le  pre- 
mier membre  ;c'3—  13^"  >  &c*  de  cette  équation  ;  mais  en  ce 
cas  nous  aurons  fix  cordes  dont  ks  expreffions  auront  le  figne 
moins ,  ç©  qui  fait  voir  qu'il  y  aura  fix  x  qui  auront  le  figne  moins* 
Donc  jpuifquçFexprellîon  x»3  -^  13^" ,  &c.  de  la  dernière  corde 
eft  toujours  la  même ,  foit  c|iic  l'arc  à  divifer  foit  égal  à  la  circon- 
férence entière  ou  qu'il  fait  moindre,  il  s'enfuit  que  Péquation 
A?'3  —  i^;^!!  ^  &;c,  contient  fix  racines  négatives  &  fix  pofitives. 

Maintenant  le  Poîygone  infcritqui  a  un  angle  en  Ç  a  une  cor- 
de égale  à  xero  au  poiot  C  ,  &  des  douze  reftantes  la  fomme  des 
fix  impaires  eft  égale  à  la  fomme  des  fix  cordes  paires.  De  plus 
h  première  corde  impaire  eft  égale  à  la  première  racine  poûtive 
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X  de  Véquation  x^^  —  15^;"  >  &c.  donc  lesfix  racines  pofitives  de 
réquation  repréfement  les  fix  cordes  impaires  de  ce  Polygone  ôc 
les  fîx  négatives  repréfentcnt  les  fix  cordes  paires. 

Or  dans  la  demi-circonférence  divifée  en  1 3  parties  égales ,  la 
première  corde  C  i  étoit  égale  à  la  première  corde  du  Polygone 
mfcrit  qui  auroit  un  angle  en  C^  cette  corde  eft  par  conféquent 
Xf  6c  h  féconde  BC  eft  XX'^2  ;  faifant  donc  jc* — 2r=±Zy  j'ai 
2-H2=s=:**5  flt  mettant  cette  valeur  de  xx  dans  l'équation  jc^3 
— 13*",  &<^*  que  ^ous  diviferons  auparavant  par  jc,  nous  ai^ 
ronsi^— z^ — y^^'4^i|x3-+i-(Jzz— 32—  i  a=£0,  qui  eft  l'équation 
du  Polygone  infcrit  qui  auroit  un  angle  A  ôc  dont  le  côté  oppo** 
fé  feroit  coupé  en  deux  parties  égales  du  côté  de  C  j  mais  i^.  cet- 
te équation  n  a  plus  que  fix  racines  dont  la  plus  grande  eft  moin- 
dre que  la  plus  grande  x  de  l'équation  précédente  puifqu'elle  eft 
égale  à  la  première  corde  CB  clc  ce  nouveau  Polygone.  2^.  Il  y 
a  trois  racmes  pofitives  ôc  trois  négatives  >  ainfi  que  la  difpofition 
des  fignes  -l-ôc  —  le  fait  voir.  3^.  Les  trois  racines  pofitives  fiDnt 
enfemble  plus  grandes  que  les  négatives  puifque  le  fécond  terme 
qui  contient  la  fomme  des  unes  ôc  des  autres  a  le  figne  moins. 
De  même  dans  le  Polygone ,  les  trois  premières  cordes  impai- 
res CB,  CF,  CHfont  enfemble  plus  grandes  que  les  trois  pre- 
mières cordes  paires  CE ,  CG ,  Cl,  Ôc  ces  cordes  font  moindres 
que  les  cordes  correfpondantes  du  Polygone  précédent;  déplus 
la  première  corde  impaire  CB  eft  égale  à  la  première  racine  po^ 
fitive  z;  donc  les  trois  racines  pofitives  de  Féquation  repréfentent 
les  trois  premières  cordes  impaires  ôc  les  trois  racines  fauiles  re- 
préfentent les  trois  premières  cordes  paires. 

R  EMAR^Q^  U  E. 

lai.  La  folution  d'un  Problème  déterminé  ou  indéterminé 
dépend  preique  toujours  des  lignes  ôc  des  triangles  femblables 
qu  on  conftruit  dans  la  Figure  propofée,  car  les  analogies  de  ces 
triangles  vous  font  parvenir  à  une  équation  déterminée  ou  indé- 
terminée ,  laquelle  étant  conftruite ,  vous  fait  découvrir  ce  qui 
eft  propofé.  Or  la  conftruâion  de  ces  équations  eft  facile  après 
tout  ce  que  nous  en  avons  dit ,  mais  la  difficulté  confifte  à  fa  voir 
tirer  à  propos  dans  la  Figure  les  lignes  qui  forment  les  triangles 
femblables  fans  lefquels  on  ne  fauroit  avoir  d'équation  ;  c'eft 
pourquoi  avant  de  finir  ce  Traité ,  je  fuis  bien  aifc  d'en  donner^ 
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un  cxeinple  qui  fera  voir  en  même  tems  que  cette  façon  de  refou- 
dre les  rroblêmes,  occafionne  fouventla  découverte  de  grand 
nombre  de  beaux  Théorèmes. 

122-  Deux  demi-cercles  inégaux  ABC,  ADE(Fig.  109.)  quife 
touchent  intérieurement  en  A  étant  donnés ,  &  leurs  diamètres  AC  > 
AE  étant  fur  une  même  ligne  droite  ,  décrire  d^  autres  cercles  F,  G, 
H ,  &c.  qui  Je  touchent  entr^eux  ,  &  ^ui  touchent  les  cercles  donnés. 

Je  fuppofe  la  chofe  faite ,  6c  comme  il  y  a  pludeurs  cercles 
à  décrire  ^  je  ne  m'attache  d  abord  qu  au  plus  grand  PSD  {Fig. 
iio)  ;  &  pour  cela  je  mené  fon  diamètre  ST  parallèle  aux  dia- 
mètres des  demi  -  cercles  donnés ,  afin  de  pouvoir  le  rapporter 
aifément  à  ces  diamètres  par  le  moyen  des  perpendiculaires  SQ , 
TR. 

Du  point  D  où  le  cercle  PSD  touche  le  grand  demi-cercle 
je  mené  les  droites  DS,  DT  aux  extrémités  du  diamètre  ST  , 
Tangle  SDT  étant  à  la  circonférence  PSD  &  embraflant  fon  dia- 
mètre ,  eft  par  conféquent  droit.  Or  ce  même  angle  SDT  eft 
auffi  à  la  circonférence  du  demi-cercle  ADE  ,  donc  puifquecet 
angle  eft  droit  ^  fes  jambes  DS ,  DT  étant  prolongées ,  doivent 
cmbraffer  le  diamètre  AE  &  pafTer  par  les  points ,  A ,  E. 

Du  point  B  où  le  cercle  PSD  touche  le  petit  demi-cercle  je 
mené,  les  droites  SB ,  BT,  6c  Tangle  SBT  eft  droit ,  donc  fi  je 
prolonge  fes  jambes ,  l'angle  ABC  oppofé  au  fommet  à  Fangle 
SBT  eft  auflî  droit,  6c  tomme  langle  ABC  a  fon  fommet  à  la  cir- 
conférence ABC ,  il  s'enfuit  que  (es  jambes  BA ,  BC  doivent  em- 
braflfer  le  diamètre  AC  d'où  je  tire  ce  premier  Théorème  généraL 

Premier  Théorème.. 5/  deux  cercles  fe  touchent  intérieurement 
ou  extérieurement  j  &  que  leurs  diamètres /oient  parallèles ,  les  lignes 
menées  du  point  d^ attouchement  ^ux  extrémités  de  Pun  des  diamètres  ^ 
iront  aboutir ,  étant  prolongées ,  aux  extrémités  de  lattêre  diamètre. 

Des  extrémités  S ,  T  du  diamètre  ST  ,  j'abaiflc  fur  AE  les 
perpendiculaires  SQ,  TR  ;  les  triangles  ADE,  ASQ  donnent 
AE,  AD  ::  AS,  AQ  ,  donc  AEx  AQ  =  ADxAS,  de  même 
les  triangles  femblables  ATR ,  ABC  donnent  AC,  AB  :  :  AT, 
AR,  donc  AC  X  AR= AB X  AT. 

Or  les  droites  AT ,  AD  étant  fecantes  du  cercle  PSD  on  a 
AT,  At)  ;  :  AS  ,  AB ,  donc  ABx  AT==  AD  x  AS ,  mais  nous 
avons  trouv/ AD  x  AS  ?=  AE  x  AQ,donc  AE  x  AQ = AB  x  AT, 
te  comme  nous  avons  auffi  trouvé  AB  x  AT«=?  AC  x  AR ,  donc* 
AExAQ=ACxAR, 

Puîfqu© 
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Puifquc  AE  X  AQ= AC  X  AR ,  donc  AE ,  AC  :  :  AR ,  AQ  , 
&  par  conféquent  AE  -H  AC ,  AC  :  :  AR-h  AQ ,  AQ  ,  &  AE 
— AC,AC::AR— AQ,  AQ,  doncAE-i-AC,  AE— AC 
;:AR-f-AQ,  AR— AQ,  ou  AE-^AC,  CE::  AR-hAQ, 
QR  j  •&  comme  AR  H-  AQ  étant  égal  à  2  AQ  -t-  QR ,  la  moitM 
dcAR-4-AQeftAQ-+-iQR,  ouAQ-hQP,  ou  AP  ,  fi  nous 
prenons  la  moitié. des  deux  derniers  termes  de  la  dernière  pro-: 
portion  ,  nous  aurons  AE-t- AC  ,  CE  :  :  AP ,  QP  ou  SO. 

Ayant  trouvé  AE  ,  AC::AR,  AQ,  nous  avons  AE,  AE 
— AC  ::  AR ,  AR— AQ ,  ou  AE ,  CE  :  :  AR,  QR  ou  ST, 
donc  AE  X  ST= CE  X  AR. 

De  même  ayant  AC ,  AE ,  AQ ,  AR,  nous  avons  AC ,  AE 
— AC::AQ,AR— AQ,  ou  AC,  CE::AQ,  QR  ouST, 
donc  AC  X  ST = CE  X  AQ. 

Les  triangles  reâangles  ASQ,  TRE  étant femblables  au  trian-^ 
gle  ADE  font  femblables  entr'eux ,  donc  AQ ,  QS  :  :  TR,  RE, 
doncAQxRE==QSxTR,  mais  OP  =  QS  =  TR ,  à  caufe 
des  parallèles  ST ,  QR ,  entre  lefquelles  les  droites  SQ ,  OP  p 

TR  font  perpendiculaires ,  donc  AQ  x  RE= OP. 

Or  de  ceci  nous  allons  tirer  les  Théorèmes  fuivans. 

Second  Théorème.  Si  deux  demi-cercles  ABC,  ADE,  qui  fi 
fouchent  en  un  point  A,  &  dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne 
AE  y  font  touchés  far  un  cercle  PSD  ;je  dis  que  fi  l'on  mené  le  dia- 
mètre ST  parallèle  à  AE  ,  &  que  de  fos  extrémités  on  abaiffe  les 
perpendiculaires  SQ ,  TRy«r  AE  ,  le  re6langle  AE  x  AQ  du  dia- 
mètre AE  du  grand  demi-cercle  par  la  diJîanceAÇ^  du  point  d'attou- 
chement A  à  la  perpendiculaire  AQ  ,  la  plus  proche  du  point  A  e(l 
égal  au  reSlangle  AC  x  AR ,  </«  diamètre  du  petit  demi-cercle  par  la 
^fiance  AR  du  point  d attouchement  A  à  la  perpendiculaire  TR  la 
pUts  éloignée. 

Troifîémc  Théorème.  Les  mêmes  chofos  étant  pofles,  fi  du  centre 
O  du  cercle  VSD  onabaijfe  la  perpendiculaire  0¥  fur  AE,  lafom" 
t»*  AE-+-AC  des  diamètres  des  deux  demi-cercles  fera  à  leur  diffé: 
renceCEf  comme  la  difiance  du  point  tf  attouchement  A  à  laperpen" 
diculaire  OP  tirée  du  centre  O  y  eft  au  rayon  SO  du  cercle  PSD. 

Quatrième  Théorème.  Pofant  toujours  les  mêmes  chofes ,  le  rec- 
tangle AEx  ST  du  diamètre  du  grand  demi-cercle  par  le-  diamètre 
STdu  cercle  PST  efi  égal  au  rectangle  CE  x  AR  de  la  différence  des 
àiametres  des  deux  demi-cercles  par  la  difiance  AR  du  point  dattou-. 

Ee 
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thement  A  à  la  perpendiculaire  la  plus  ihignèe  ^&  le  re$^ngk  AC 
X  ST  du  diamètre  du  petit  demi-cercle  par  k  diamètre  du  cercle  PST  , 
tft  égal  au  reif  angle  CE  x  AQ  de  la  même  différence  C£  par  la  difiof^ 
ce  du  peint  A  à  la  plus  prochaine  ferpendiculaire. 

Cinquième  Théorème*  Les  mêmes  chofesfubfifianty  le  rectangle 
AQ  X  RE  des  parties  du  grand  diamètre  AC  comprifes  entre  lesper- 
pendieulaires  SQ,  TR,  &  les  extrémités  A,Ey  dece  diamètre^ 
égal  au  quarré  de  la  perpendiculaire  OP  tirée  du  centre  du  cercle  PS  i . 

Ces  Théorèmes  que  nous  avons  découverts  çî-deffus  par  le 
moyen  des  triangles  femblables  font  par  eux^mêmesalTezcurieux^ 
&  de  plus  ils  vont  nous  fervir  à  la  folution  d'une  partie  du  Pro- 
blème. 

Car  fuppofant  qu'on  ne  demande  que  le  foui  cercle  PST ,  je 
JKMhme  le  diamètre  AE=4r,  le  diamètre  AG  =  A,  la  diftance 
AR  =y ,  le  diamètre  inconnu  ST  =  QR = ;c ,  donc  RE  =  AE 
~ARr=a— y;  AQ  =  AR— QR  =  y~.;c,QP=SO=i;c, 
&CE=AE~AC=a—*. 

Par  le  quatrième  Théorème  on  a  AE  x  ST= CEx  AR  donc 

ax=^ay'—'yb ,  6c  :v=:  ^2^=^ ,  par  le  même  Théorème  on  a  AC 

xST  =  CExAQ,  donc  bx=:ay  —  by  —  ax^bxj  d'où  Ton 

tire  encore  ^=  21:Z2L  ,  ce  qui  n  avance  rien. 

Parle  cinquième  Théorème  AQx  RE  =  ÔP,  maisOP=SO 

donc  AQxRE=:SO  ,  6c  par  conféquent  ^ly — ax — yv'^yx 
^==^xx ,  ou  ^ay — j^x — 4yy'^^yx=x^y  6c  mettant  au  lieu  de 

*  fa  valeur ^~i  ,  6c  au  lieu  de  xx  le  quarré  de  cettt  valeur^ 

nous  aurons4;r^— 4;y -+^  4^^— w^  ^  a,yy—^ayyb^yybB ^  ôc  mul- 

tipliant  tout  par  aa  ^  puis  corrigeant  l'expreflion  >  puis  divîfent 
par^,  noue  aurons  ^aab  —  ^yb^=aay — naby^^bbyy  ou^aab 

:i==aay^ 2aby  -+■  bby  &cy  =^^^^^^i,^^^  i  6c^  étant  connu  nous 
refondrons  facilement  le  Problême ,  car  par  le  fécond  Théorè- 
me nous  avons  AExAQ  =  ACxAR,  donc  AE,  ACr:  AR, 
AQ  ^  ou  ^,  ^  :  :  j^  ,y — x ,  aînfîles  ttois  premiers  termes  de  cette 
proportion  étant  connus  nous  trouverons  le  quatrième  ,  6c  Tex- 
ces  de  y  fur  le  quatrième  fera  la  valeur  de  a?  i  ôc  même  indé- 
jpendammcnt  de  ceci  mettant  la  quafttité  connue  égale  ïy  dans 
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*=2 .    ou  trouvetokde  même  la  valeur  de  ir. 

Pourconftruire  réquation^=:  ^jqf^qpïi  î  j'^^^  ^^^  cette  pro- 
portion «tf  •+-2^^-f-^i X  4^4  :  :  ^  ,>  j  c  cft-à-dire  le  quarré  de  la 
lomme  ^+1^  des  diamètres  des  demi-cercles  ^  eâ  au  quarré  du 
double 2a du  grand  diamètre  y  comme  le  pedt  diamètre  6c&kh 
grandeur  j^.  Je  prens  une  troiiiéme  proportionnelle  aux  deux  li- 
gnes a^éy  2a  que  j'appelle  m ,  ce  qui  donne  :  :  ^  -f-i,  2/1 ,  m  , 
t6c  par  conféquent  ^-H^  eft  à  m  comme  le  quarré  de  o+^au  quarré 
de  2a,  mais  le  quarré  de  a -4-^  eft  au  quarré  de  2a  comme  h  àjr 
donc  ^  -h  ^ ,  m:ib  yy  y  prenant  donc  une  quatrième  pcopotdoa- 
nelle  aux  trois  lignes  a^by  m^  Su  b  cette  propottionneile  eft  la 
valeur  de  jj=AR,  c^cft  pourquoi  ayant  trouvé  ci-deflus  ^,  ^  :  .• 
yyy — *  >  je  prens  une  quatrième  proportionnelle  au;x  trois  lignes 
^>  ^  j  y  ^  &  cette  proportionnelle  eft  la  valeur  de  y — jcs=  AQ  ^ 
ainfi  fexcès  de. AR  fur  AQ ,  c'eft-à-dire  le  diamètre  ST  ou  QR 
= AT ,  eft  connu  ;  divifant  donc  QR  en  deux  également  en  P ,  & 
élevant  la  perpendiculaire  PO=i  QR=t  x  ,  je  décris  du  cen- 
tre O  &  du  rayon  OR  un  cercle  qui  eft  le  cercle  demandé. 

Pour  décrire  un  fécond  cercle  qui  touche  ce  premier  &  les 
deux  demi-cercles  donnez,  je  fuppofe  la  chofe  feiite,  &  je  vois 
d'abord  que  fi  je  cônftruîfois  de  la  même  façon  que  pour  le  pre^ 
mier  j'aurois  des  triangles  femblables  dont  les  Analogies  me  don- 
neroient  les  mêmes  Théorèmes  que  ci-deflus  ;  mais  comme  ce 
cercle  ne  toucheroit  pas  le  diamètre  AE ,  je  vois  auffi  que  la  per- 
pendiculaire tirée  de  fon  centre  fur  AE  feroit  plus  grande  que 
îon  rayon  y  que  par  conféquent  le  Problême  refteroit  indéterminé 
par  rapport  à  ce  fécond  cercle  ;  car  il  n  eft  déterminé  pour  le  pre- 
mier que  parce  que  OP  étant  égale  à  OS==  \  x  y  nous  avons  trou- 
vé deux  différentes  valeurs  de  x  que  nous  n'aurions  pas  trouvées 
fans  cette  condition  ;  c'eft  pourquoi  il  faut  néceilairement  quel* 
que  chofe  de  plus  pour  réfoudre  le  Problême  par  rapport  au  fe«. 
cond  cercle  j  &  aux  fuivans. 

Du  centre  O  du  premier  cercle  (  Ttg.  m.)  je  piene  par  le 
centre  P  du  fécond  une  droite  indéfinie,  &  du  point  B  où  le  pre- 
mier touche  le  petit  demi-cercle  ,  je  mené  par  le  point  S  où  le 
fécond  cercle  touche  ce  même  demi-cercle  une  autre  indéfinie  , 
la  partie  SB  fera  corde  du  demi-cercle  ABC ,  puifqu  elle  pafle  par 
deux  points  de  fa  circonférence ,  donc  elle  ne  fera  point  tangente 
du  fécond  cercle ,  car  autrement  elle  feroit  auffi  tangente  du 
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demi-cercle  ABC  à  caufe  qu'elle  paffe  par  le  point  d'attouclici 
ment  commun  S ,  auquel  point  la  tangente  étant  perpendiculaire 
au  rayon  SP  du  fécond  cercle*  doit  être  aufli  perpendiculaire  au 
rayon  SV  du  petit  demi-cercle,  qui  eft  en  ligne  droite  avec  SPi 
mais  SB  n  étant  point  tangente  du  fécond  cercle  ôcne  le  coupant 

Î^oint  du  côté  de  B  ,  doit  par  conféquent  le  couper  de  l'autre  côté; 
uppofons  que  ce  foit  en  I  je  mené  la  droite  PI,  &  je  joints  les 
centres  V,0  par  la  droite  VO  qui  néceflairement  pafle  par  le 
point  d'attouchement  B,  les  triangles  SVB ,  SPI  font  ifoiceles, 
&  Pangle  VSB  eft  égal  à  l'angle  PSI ,  qui  lui  eft  oppofé  au  fom- 
«let,  (fonc  ces  deux  triangles  font  femblables ,  &  i  angle  IPS  ell 
égala  l'angle  SVO,  donc  les  droites  IP,  VO  font  parallèles  s 
anais  le  rayon  BO  eft  plus  grand  que  le  rayon  IP ,  donc  les  droites 
OP ,  BI  s'approchent  l'une  de  Pautre  du  côté  de  IP ,  &  leur  pro- 
longemens  doivent  fe  rencontrer  en  un  point  Q  ;  or  à  caufe  des 
.parallclesOB,IPonaQO,QP::OB,PI,&BO=HO,  & 
PI=PH,doncQO,QP::OH,PH- 

PuifqqeQO,QP::OH,PH,dom:  QO,  OH::QP,PHj 
&QO— OH,QO::QP-:.PH,QPouQH,QO::QR,QP 
ou  QH  ,  QR  ::  QO  ,  QP  ::  QB  ,  QI  ;  donc  QH  ,  QR 
::QB,  QI;  or  QB,  QI::QBxQS,  QIxQS  &  QH,  QR 
-::QHxQH,QRxQH,  doncQHxQH,  QRxQH::QB 
X  QS  ^  QI  X  QS  ;  mais  les  droites  QH ,  QS  étant  fecantes  du  fé- 
cond cercle  le  reûangle  QR  x  QH  eft  égal  au  reôangle  QI  x  QS, 

donc  QH  X  QH  ou  QH=  QB  x  QS ,  &  de  ceci  je  tire  les  deux 
Théorèmes  fuivans. 

Sixième  Théorème.  Si  deux  cercles  P ,  O  inégaux  emr'eux  éf 
qui  fe  touchent  extérieurement  font  aujji  touchés  extérieurement  par 
un  autre  cercle  ABC,  &  que  F  on  joigne  les  centres  0>  P  par  une 
droite  &  tes  points  d* attouchement  B  ,  S  par  une  autre  droite;  ces 
deux  droites  fe  rencontreront  en  un  point  Q  au-delà  du  petit  cercle ,  & 
la  difiance  du  centre  O  du  premier  cercle  au  point  Qfera  à  la  difian- 
ce  du  centre  P  au  même  point  Q  comme  le  rayon  OH  au  rayon  PH. 

Septième  Théorème.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées ,  le  quarré 

QH  de  la  difiance  du  point  Q  au  point  d^  attouchement  H  eft  égal  au 
reShngle  QS  x  QB^  la  difiance  QS  de  ce  point  au  point  dattou^ 
chement  S  ,par  la  difiance  QB  de  ce  point  au  point  d^ attouchement  B,. 
Des  centres  O,  P  (  Fig.  1 12.),  j'abaifTe  des  perpendiculaires 
ÇtM  ^  PN  fur  AE  ^  du  point  A  par  P  je  mené  AK  qui  coupe  OM 
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proloiigécnK  ;  parletroifiémc  Théorème  nous  avons  AE-4-AC> 
CE  :  :  AM ,  OH  ;  or  à  caufe  des  parallèles  QA ,  PN ,  OM  nous 
avons  AM,  AN:  :  QO,  QP  ,  &  nous  venons  de  trouver  QO, 
QP::  OH,  PH  donc  AM,AN  :  :  OH,PH;mais  à  caufe  des  trianr- 
glesfemblablcsAKM,  APNon  à  AM,AN::AK,  PA,ôf  à 
caufe  des  parallèles  AQ ,  MK  on  a  AK ,  AP  :  ;  QO ,  QP ,  donc 
QO  ,  QP  :  :  OH,  PH  i  mais  nous  venons  de  voir  qu  en  menant 
par  les  points  d  attouchement  B^  S  une  droite  QB ,  elle  rencon- 
tre OQ  en  un  point  Q  tel  qu  orï  a  QO ,  QP  :  ;  OH,  PH  par  le^ 
Théorème  fixiéme ,  donc  ce  point  Q  eft  fur  la  tangente  AQ* 
Or  BQ  étant  fecante  du  demi- cercle  ABC  on  a  QBx  QS 

51=1  AQ ,  &  par  le  Théorème  précédent  on  a  QB  ^  QS  =  QH, 

donc  ÀQ  =  QH ,  &  AQ  =  QH  d  où  je  tire  ce  Théorème. 

Huitième  Théorème.  Si  deux  àerni-cercles' inégaux  quifetou-- 
ckent  en  un  point  A  &  dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne 
/ont  touchez  par  deux  cercles  O  ,  P  qui  Je  touchent  j&  qu^  après  avoir 
Mené  par  les  centres  O,  P  une  droite  indéfinie  OQ  on  mené  par  le 
point  A  une  tangente  aux  demi-cercles ,  cette  tangente  rencontrera 
OQ  ,  &  ton  aura  AQ  égal  à  la  diftance  QH  du  point  Q^  à  la  cir-- 
conférence  du  plus  éloigné  des  deux  cercles. 

Du  point  A  par  le  point  d'attouchement  H  des  deux  cercles 
je  mené  la  droite  A  V  ;  les  triangles  fcmblables  AQH ,  RPH 
donnent  AQ,  QH::PR,  PHi  mais  AQ  =  QH  ,-  donc  PH 
=f  PR;  donc  AV  coupe  la  circonférence  du  cercle  P  au  même 
point  où  elle  eft  coupée  par  la  perpendiculaire  PN. 

Les  triangles femblables  PHR,  HOVdonnentPH,  PR:  :  HO, 
VO;  mais  PR,  =PH  ,  donc  HO  =  VO>  &  la  droite  AV 
coupe  la  circonférence  du  cercle  O  au  même  point  où  elle  eft 
coupée  par  la  perpendiculaire  MK. 

Les  triangles  femblables  K AV,  PAR  donnent  K V ,  PR  :  :  AlC, 
AP  i  mais  AK ,  AP  :  :  AM,  AN  :  :  OH,  PH  comme  on  a  vu  ck 
deifus  ;  donc  KV ,  PR  :  lOH,  PH  ;  mais  PR:^  PH ,  donc  KV 
=OH=HV. 

•  Les  mêmes  triangles  AKV,  APR  donnent  AK,  AP  ::  KV, 
PR ,  &  les  triangles  femblables  AKM  ,  APN  donnent  AK ,  AP 
::KM,PN,  doncKM,PN:rKV,PRouKM,  KV::PN^ 
PR,.  &  de  ceci  je  tire  les  Théocemes  fui  vans. 

J^euviéme  Théorème*  Les  mêmes  chofes  fubfifiam  comme  dam 

E  c  ii; 
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leThmeme  %  ^fi  du  foim  A  jmr  le  point  d attùuchemcm  H  des 
deux  cercles  an  mené  la  droite  AVj  cette  droite  coupera  les  deux  cer^ 
des  aux  mêmes  points  K^  V  où  ils  font  coupés  par  les  perpendicmiai^ 
res  tirées  de  leur  centres  fur  AE. 

Dixième  Théorème.  Pofant  toujours  les  mêmes  chofes  la  partie 
KV  de  la  perpendiculaire  KM  comprife  entre  les  droites  AK  ^  AV  efi 
égale  au  rayon  du  œrck  O. 

Onzième  Théorème.  La  diJlanceOM  du  centre  du  premier  cercle 
O  â  la  droite  AE^  plus  le  diamètre  VM  ou  KO  de  ce  premier  cercle 
ejl  àfon  rayon  KV  ou  VO  comme  la  dijiance  PN  du  centre  du  fe^ 
cond  cercle  à  la  même  droite  AE  fft  au  rayon  PR  de  ce  fécond  cercle. 

Il  eft  évident  que  fi  Ton  décrit  un  troifiéme  cercle  qui  tou- 
che le  fécond  ôc  les  deux  demi-ckconférences ,  eirfuite  un  qua- 
trième qui  toncdie  le  troisième  &  les  deux  demi-circonférences 
&  ainfi  de  fuite^  les  Théorèmes  ci-delTus  auront  toujours  la  mê- 
me vigueur. 

La  diftance  OM  du  centre  du  premier  cercle  étant  égale  à 
fon  rayon  la  droite  KM  eft  triple  xîe  ce  rayon ,  donc  comme  le 
triple  du  rayon  du  premier  cercle  eft  à  ce  rayon ,  ainfi  la  diftance 
du  centre  du  fécond  cercle  eft  à  fon  rayon  ;  d^où  il  fuit  que  la 
diftance  PN  eft  triple  du  rayon  PR  ;  or  fi  Ton  décrit  un  troifiéme 
cercle  on  aura  la  diftance  PN ,  plus  lé  diamètre  2PR  eft  à  PR 
comme  la  diftance  du  cemfedu  troifiéme  cercle  eft  bu  rayon  du 
troifiéme  cercle  ,  &  comme  PN -+-aPR  eft  quintuple  de  PR, 
ainfi  la  diftance  du  centre  du  troifiéme  cercle  eft  quintuple  de  fon 
raypti  y  &  continuant  de  décrire  des  cercles  on  trouvera  que  les 
diftances  de  leur  centres  font  àkur  rayons  dans  les  lapports  que 
je  vais  énoncer  daj3S  le  Théorème  fuivant. 

Douzième  Théorème.  Si  deux  denu-cercks  inégaux  qui  fi  tou- 
chent (  Fig.  lop.  ) ,  e^  dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne 
font  touchez  par  d^ autres  cercles  qui  fe  touchent  emr^eux  &  dont  le 
.premier  touche  le  diamètre  AE;  la  diftance  du  centre  du  premier  au  dia- 
mètre AE  fera  égal  afin  rayon  ;  la  dijiance  du  centre  du  fécond  au 
diamètre  AEfira  triple  de  fin  ray$n  ;  la  dijiance  du  centre  du  troifié- 
me fera  quintuple  de  fon  rayon;  celle  du  centre  du  'quatrième  fera 
fiptuple  de  fin  rayon ,  ^  ainfi  de  fuite  dans  F  ordre  àes'namhres  im-^ 
pairs  1.5.5.  7- 9*  *^^  y  &^* 

,  Maintenant  pour  réfxsudre  le. Problème  je  fuppofe  la  choie 
faite  {Fig.  1130^ âcurenantle diamètre ST  du  fécond  cercle âs 
iesperp^iculairès  SQ  ,.TR,  OP ,  je  nomme  AE  »»^,  AG=^i 
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'AR«a>^^QR=«ST=»«,donc  QP«i^,  OP^^a^  AQ 

«=  AR  --  AQ  ^y^x  ,  RE  =  AE~ AR  =  a—>  j  &  CE 

«AE — ^AC=^--*, 

Par  le  quatrième  Xhëoieinfi  A£  x  ST»^  CE  x  AR^  donc  ax 

Par  le  cinquième  Théorème  AQ  x  RE  =  OP ,  donc  ay  —yy 
—  ax -H^*=îf  xxj&L  muhipliaBt  par  quatre ,  puis  mettant  la  va- 

leujf  ÎIZZL  de  jc ,  &  le  quarré  de  fa  valeur  au  lieu  de  xx ,  nous  au- 
rons en  multipliant  tout  ^21  aa^  piûs  divifant  par  y  j  é^aaè=^$aay 

Pourconftruire  cette  équation  je  fois  le  quarré  de  3^,  &  celui 
de  3Â&  les  ajoutant  enfemble  j*cn  retranche  le  reâaagle  de  14a 
par  ^i  je  fais  un  quarré  mm  égal  au  refte,  &  par  conféquentjr  > 

»=*  ~-j  d^où  je  tire  cette  analogie  mm^^aa  ::b^yyjQ  prens  une 

troiiiéme  pioportionnelle  aux  deux  lignes  m  ^  2a  ai  Tappellant  n 
j'ai::m,  2a  ^n  y  donc  mm  y  ^aa::m ,  n^  ^m^  »::^,j^;ainfi  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  m^n^iy  cet- 
te proportionnelle  eft  la  valeur  dejj  ^.qiuant  à  celle  de  Ji?  je  la  trou- 
verois  4e  même  que  ci-deffus. 

Et  pour  décrire  un  troifiéme  cercle^  un  quatriénae  >  un 
cinquième  5  ficc-  faifant  les  mêmes  opérations  je  trouverai  y 

4aêB  .  4Mb  4éab 

— —  f  V  =^  '    '  ■ — .  _  V  assc  'i ■ * 

&5fl4  —  4^ak^  i^bb^y         49aà'^^94ab^49hb  ^-^         81^4 — i^Zak-^-^ibb 

fie  ainfî  de  fuite  y  de  façon  que  les  coefficiens  du  premier  Ac  du 
dernier  terme  du  dénominateur  font  les  quarrez  des  nombres  i . 
3*  S*l*9>  &c*  &  les  coefficiens  du  fécond  terme  jies  mêmes 
dénominateurs  font  les  doubles  de  ces  quarrés  moins  4.  quant 
au  numérateur  il  eft  toujours  le  même. 

Mais  fi  le  Problême  eft  propofé  de  façon  qu*on  veuille  que.Iç 
premier  cercle*  qui  touche  les  deux  demi  -  cercles  ne  foit  lui- 
même  qu'un  demi-cercle ,  dont  le  diamètre  foit  la  différence 
CE  (  Tig.  1 14.  )  ;  je  fuppofe  la  chofe  faite  ^  &  menant  le  diamètre 
ST  du  fécond  cercle  &  les  perpendiculaires  SQ ,  OP ,  TR , 
je  confidére  ce  cercle  comme  s'il  ne  touchoit  que  le  demi-cercle 
AC  &  le  demi-cercle  AE ,  &  par  le  fécond  Théorème  j  ai  AE 
xAQ  =  ACxAR,donc  AE,  AC::AR,QA  &  AE— AC, 
AC::AR~QA,QAouEC,AC::QR,  QAou  AC,EC 
::QA,QR. 
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De  même  confîdérant  le  cercle  comme  s'il  ne  touchoit  que 
le  demi-  cercle  ABE  &  le  demi-cercle  CDE  qui  fe  touchent  en 
E  5  j'ai  parle  même  Théorème  AEx  ER=  EC  x  EQ ,  donc  AE, 
EC::EQ,ER,&AE— ÉC,EC::EQ— ER,ER,ouAC, 
EC  :  :  QR ,  RE  ^  mais  nous  avons  AC ,  EC  :  :  QA,  QR^  donc 

QA-^  QR  :  :  QR ,  RE ,  &  Q  A  X  RE==  QR.mais  par  le  cinquié^ 

Bio Théorème  QA  x  RE= ÔP,  donc  QR  =ÔP ,  &  QR=OP^ 
i3=  ST  d'où  je  tire  le  Théorème  fuivant. 

Treziéme  Théorème.  Si  deux  demi-cercles  qui  Je  touchent  en  un 
point  A  &  dont  les  diamètres  font  fur  une  même  ligne  yjont  touchés 
far  un  autre  demi-cercle  qui  a  pour  diamètre  la  diference  de  leurs  dia^ 
mètres  y  &  par  une  fuite  de  cercles  qui  s^ entretouchent  y  &  qu^ ayant 
mené  un  diamètre  dans  F  un  des  cercles  entiers ,  on  abaijfe  des  ex-- 
trémitez  de  ce  diamètre  des  perpendiculaires  fir  le  diamètre  du  plus 
grand  demi-cercle  i  les  parties  de  ce  diamètre  coupées  par  ces  perpen^ 
dicuhires  feront  enproportion  continue  ^  &fi  du  centre  du  premier  eer-- 
de  entier  on  abaifje  une  perpendiculaire  OP  ,  cette  perpendiculaire 
fera  égale  au  diamètre  de  ce  cercle^ 

La  diftance  du  centre  du  premier  cercle  entier  au  diamètre 
AE  eft  donc  égale  au  diamètre  de  ce  cercle  ;  or  par  le  Théorè- 
me 1 1 ,  la  diftance  OP  plus  le  diamètre  du  cercle  O  eft  au  rayon 
de  ce  cercle  comme  la  diftance  NX  du  centre  N  du  cercle  fui- 
vant eft  au  rayon  de  ce  cercle  ;  mais  OP  plus  le  diamètre  du 
cercle  O  eft  quadruple  du  rayon  de  ce  cercle,  donc  la  diftance 
]NX  du  cercle  N  eft  quadruple  du  rayon  de  ce  cercle ,  &  fui- 
vant les 'mêmes  raifonncmens  on  trouvera  que  les  diftancesdes 
centres  de  tous  les  cercles  qu  on  peut  décrire  font  aux  rayons 
4e  ces  cerdes  dans  la  raifon  que  je  vais  énoncer  dans  le  Théo- 
xeme  fuivant. 

Quatorzième  Théorème.  Pofant  les  mêmes  chofes  que  dans  le 
Théorème  précédent  ^  la  diftance  du  centre  du  premier  cercle  entier  eft 
double  de  fon  rayon  ^  celle  du  fécond  eft  quadruple  aefon  rayon,  cel- 
^  du  troifiéme  eftfextuple,  celle  du  quatrième  oôluple  ,  €r  ainfi 
4^  fuite  y  félon  P ordre  des  nombres  2.  4.  6.  8.  10. 12  ,  &c.  ou  bien 
pftettant  les  diamètres  pour  les  rayons  y  la  diftance  du  centre  du  pre^ 
mier  cercle  entier  eft  égale  flu  diamètre  ,  celle  du  centre  du  fécond 
cercle  efi  double  de  fon  aiametre,  celle  du  troiftémç  triple ,  &c.  félon 
f  ordre  des  nombres  naturels  i.  2-  3.  4  ^  &c. 
Maintenant  pour  conftruîre  le  Problême ,  je  nomme  les  mê- 
mes 
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mes  grandeurs  ,  ainfi  que  ci-deffusi  donc  j'ai  AE  xST=CE 

X  AR  (  Théorème  4.  ) ,  donc  ax  =^  ay — yb  &  a; = Z    ^-  ;  or  par  le 

15.  Théorème  jViAQxRE===QR=PO==ST;  donc  ay^^yy 
-^ax-^yx^xx^  &  mettant  la  valeur  ^^  ^  de  a:  &  fon  quarré 
au  lieu  de  ;ifAr,  &  achevant  le  refte  comme  dans  le  cas  précédent 
je  trouve^  ==  ^^^^    ^^  pour  la  valeur  de  y  correfpondante  au 

premier  cercle  entier;  y  =      ^jab-h^b  P^^^^^ valeur  de  j^  cor- 

ic^ondant  au  fécond  cercle  entier^  =  -^ijiif^^jTTy^pour  la  va- 
leur dej^  correfpondante  au troifîéme  cercle  entier,  &  ainfî  de 
foite,  enforte  que  les  coefficiens  du  premier  &  du  troifiéme  ter- 
29e  du  dénominateur  font  les  quarrés  des  nombres  i.  2. 5.  ^,  ôcc. 
&  les  coefficiens  des  féconds  termes  de  ces  mêmes  dénomina- 
teurs font  les  doubles  de  ces  quarrez  moins  un  ^  &  le  numérateur 
aab  eft  toujours  le  même,  quand  à  la  conftru6lion  elle  efttrop 
facile  pour  m'y  arrêter  plus  long-tems. 

Ce  rroblême  eft  très  ancien  &  avoit  même  été  réfolu  du  tems 
de  Papptfs ,  mais  j'ai  été  bien  aife  de  le  rapporter,  parce  qu'il  eft 
très-propre  pour  faire  voir  aux  commençans  que  la  manière  de 
xefoudre  un  Problême  en  fuppofant  la  chofe  faite  donne  fouvent 
occafion  à  grand  nombre  de  belles  découvertes  qui  f?ins  cela  refte- 
roient  dans  l'obfcurité. 

Je  fuis  bien  aife  de  faire  obfcrvcr  en  pafTant  qu'il  arrive  quel- 
quefois que  la  feule  confidération  des  Figures  &  de  leur  proprié- 
té fait  réfoudre  un  Problème  fans  que  Ton  foit  obligé  d'y  em- 
ployer aucun  calcul,  j'en  vais  donner  un  exemple  &  l'on  en  trou- 
vera d'autres  dans  la  fuite  de  cet  ouvrage.  y 

Piufteurs paraboles  ABC,DBE,  FBH,  LBM ,  &c.  (Fîg.  i  ly.) 
Je  différens  paramètres  étant  décrites  autour  £un  même  axe  BN,  & 
à  un  mîme  Commet  B  >  d^  dun  point  N  pris  fur  le  diamètre  étant  me^ 
nées  des  droites  NA,  ND,  NF,  NL>  àic.  perpendiculaires  Jur  les 
paraboles  trouver  la  courbe  BLFDANCEH  qui  pajfe  par  tous  les 
points  ûù  les  perpendiculaires  coupent  les  paraboles. 

Je  fuppofe  les  paraboles  décrites,  &  leur  paramètres  connus,  je 
prens  fur  NB  la  partie  NO  égale  à  la  moitié  du  paramètre  de  la  pa- 
rabole ABC,  &  du  point  O  menant  l'ordonnée  OA,  le  point  A  eft 
le  point  où  la  perpendiculaire  NA  coupe  la  parabole  ABC  ;  cat 
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on  (ait  que  dans  la  parabole  la  fouperpcndiculaire  NO  eft  toujours 
égale  à  la  moitié  du  paramètre. 

Je  prens  de  même  fiir  BN  la  partie  NP  égale  à  la  moitié  du 
paramètre  de  la  parabole  DBE  ,  &  menant  Fordonnée  PD  le 
point  D  eft  le  point  ou  la  perpendiculaire  ND  coupe  la  parabole 
DBE  y  &  faifant  la  même  conftrudion ,  je  trouve  les  points  F,  L  ^ 
&c.  où  les  perpendiculaires  NF,  NL,  &c.  coupent  les  paraboles 
correfpondantes  FBH  ^  LBM ,  &c. 

Maintenant  pour  trouver  la  courbe  qui  paffe  par  les  points  N^  A, 
D,  F>  L ,  B ,  j'obferve  que  dans  la  parabole  ABC  le  quarré  de  For- 
donnée  AO  eft  égal  au  redangle  de  rabfciffe  BO  multipliée  par  fon: 
paramètre ,  que  dans  la  parabole  DBE  le  quarré  de  Tordonnée  DP 
eft  égal  au  redangle  de  labfcifle  BP  multipliée  par  fon  paramètre, 
&  ainfi  des  autres  ordonnées  FQ ,  LR  aux  paraboles  fuivantes^j: 
or  les  fouperpendiculaires  ON  j  NP,  NQ ,  &c-  étant  les  moitiés, 
de  leur  paramètres  correfpondans  font  entr'elles  comme  leur  pa- 
ramètres; donc  les  redangles  des  abfcifTes  BO,  BP,  BQ,  &c., 
par  les  paramètres  correfpondans  font  entr'eux  comme  les  rec- 
tangles des  mêmes  abfciifes  BO ,  BP  j  BQ ,  &c.  par  les  fouper- 
pendiculaires NO,NP,  &c.  donc  les  quarrés  des  ordonnées 
AO ,  DP ,  FQ ,  &c.  font  entr  eux  comme  les  reûangles  BOxON„ 
BP  X  PN,  BQx  QN,  &c*  mais  quand  les  quarrés  des  ordonnées 
font  entr'eux  comme  les  reftangles  des  parties  que  ces  ordon- 
nées coupent  fur  un  axe  BN  la  courbe  eft  une  Ellipfe  ;  donc  la 
courbe  qui  paffe  par  les  points,  N,A,D,F,L,B,  &c*  eft  une 
Ellipfe. 

Pour'  trouver  le  paramètre  de  cette  Ellipfe  on  fera  le  quarré 

d'une  ordonnée  AO,  &  le  reûangle  correfpondant  BO x ON „ 

puis  on  dira  par  la  propriété  de  TEllipfe  :  le  reâangle  BO  x  ON 

_» 
eft  au  quarré  AO  comme  Taxe  NB  eft  au  paramètre  de  cet  axe  ,. 

&  ce  paramètre  étant  trouvé  on  trouvera  l'autre  axe  FH  en  mul- 
tdpliam  le  paramètre  trouvé  par  Paxe  BN  &  tirant  la  racine  qoar- 
rée ,  parce  que  par  la  propriété  de  l'EUipfe  Taxe  BN  eft  à  foa 
con jugé  FH ,  comme  le  conjugué  FH  eft  au  paramètre  de  Taxe 
BN,  ainfi  que  nous  lavons  démontré  dans  la troifiéme  pradque 
de  la  Science  du  Géomètre  où  nous  avons  traité  des  ferions  coni- 
ques* 

Fin  du  premier  Livre^ 
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CALCUL  DIFFERENTIEL 

EX     Li  E 

CALCUL   INTEGRAL, 

EXPLIQUE'S   ET    APPLIQUE'S 

A  LA  GEOMETRIE. 

LIVRE    SECOND. 

Qui  traite  du  Calcul  Différentiel  &  de  fin  application 

à  la  Géométrie, 

CHAPITRE    PREMIER. 

Des  Principes  du  Calcul  Différentiel, 

N  E  grandeur  quîefl:  moindre  que  tout  ce  qu'on 
peut  affigncr  ,  s  appelle  un  infiniment  petit. 

2^  Un  infiniment  petit  comparé  à  une  gran- 
deur qui  n'eft  pas  infiniment  petite,  peut  être 
regardé  comme  n  étant  rien  ;  car  foit  qu  on  Ta- 
joute  ou  qu'on  le  retranche  de  cette  grandeur  , 
il  ne  fera  jamais  poffible  d'aflignerraccroiffementou  le  décroiffe- 
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ment  de  cette  grandeur  ,  &  par  çonféquent  elle  fera  toujours  îa 
même ,  ou  du  moins  on  pourra  toujours  la  confidérer  comme 
n'ayant  foufFert  aucun  changement ,  fans  craindre  qu  on  puifle 
jamais  commettre  aucune  erreur  qui  puifle  s'afligner. 

De  là  il  fuit ,  que  fi  deux  grandeurs  qui  ne  font  pas  infiniment 
petites  ne  différent  entr'elles  que  d'une  différence  infiniment  pe- 
tite j  elles  peuvent  être  regardées  comme  étant  parfaitement 
égales. 

3^  De  même  qu  il  y  a  des  portions  d'étendue  fi  petites  qu'il 
n  eil  pas  pofllble  cie  les  affigner,  de  même  aufli  il  y  a  des  parties 
de  tems  fi  petites ,  qu'il  n'eft  pas  pofTible  de  s'en  appcrcevair  i 
CCS  parties  de  tems  s'appellent  des  inflans. 

^.  Une  ligne ,  une  lurface ,  un  folide  peuvent  être  confidé- 
rés  comme  étant  formés  par  le  mouvement  de  l'un  de  leurs  Elc- 
mens  y  par  exemple  ,  une  ligne  droite  eft  formée  par  le  mou- 
.  vement  d'un  point  qui  prend  lé  plus  court  chemin  entre  les  extré- 
mités de  la  ligne ,  ou  qui  fuit  toujours  la  même  diredlion  ;  une 
ligne  courbe  eft  produite  par  le  mouvement  d'un  point  qui  chan- 
ge de  direction  à  chaque  inftant  ;  une  furface  plane  par  le  mou* 
•vement  d'une  ligne  droite  qui  avance  toujcgjrs  parallèlement  à 
elle  même  le  long  d'une  autre  ligne  droite  ;  une  furface  courbe 

Î^ar  le  mouvement  d'une  ligne  droite  ou  courbe  qui  gliffe  paralle- 
ement  à  elle-même  le  long  d'une  autre  ligne  courbe  i  un  folide 
reâiligne  parle  mouvement  d'une  furfaeeplane  qui  avance  pa- 
rallèlement à  elle-même  le  long  d'une  autre  ligne  droite ,  &c. 

5'^  Toute  grandeur  qui  refte  toujours  la  même  fans  recevoir 
des  accroiflemens  ou  des  diminutions  infenfibles ,  s'appelle  une 
grandeur  confiante  ;  &  toute  grandeur  qui  à  chaque  inftant  reçoit 
des  accroiifemeus  ou  des  diminutions  infenfibles  y  s'appelle  vU'- 
fiable. 

6^.  L'accroiffement  ou  la  diminution  înfenfible  qu  une  gran- 
deur variable  reçoit  à  chaque  inftant ,  s'appelle  différence ,  &  la 
manière  d'exprimer  ces  différences  &  leurs  rapports  en  termes  Al- 
gèbre y  s'appelle  calcul  différentiel. 

On  exprime  les  grandeurs  confiantes  par  les  premières  let- 
tres de  TAlphabet  y  Uy  b  ^  c  y  ôcc.  les  variables  par  les  dernières 
X  y  y  z  y  les  différences  des  conftantes'par  o ,  parce  que  les  con- 
fiantes n'ont  point  de  difiérence  ,  &  les  différences  des  varia- 
bles par  la  lettre  ^jointe  à  celle  dont  elles  font  la  différence  y  ainfi 
la  différence  dcx  fè marque  par  dx y  celle  dey  par  dy  y  &c* 
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Soit  par  exemple  une  parabole  ABC  {Ftg.  1.)  ;  fon  paramètre 
érant  conftant  fera  =  a ,  fort  abfciffe  AP  étant  variable  fera =x, 
Ion  ordonnée  variable  PM  =y ,  maintenant  fi  on  mené  une  au- 
tre ordonnée/?/»  infiniment  proche  de  celle-ci  ôc  plus  éloignée 
du  fommet  A  la  différence  P/?  de  Fabfciffe  AP  à  rabfcifle  A/?  fera 
^jc ,  6c  la  différence  infiniment  petite  Rw  de  l'ordonnée  PM  à 
Tordonnée  P/»fera=^. 

Mais  fi  Ton  prend  Tordonnée  pm  plus  proche  de  A  {Fig.  2.)  > 
alors  la  différence  infiniment  petite  Fp  de  fabfciffe  AP  à  rabfcifle 
Ap  fera  — dx  y  puifque  A/?  =  AP — Fp=x  —  dx  y  &  la  diffé- 
rence infiniment  petite  RM  de  l'ordonnée  PM  à  l'ordonnée /?m 
fera — dy ,  parce  que  Vm = PM — KM.=y  —  dy. 

Enfin  il  Tune  des  variables  augmentant ,  Tautre  diminuoît  la 
difiérence  de  celle  qui  augmenteroit ,  auroit  le  figne  -H  &  la  diffé- 
rence de  celle  qui  diminueroit  auroit  le  figne — • 

Soit  par  exemple  le  point  d'origine  en  A  {Fig.  3.)-;  la  droite  AB 
Ja  ligne  des  abfciffes  :v,  &  les  ordonnées^  à  la  courbe  CD  paral- 
lèles à  AD  ;  fi  après  avoir  mené  une  ordonnée  PM  on  en  mené 
une  autre  infiniment  proche ,  mais  plus  éloignée  de  l'origine  A  , 
il  efl  évident ,  que  i abfciffe  AP  fera  x,  &c  l'abfcifle  Ap  fera  x 
^\^dx,  donc  fa  différence  fera-H^jc ,  au  contraire  l'ordonnée /?m 
fera  moindre  que  PM  &  feraj^ — dy  y  donc  fa  difïércnce  tlM  fera 
^—dy-y  maïs  fi  on  prenoit  f ordonnée/?/»  plus  proche  de  A ,  fabf- 
ciffe diminueroit  >  &  l'ordonnée  croitroit  y  ainfi  la  différence  de 
,  Tabfciffe  feroit —  dxy  &c  celle  de  l'ordonnée  feroit  -h  dy. 

Dans  la  fuite  de  ce  Chapitre  nous  fuppoferons  toujours  que  Tune 
des  variables  augmentant  y  les  autres  augmentent  auffi ,  6c  lorf^ 
que  Ton  voudra  fuppofer  le  contraire  on  n'aura  qu'à  changer  le  fi- 
gne dans  la  différence  de  la  grandeur  qui  diminue  tandis  que  les 
autres  augmentent. 

Trouver  les  différences  des  Grandeurs Jimples  Ù*  des  Gran^ 
-  deurs  compofées  de  termes  Jimples. 

7^.  La  différence  de  x  t^dx  y  celle  de  j;  y  cûdy,  celle  de  z  ctt 
Jzy  &  ainfi  des  autres  grandeurs  fimples  variables  ,  &  la  diffé- 
rence d'une  confiante  a,  ou  ^,  our,  &c.  c&Oy  c'eft  que  nous 
yenons  devoir. 

La  difFérience  de  X'^y  tû  dx-^dyy  car  quand  x  devient  x 
-+*  ^x^jf  devient^ -+*^^  donc  la  fommc  de  ces  deux  grandeurs 
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eft  Ar-H^A:-Hy-+-^,  mais  on  ne  demande  que  la  fomme  de  leur 
différence  ;  effaçant  donc  les  grandeurs  jc,  y ,  le  refte  dx^dy 
fera  la  fomme  des  différences. 

De  même  la  différence  de  x — z  eft  dx'^dzy  celle  dcjc— j^ 
^-^zcRdx  —  dy  —  dz  &  ainfi  des  autres. 

La  différence  de  X'+^acUdxi  car  la  différence  de  jc  eft  iv 
&  celle  de  a  eft  0 ,  parce  que  a  eft  une  grandeur  conftante  qui 
ne  reçoit  ni  aecroiflement,  ni  diminution  >  donc  la  différence  de 
x-^a  ei\dx^o  =  dx. 

La  différence  de  ^  -+-  a:  •+-  ^-4-  2;  eft  (i^  -+-  ^z  &  ainfi  des  autres  ; 
&.  pour  rendre  ceci  fenfible  foit  Une  courbe  AB ,  dont  PM=j^ 
eft  une  ordonnée  (  Fig.  4.)  &  AP^=^  Tabfciffe  correfpondante  , 
fi  Ton  prend  une  autre  ordonnée  pm  infiniment  proctie  de  PM 
onauraP/?  =  ^^  Rm=<:/y  donc  A/?  =  a: -H  ^atj  or  fi  j'ajoute  à 
AP  &  Ap  la  grandeur  conftante  C  A  =  a  on  aura  CP  =  C  A 
>+-AP  =  (!i-Ha:,  &  C^=CA-+-AP-+-P^=^-+-A:-h^Ar;  mais 
il  eft  évident  que  la  différence  de  CP  à  Cp  fera  encore  Vp  =  dx, 
•donc  la  différence  de  /»  H-  ^  êft  dx. 

De  même  fi  j'ajoute  APà  PM  j'aurai  Ar-+-jy,  &  fi  j'ajoute  A^ 
à  pm  j'aurai  x-^dx  -t-jy  -+•  ^ ,  fi  donc  je  retranche  AP  -4-  Pm 
'^e  Ap  -^pm  i'aurai  x^dx ^y  -^-dy — x  — ^  =  dx-^  dy ,  donc 
.  la  diftétence  de  x  -H^  eft  dx  -+-dy.  , 

De  même' fi  de  AP  je  retranche  PM  j'aurai  :v-—^ ,  iSc  fi  de  Ap 
je  retranche /?w  j'aurai  AT -l-rf^ — y — dy;  or  la  différence  de  Ar 
—  PM  à  Ap — pm  eft  x^dx — y — dy — x^y  =  dx  —  dy  ^ 
donc  la  différence  de  x — y  eft^x — dy ,  &  ainfi  des  autres. 

La-regle  eft  donc  de  multiplier  la  grandeur  fimple  ou  les  gran- 
"deurs  fimples  dont  on  Veut  prendre  les  différences  par  la  lettre  d 
&  de  laifler  fubfiftcr  les  fîgnes  des  grandeurs. 

Trouver  les  différences  des  produits. 

6^  Si  le  produit  na  que-deu^c  dimenfions,  &  que  l'une  des 
grandeurs  foit  conftante ,  on  multipliera  la  conftante  par  la  dif- 
férence de  la  variable. 

La  différence  de  ^a;  fera  donc  adxy  celle  de  bz  fera  bdz,  6c 
ainfi  des  autres.         .     ,  ,     ' 

Car  fuppofons  que  la  ligne  AB  =  a  foit  conftante  (  Fig.  5.  ) 
&  la  ligne  AC=*  iSbit  variable  i  le  rcâangle  ACDBfera  ^al 
au  produit  ax  de  Tune  pat  l'autre  ^  maintenant  fuppofons  que  AC 
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reçoive  un  accroiflcment  infenfible  CP  qui  fera  d!«^nous  aurons 
AP==:  AC  -h CP  =xH-  ^, ôc  multipliant  AP  par  ABle  reûan- 
glc  APMB  kvzax^adx'j  or  la  différence  du  redangle  APMB 
eft  le  redangle  CPMD  ,  ôtant  donc  du  reftangle  ax  ^^adx  le 
redangle  axy\c  refte  adx  fera  le  rcûangle  CPMD ,  donc  la  dif^ 
fiérence  de  ax  dkadx^  àc  en  eflfet  le  reftanglc  CPMD  ou  adx 
ayant  la  hauteur  CP  infiniment  petite  n'eft  qu'un  accroiffement 
infiniment  petit  par  rapport  au  reûangle  ACDB  ouax. 

9.  Si  les  deux  grandeurs  qui  compofent  le  produit  font  varia- 
bles y  on  multipliera  la  première  par  îa  différence  de  la  feconde^^ 
&  la  féconde  par  la  différence  de  la  première ,  ôc  Ton  ajoutera 
enfemble  les  deux  produits. 

Ainfi  la  différence  de  xy  fera  xdy-^ydx^  celle  de  zy  fera  zdy 
^ydz  &  ainfi  des  autres. 

Carfuppofons  que  les  lignes  ABa=jc,  AD=^foient  variables 
{Ftg.  6.)  leur  redangle  ADOB  fera  ax  y  &  fuppofant  que  AB  reçoi- 
ve un  accroiffement  infiniment  petit  BC  :=:dxy&c  que  AD  reçoive 
auffi  un  accroiffement  infiniment  petit  DP  3=1  dy  nous  aurons  AC 
=  AB-+-BC  =  jc-t-^Ar&AP=AD-^DP=^^-4y,doncle 
reûangle  APMC  de  AC  par  AP  ktàyx^ydx^xdy-^^dxdy 
&  la  différence  du  reûangle  APMC  au  reâangle  ADOB  fcra^jc 
■+-jy^'^-4-  xdy-^dxdy — yx^i^ydxr^xdy-^dxdy  ;  mais  dxdy  ou- 
ïe reâangle  ONMR  ayant  la  hauteur  ON  &  la  bafe  OR  infini- 
ment petites ,  eft  infiniment  petit  par  rapport  au  redangle  BCNO 
='ydxài  au  reftangleDOrR=*^,  aonc  on  peut  le  regarder 
comme  n'étant  rien ,  &  par  conféquent  la  différence  du  reûan- 
gle  ADOB  au  reftangle  APMC  dk  ydx^xdy^  c'efl-à-dire  k 
différence  où  raccroiffement  infiniment  petit  du  reâangle  ax  eft 
ydx  -+•  xdy. 

10.  Si  le  produit  a  trois  cfimenfions  &  que  Pune  des  trois  gran- 
deurs qui  le  compofent  foit  conftante ,  &  les  deux  autres  varia- 
bles^ on  multipliera  k  première  variable  par  la  différence  de  la 
ièconde  ,  &  la  féconde  par  la  différence  de  la  première  y  puis 
multipliant  chaque  produit  par  h  cbnftaniïe  a  on  fera  une  fom-^ 
me  des  produits. 

Ainfi  la  différence  de  ayx  fera  aydx-^axdy  y.  celle  de  hzx  fera 
bzdx-^bxdz  &  de  même  des  autres.. 

Car  quand j/  deviendrajy  '-^dyyX  deviendra  x  -+•  dx,  mokîplîanr 
donc  enfemble  les  trois  grandeurs  ^  ,^  -H  ^ ,  &  a:*+- dx ,  on  aura. 
é^x  -H  aydx  -4-  axdy  -i-  adydxy  ainfi  la  différence  du  produit  *^j^^  à^ 
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ce  produit  fera  aydx  -+-  axdy^adxdy;  mais  adxdy  ayant  deux  dî- 
menfions  infiniment  petites  dx,  dy^eH  infiniment  petit  par  rap- 
port au  produit  aydx  qui  n'a  qu'une  dimenfion  infiniment  petite 
dx  y  &c  par  la  même  raifon  adxdy  eft  infiniment  petit  par  rapport 
à  axdy  ;  donc  adxdy  peut  être  confideré  comme  n'étant  rien  d'au- 
tant plus  que  aydx  6c  axdy  font  eux-mêmes  infiniment  petits  par 
rapport  au  produit  ayx  à  caufe  qu'ils  ont  une  dimenfion  infiniment 
petite ,  donc  la  dinerence  de  ^x  eft  aydx  -H  axdy. 

Si  les  trois  dimenfions  qui  compofent  le  produit  font  variables  ^ 
on  multipliera  la  diflférencc  de  chaque  grandeur  par  le  produit 
des  deux  autres^  çc  qui  donnera  trois  produits  qui  feront  la  diffé- 
rence cherchée. 

Pour  avoir  la  différence  du  produit  xyz  je  multiplie  la  différen- 
ce ^2  de  la  dernière  par  le  produit  xy  des  deux  autres  >  ce  qui 
donne  xydz,  je  multiplie  la  différence  dy  de  la  féconde  par  le 
oroduit  xz  des  deux  autres ,  ce  qui  donne  xzJy  y  enfin  je  mujdplic 
la  différence  dx  de  la  première  par  le  produit  jy^  des  autres  >  ce 
qui  àonn^  yzdx  y  &  lafomme  xydz-^-xzdy  Hryzdx  des  trois 
produits  eft  la  différence  chercfiée. 

Car  quand  x  devient  x^dx,y  devient^ -t- iy  &  z  devient  2; 
•+•  ^2,  multipliant  donc  enfemble^  ces  trois  grandeurs,  leur  pro- 
duit eft  xyz  ^yzdx  -H  zxdy  H-  zdxdy  '^yxdz  -^ydxdz  •+-  xaydT^ 
-+-  dxdydz  ;  mais  le  dernier  terme  dxdydz  ayant  trois  dimenfions 
infinii^ient  petites  n  eft  rien  de  même  les  produits  zdxdy  y  ydxdz  ^ 
xdydz  ayant  chacun  deux  dimenfions  infiniment  petites  ne  font 
rien  par  rapport  aux  autres  termes  y  efîaçant  donc  ces  termes  le 
produit  des  trois  grandeurs  :c*+-  dxyy  ^-  ^ ,  zH-  ^/x  eft  xyz-^yzdx 
Hrzxdy^+'yxdz'y  or  la  différence  de  cç  produit  au  produit  jcyx 
€;ûyzdx'^zxdy'+-yxdzy  donc  la  différence  ou  faccroiifement 
infiniment  petit  du  produit  xyz  t%.yzdx^zxdy  ^yxdz  ou  xydz 
H-  xzdy  -^yzdx. 

.  II.  Si  le  produit  a  quatre  dimenfions,  cinq ,  fix ,  &c.  toutes 
vanabies ,  on  multipliera  de  même  la  différence  de  chacune  de 
ces  grandeurs  par  le  produit  des  autres ,  &  la  fomme  des  pro* 
duits  fera  la  différence  cherchée ,  &  s'il  y  avoir  une  ou  plufieurs 
grandejirs  ponftàntes ,  on  muldplieroit  la  différence  de  chacune 
des  variables  par  le  produit  de  toutes  les  autres  y  compris  les 
jconftantesj  &c. 

Ainfi  la  différence  de  xyzu  eft  xyzdu  -+-  xyudz  ■+•  xTudy  -^yzudx  , 
la  difiërence  de  xyzut  eft  xyzudt^^^ztdu-^^yutdz^^xzutdy 
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^ryzutdxj  la  différence  de  axyz  eft  axydz -i^  axzdy -+- ayzdx , 
la  aiiFérence  de  abxyz  eft  abxydz  ^  abxzdy -i^  abyzdx  ,  la  diffé- 
xence  de  abcfxy  eft  abcfxdy  -4-  abcfydx ,  &  ainfi  des  autres. 

Trouver  la  différence  desfraêiions. 

la.  Pour  trouver  la  différence  d'une  fradion  on  multipliera 
d'une  part  la  différence  du  numérateur  par  le  dénominateur ,  & 
de Tautre  la  différence  du  dénominateur  parle  numérateur ,  &  re- 
tranchant le  fécond  produit  du  premier  on  divifera  le  refte  par 
le  quarré  du  dénominateur. 

Ainfi  la  différence  de  '  fera^  ^     *^;  car  fi  pt>us  fuppofbns  - 

=  z,nous  aurons  x=yz^  ôc  prenant  la  différence  de  part  6c 

d  autre ,  nous  avons  dx  ^=ydz  •+•  zdy  ;  donc  dz  =  ""     ^ ,  & 

mettant  la  valeur-  de  z,  nous  aurons  dz=^  *     ^  ^  ;   mais   z 
,  y       ^  ,    yy     ^ 

étant  égal  à -fa  différence  ^zdoit  être  égale  à  la  différence  de  -^ 
donc  dz  ou  Jfr~!!^  fon  égale  eft  égale  à  la  différence  de  *• 

Ladifférenc'^de  "^  ç^^^--^ày^--yà^-^y-^-^-^  ^L  fup- 
pofamAfy=r,  &  »x=j,  nous  aurons  ^  =  y;  mais  la  diffé- 
xence  de-j  eft^^^     ^    par  le  cas  précédent,  donc  cette  diffé- 

xence  eft  égale  à  la  difl^rence  de  2;  or  dt  étant  égal  à  la  différen- 
ce de  r,  eft  par  conféquent  égal  à  la  différence  de  ;cy==r,  qui 
eft  xdy  -^-ydx  y  Scds  étant  la  différence  de  i ,  eft  égale  à  la  diffé-. 

xence  dcuz  =  s^  qui  eft  udz + zdu ,  mettant  donc  dans  ^  ^  '  . 
les  valeurs  dct  ^  s  ,  ss,  4iSf  dtj  nous  aurons    ■^^^~^^   —,  'SfÉ^ 

îque 


H*  uxydx  — *  xyudz  — ■  xyzdu^ 

La  différence  de  — -—  eft  — --^ ,  ce( 

XZ  X   z 

Ton  prouvera  de  même  que  cî-deffus. 

La  différence  de -^  eft  ^'^"-'j^r-'^-"'"^. 

La  différence  de  -£-  eft  '-'>ày-<^^-'yd*-^dy  ^^^,^  j.^_ 

férence  du  numérateur  a  étant  zéro ,  il  ne  doit  refter  au  numé- 

Gg  - 
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rateur  que  le  produit  dt  la  différence  du  dénominateur  xy^yz 

par  a  )  ôc  ce  produit  doit  avoir  le  (igné  moins  >  5c  ainfi  des  au- 

treSi 

Trouver  la  différence  des  Puiffances  Ù*  des  Racines. 

1 5 .  On  multipliera  la  puîflànce  par  fon  expofant  y  on  diminuera 
Fexpofant  d  une  unité  >  &  Ton  multipliera  le  tout  par  k  différen- 
ce de  la  grandeur  à  qui  la  puiffance  appartient. 

Ainfi  la  différence  de  x^  fera  ^x^^'^dx^ixdxi  cttx^  eft  la 
même  chofe  que  le  produit  dcix  par  a?.  Or  la  différence  du  pro- 
duit xxAf  eft  xdx-^xdx  par  la  règle  ci-deffus  (MS.)  &  xdx 
r^xixtsszkxdx  j  donc  la  différence  de  x^  cft  :xxdx^ 

De  même  la  différence  de  x^  fera  ^x^-^dx^^M^^x^dx  ^  car  la 

Î)uiffance  xi  eft  la  même  chofe  que  le  produit  xxxxx'^  or  la  dif- 
érence  de  ce  produit  t^xxdx^ xxdx^ xxdx=:^ix^dx ^  donc  ^ 
&c* 

La  différence  de  ;c*  eft "î^jif*        dx=\x*dx  i   car  iuf^pôûtUt 

a:»:=a  ,  nous  aurons  en  élevant  tout  au  quatre  w3  «a: ^»  ;  or  la  dif- 
férence de  z^  eft  22^x,  laquelle  eft  égale  à  la  diflKrence  de  a3  qui 

t&  j^x^dxy  donc  a2;i5at=33c*rfx  &  ^2===^:  ^il-î  ;  or  cffc  étant  la  dif- 

férencé  de  x=;c*  eft  auflî  la  différence  de  x* ,  mettant  donc  dan» 
la  valeur  de  efe^  la  valeur  ^*»  de  2z ,  nous  aurons  dz  î=  ^^^^ 

e=|-^'*i^;  donc  |^:c*i:)if  eft  la  différence  de**. 

Pour  prendre  là  différence  d*une  racine  ,  comme  par  exem- 
ple Vx  y  il  faut  faire  évanouir  le  figne  radical  &  l'exprimer  ainfl 

k^  y  6c  alors  ;c*  étant  une  puiffance  imparfaite  de  même  que  la 

précédente ,  fa  diflSfrence  fera  \x     ^dx^ou^ou-^y cartou- 

tes  ces  expreflîons  font  les  mêmes  félon  les  règles  du  calcul  dei 
expofans  y  dont  j'ai  parlé  en  plufieurs  endroits  de  mes  Ouvrages- 
La  différence  de  i/jc ou  j(f^  eft  4- Jc     T^f/yasg— ra=     _^ 

La  différence  de  y3y3  qui  eft  une  puiffance  parfaite  de  xy  cft 
^x^-ïy3-ï  X  xdy-^ydx^^  ^x^y^x  xdy^ydx=^sx^y^dy'ir3x^y^dx^ 

La  différence  de  x^"^  y  qui  eft  une  puiffance  parfaite  de  xx, 
cft  4Jf^-"x^-*  X  xdt  ^  zdx'^  ^x^zi  X  xdz  -tr  zdx  =  4;X^iîdk 
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La  différence  de  oy  ^yz^  qui  çft  une  puiffance  parfaite  de 
^  ^yz  ^  eft  3  X  xy^yz^^^  x  xdy-^ydx^^dz-^zly^^i  x  xy-^z 
X  xdy  ^ydx  ^ydz  -^zÀy. 

La  différence  de  x  'j^  *  qui  eft  une  puiffance  imparfaite  de  xy  qu*oii 

pourroît  exprimer  par  Vx^y^  f  eft  |  x*  "^  ^j^  *  "^  '  x  xdy  -H  ydx 

:=\x*y*xxdy'-hydx^s=^\Vxyxxdy^ydx:s=i^xdyv^xy'-h{ydx 
Vxy. 

La  différence  de  x32>  qui  eft  une  puiffance  imparfaite  de  i^ 

qu'on  peut  exprimer  par  \/x^z^  eft  f  jc^       «*        x  ;«/«  4^  aix 

aesf  X      9z      ^xxdx  +  zdx=: rx~ "=      '^  ^     ♦ 

La  différence  de  xj^  H-j^^;  •  =  ^  jcy  -+-^x*  eft  f  x  xy  ^yz  ' 
x  xdy^ydx^ydz  ^zdy^ss=  f  xxy-H^z      ^x  x^  ^ydx^ydz 

La  différence  de^=^î  '^^J'+'J'^;      eÔ  —  3  ^xyH-j^:ç 

■    .  ,     ^         . — ' T  —  ixdy  —  3yrf»-^  3.y<<g  -^  ^*4y 


La  différence  de  Va^  -H  ^xj^y = ^H^J9[>  *  eft  i  x  a^-^axyy    "^ 

5 ; y^       «grixH-xgxAr 


La  différence  de  ^ipr-+-v'xx-+-y«ou  ax-+-v'*x-+->'i*  ^  ott 

__JL  X  ' 

1  a  1  .     T  ZZ 

cnânax-+-*x-+-vx^    eftxxax-+-xxH-yz*         x  ^Jx  -H  7 

Il  ■ ■       ^ T|  Il  ■    I  ■  *^ 

xxx-H^a     *  X  axrfx  -+•  ^^  -4-»  21^  ^  qui  fc  réduit  àf 
xax^xx-hyz*        xadx-^     — _-i    — ---==^p; 
-7==-—: tzur  >  &  ainii  des  autres. 

J'ai  mis  ici  différentes  expreffions  de  ces  différentielles  afin 
que  les  Commcnçans  s'y  accoutument ,  &  Ion  fera  très-bien  de 
ne  pas  les  négligea 

Gg  ij  ' 
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Trouva  les  Différences  des  faites  infinies^ 

14.  On  trouvera  les  différences  dei  fuîtes  en  fuîvant  les  mê- 
mes règles  i  mais  il  y  a  des  ôccafions  où  Ton  peut  rendre  les  ex- 
prertions  plus  courtes ,  &  c'eft  ce  qu  on  va  voir  dans  les  exemr 
pies  fuivans. 

f 

Soit  la  fuite  x^x  a -^bx'^cx^ '^fx^''^g^'^''y  &c.  les  expo- 
fans  w  ^  Tiyp  ^  marquent  tels  nonvbrçs  entiers  ou  rompus  que  Ton 
Iroudra,  /  ' 

Je  fuppofô  K  =  tf-H^jr''-+-rjtf*"-+-/jr^*-|-^Jc^'"  ,   &c.  donc 

T(J=^a-hbx'-^cx"'^fx^''^gx^ybiC.  &  par  conféquent  a?* 

K'  eft  ^gal  à  la  fuite  donnée  >  |e  prens  la  différence  de  x'^  ¥f 

qui  eft  mx'"^'  K^  dx  -+-  px'^HJ-'  dK  ou  mx"^'  KxK^'  dx  -+* 

fxxx'"~'  YJ'^^dKy  quife  réduit  à  mK.^;c^-/;x^K  x  x'^^'K'"' 
ainfi  cette  différence  eft  la  différence  de  la  fuite  donnée  ;  or  K 

^a-i-6x'''^  ex""  -H/jc^"  &c,  donc  K^/jc = a-^-hx""  -+-  rx"'-+/;c^* 
&c«  xdXy  de  même  prenant  la  différence  de  K  &  de- fa  valeur» 

nous  aurons  rfK=;;Aji:"     '  -4-  inrx*"     '  -+-  jw/i^"     '  ,  &c.  x  dx.^ 

mettant  donc  les  valeurs  de  K  ,  }Ldx  ôc  z^K  dans  la  différence 

>  ■  ■        ■  ■■ 

vi^dx  ^fxdSL  X  x'~^  K^     ' ,  nous  aurons: 

ma-^-mhx-^-   mcx^"^-^    m/x^"^-^   mgx^'^yàccJ)    ,      m-^iyrf-t 
^pnbx^'^ipncx^^'^  Spnfx^^'+'^pnfx^'^,  ôcc.  j 

&  cette  fuite  eft  la  différence  delà  fuite  donnée. 

Cette  expreffion  peut  fervir  de  formule  pour  tout»  les  puîflin^ 
ces  des  fuites  qui  n  ont  qu'une  inconnue  dans  leurs  termes  y  \oxf- 
que  ces  puiffances  font  multipliées  parunepuiffance  de  la  même 
inconnue. 


Soit  la  fuite  *'"x^  +  ^A:"^-c**"H-rx^'*^  ,   &c.  xf-i-gx"" 


-i-Ax*"-+-rjc^"  ,  &c.  qui  eft  le  produit  de  deux  fuîtes*  Jefuppo- 
ie  K  =a-h  ^x"h-^^*%  &c.  &  C  =/h.^jc''h-Ax'%  &c.  donc 
x""  K^  0  eft  égal  au  produit  des  deux  fuites  i  j'en  prens  la  diff<fe^ 
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fcncc  &  j'ai  wx"-'  K^  0  dx-i-px""  0  K^"'  dK.H-qx'"  K\  .-i 
C'  ^  dC  ,  ou  ce  qui  revient  au  jnême  mx'"  ^  KxK^'  ^CxC*""' 
4fof-fr-pxxx"^^  CxC^^  Kf^'dK.-\-tjxxx'^'KxKr"  C'-\ 
dC,  ou  enfin  mKCdx  '+-pxCdK  -i-  rxKdC  x  x*"'  K^'  C«— ', 
&  cette  expreflion  étant  la  difïërcnce  dex"*-  Hj  C*  eft  auffi  la  dif- 
férence du  produit  des  deux  fuites.  OtK=a'^l>x''-hcx*'',  ôcc' 
donciKssn^x"    '-+-2»r**"    *-H3»«'"~'S  &c.  xdxfdc  né- 

Pie  C  rrrr/H-J^x'^-^- AaT*"  +  W^"  >  &C.  doilC  JC  =  «f*'*~*H-  2«A.V 

^'^  '  -+-  jwjc^"  *,  &c.  xdxy  mettant  donc  les  valeurs  deKy 
dKy  CjdC,  dans  Texpreffioa  delà  différence  que  nctus  venons 
de  trouver^  nous  aurons 

rh  mbfx''^     mcfx^''^     mefx^''>xdx 

-+-    m^gx^""^    mcgx^''] 
rhpbfnx''-^  2pcfnx^''^  3pefnx^] 

^  pbgnx''^  2/^rç»;c^">x^x^  x  a?**""'  K'""'  C**"* 
Hh  fbhnx^^^^ 

Tirqagnx^ •+•  2qahnx^^ -h  3 qainx^^ i 

^qbgnx   ^'^^2qbhnx^''\xdx 
^  H-    qcgnx^''] 

&  c'eft  la  difFérence  du  produit  des  deux  fuftes. 

Cette  expreffion  peut  lërvir  de  formule  pour  le  produit  de  deux 
fuites  qui  ont  la  même  inconnue  dans  leurs  termes  &  élevée  au«t 
mêmes  puiffances» 

Soit  la  fuite  x"^  x/-|-  gx""^  hx^" ,  &c.  x  a^bx^'-k- cx^^^ex^"^ 
&c.  qui  eft  le  produit  de  deux  fuites  dont  Tunen'eft  quàlapre-» 

miere  puiflance.  Je  fuppofe  K  =  tf  •4r^x"-4-cjc*'*^j  &c*  &    par 

conféquent  K^  =  a -+-  bx^^cx^,Mc.  i  donc  ^^  K^  ^f^gx  * 
^^^hx^  y  ôrc.  eft  égal  au  produit  des  deux  fuites;  ainft  onzfx^ 

Kf^g,^-^  K^  Hr  AaT"***"  }L^,  &c-  je  prens  U  différence  de  ce 

Ggii; 
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produit,  êc  j'ai  mfx^^ ¥J dx -^pfx" K^^'  iK  H-  ^■^+r;^* 

•"■^•"K^*  4flC,  ou  ce  qui  revient  au  même»»/«'"~'KxK'-'i*i^ 


•^^ 

*l^+-I 


2Hhx 


K  at'^'  K^'  (JK ,  OU  bien  mfdxK-^pfxdK  -^  ^"^;^* 


K^"'^ ,  c'cft  rexpreflton  de  la  différence  du  produit  des  deux  fuir 


tes.  OtK:=a^bx  -^cx   j  âcc.  donc dK^^nlfx 


ancx 


h  snex^      ,  àic.xdxy  mettant  donc  ces  valeurs  de  K  £c 
de dJL dans lexpreflion  de  la  différence  nous  aurons 


mfhx 
pbfnx 


mfcx 
tipfncx 
tn'+-ngcx 
pgnbx 


lit 


^m^SLnhbx  " 
6c  c  eft  la  différence  des  deux  fuites* 


&c.  X  dx 
&c. 

àic.xdx  ^x 
&c. 

&c.  X  dx 


^P-i 


l'autre^  &  que  les  expofans.  des  termes  de  chacune  font- les  mê« 


mes« 


Ônpourroit  de  la  même  façon  trouver  la  différence  du  produit 
de  trois  fuites  de  4^  ;  de  5  >  &c. 
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CHAPITREII- 

XJJàge  du  Calcul  différentiel  pour  trouver  les  Tangentes , 
les  Soutangentes  >  les  Perpendiculaires ,  les  Souperpen-^  ^ 
diculaires  >  &  les  Jjymptçtes  des  courbes. 

i$.X  TNe  courbe  AMB  (  Tig.  7.  )  étant  donnée  avec  fon  axe 
\^  ou  un  de  fes  diamètres  TS ,  une  tangente  MT  à  un 
poim  M  y  une  ordonnée  MP  menée  du  point  d  attouchement  ^  ôc 
une  droite  MS  perpendiculaiie  à  la  tangecite ,  la  droite  TM  com- 
prime entre  le  diamètre  &  le  point  d  attouchement  fe  nommr^ 
tangente  y  la  droite  TP  cotnprife  entre  la  tangente  6c  l'ordonnée 
fenommey^/^;i^^;9^>  la  droite  MSfe  nomme  perpendiculaire^ 
&  la  droite  SP  comprife  entre  Tordonnée  &  la  perpendiculaire 
fe  nomme  fouperpendicHlaire. 

Prenons  une  autre  ordonnée /?m  infiniment  proche  de  l'ordon- 
née PM  &  plus  éloignée  du  fommet  A ,  du  point  M ,  menon» 
MR  perpendiculaire  fur /?m  ,&  nommons  AP*=*>  PM=^, 
donc  rp  =  RM  =^;c ,  &  Rm = <fy  i  or  les  ordonnées  PJyi ,  pm 
étant  infiniment  proches ,  le  petit  arc  de  la  courbe  qu  elles  cou- 
pent n  eft  pas  différent  de  la  petite  partie  Mni  de  la  tangente  ; 
ainfi  on  peut  regarder  cet  arc  comme  étant  une  ligne  droite  Mm., 
ce  qui  donne  un  triangle  reâangle  MRm  femblable  au  triangle 
reâangle  TPMj  coniparant  donc  les  côtés  de  ces  triangles^  nous 

aurons  Rm ,  MR:  :PM,  PT>  doac  ^,i»r :  rj^/^^PTexpref- 
^ion  de  la  foutangente  PI\ 

OrTA=TP— AP,  doncTA=^^'^^:c=^±=^cxptc£^ 

fion  de  la  partie  TA  comprife  entre  la  tangente  &  le  fommet. 
De  mêmpe  menant  la  droite  AN  parallèle  à  lordonnée ^  âc 
qui  par  conféquent  fera  tangente  au  fommet  A  de  la  courbe  ^  les 
triangles  femblablesMR  m,  TAN  donnent  MR  ,  Rm::TA> 

AN ,  donc  dx.dy:  : ^-^~'^^ ^ ^^  =  AN  expreffion  de  b 

tangente  au  fommet  comprife  entre  le  diamètre  &  la  première 
tangente. 
6  prolongeant  AN  en  O  jufqu^à  ce  qu  on  ait  AO^^PM^ 
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nous  aurons  NO=AO  ou  PM--AN=;^— ^ii±^=^ 

cxpreflion  de  la  différence  de  l'ordonnée  à  la  tangente  AO. 

Les  quatre  expreflions  que  nous  venons  de  trouver  font  tou- 
jours les  mêmes  quelqu'angle  que  les  ordonnées  faflentavec  le 
diamètre  ;  mais  les  fuivantes  fuppofent  que  cet  angle  foit  droit. 

Nommant  l'arc  AM  ==  n ,  fa  partie  infiniment  petite  Mm  com- 
prife  entre  les  ordçnnées^fic  que  nous  regardons  comme  étant  une 
petite  partie  de  la  tangente  fera  =  ^»>  &  à  caufe  du  triangle  re- 

(ftangle  MRm  dont  Mm  cft  Thypothénufc  ,  nous  aurons  Mm 

t=zdu=:i  dx^^dy"- ,  &  Mm=idu=  Vdx^-^dy^  (Texprefliond** 
eft  la  même  chofe  que  dxdx  &  fignifie  le  quarré  de  dbc ,  &  il 
faut  dire  la  même  chofe  de  dy^ ,  &c.  )  ;  or  les  triangles  fembla- 
bles  MKm ,  MPM  donnent  Rw ,  Mm  :  :  PM,  TM ,  donc  dy  > 

Vdx^'^ay^  iiy^j  v^^A'*-i-dy*= TM ,  expreffion  de  la  tangente 

TM. 

Les  triangles  femblftbles  MRm,  TAN  donnent  MR,  Mm 

:  :  TA,  TN ,  donc^jc,  )/dx-^dy^:  :  I^i=il^,e^îJ^ 

expreffion  de  la  partie  de  la  tangente  comprife  entre  le  point  X 
&  la  tangente  AN  au  fommet. 

OrMN=TM~TN,  doncMN=^v/5:ê^4r^  — ^-^ 

V^^^  =  ^  y/d^^dy^^^^^  v/^mT^^  ==  | 

\/dx^  -+-  dy^  expreffion  de  la  partie  de  la  tangente  comprife  entre 
le  point  a  attouchement  M  &  la  tangente  au  fommet. 

Les  triangles  femblables  MRm ,  PMS  donnent  MR  ,  Rm 

:  :  PM,  PS^  donc  dx^  dy::yy~=^FS  expreffion  de  la  fouperi- 

pendiculaire. 

Les  mêmes  triangles  donnent  MK,  Mm::PM,  MS  ,  donc 

dx^  Vdx^-^dy^  ::y,j^\^dx^^dy^  =  MS  expreffion  de  la  per- 
pendiculaire MS. 

OrAS  =  AP  +  PS,  donc  AS==:vH-^^==î^!î^ 

fion  de  la  partie  du  diamètre  comprife  entre  le  fommet  A  la 
perpendiculaire. 

Pe  même  TS.~=TP ^PS «^^ -h  f  -='—^1^  expref- 
fion 
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iîon  de  là  partie  du  diamètre  comprife  entre  le  point  T  où  aboutit 
la  tangente  ,  &  le  point  S  où  aboutit  la  perpendiculaire. 

Les  expreflîons  de  ces  lignes  étant  ainfi  trouvées,  il  s'agit  de 
les  déterminer  ,  &  pour  cela  il  faut  néceflairement  connoîrre 
*  équation  de  la  courbe ,  parce  que  fe  trouvant  toujours  quelque 
grandeur  connue  dans  cette  équation ,  on  en  prend  la  différen- 
tielle^ &  par  fon  moyen  on  détermine  les  grandeurs  cherchées 
«ûifî  qu  on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 

Déterminer  la  foutangente   dune    courbe    dont 
l'Equation  efi  connue. 

1 6.  Nous  ne  chercherons  dans  cet  article  que  la  foutangente 
des  courbes  pour  ne  pas  prefenter  aux  commençans  trop  d'ob- 
jets à  la  fois ,  ôc  nous  pafferons  enfuite  aux  autres  lignes  donc 
nous  venons  de  parler. 

Pour  la  parabole  quarrée. 

ij.  D'un  point  quelconque  M  pris  fur  une  parabole  AM  (Fîg^ 
?•  ) ,  dont  le  paramètre  ejl  connu  mener  une  tangente  â  cette  para-' 
bole. 

Suppofant  la  chofe  faîte  je  mené  l'ordonnée  MP ,  il  ëft  évident 
que  fi  je  trouve  la  foutangente  PT  je  n'aurai  qu'à  mener  du  point 
T  par  le  point  M  une  droite  TM  qui  fera  la  tangente  deman- 
dée ,  je  mené  une  autre  cycd^onnée  /?;7f  infiniment  proche  de  PM 
&  nommant  AP=a:  ,  PMï=  y  j'ai  Pi?=i=MR=^^;c  8c  Km  =  dy ,  les 
triangles femblables  MRw,TPM donnent Rm,MR::PM,  TP, 

doac  dyy  dxiiyy^-j-  =TP ,  qui  eft  lamême  exprefllon  que  nous 

avons  trouvée  ci-deffus  pour  la  foutangente. 

Maintenant  le  paramcttre  de  la  parabole  étant  connu  je  le  noin-î 

me^;or  par  la  propriété  delà  parabole  j'aiPM=APx^,  donc 
yy=^axj  &c  c'eft  l'équation  de  la  parabole  ,  j'en  prens  la  diffé- 
rence, ce  qui  me  donne  2ydy  =  adx  ,  d'où  je  tire  dx==~^^ 

&  mettant  cette  valeur  de  dx  dans ^  =  TP,  j'ai  — ==.TP;  or- 

yy  =  ax  mettant  donc  cette  valeur  dey  dans  ~  =  PT  je  trouve 

5*  ===TP^  c'eft-à-dire  la' foutangente  TP  eft  double  dé  l'abfciffc 

Hh 
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AP ,  &  en  effet  nous  avons  trouvé  la  même  valeur  de  la  foufan- 
gente  en  traitant  des  feâions  coniques  dans  notre  thcorii  &  pra- 
tique du  Géomètre ,  prenant  donc  AT  =  AP  je  mené  par  les  points 
T ,  M  la  droite  TM  qui  eft  la  tangente  en  M* 

Four  Us  autres  Paraboles. 

18.  L'équation  de  la  première  parabole  cubique  tRy^  =  aax, 
fa  différence  eft  3y^dy  =  aadx  doù  Ion  tire  ix==^-2lj:jôc met- 
tant cette  valeur  de  dx  dans^=TPona  ^— ==  TP  ,  &  met- 

tant  au  lieu  de  y3  fa  valeur  aax  on  a  ^x  =  T^y  c'eft-à-dire  la 
ibutangente  Tr  eft  triple  de  labfciffe  AP. 

Dans  la  première  parabole  du  quatrième  degré  Téquatîon  cû 

y*  xs:  M^Xy  ifa  différence  ^y^ày  ==^  a^dxy  donc  dx  =  ^^ ,  &  met- 
tant cette  valeur  de  dx  dans  V  =  TP,  on  a  ^'=TP  &  met- 

ay  ^  a* 

tant  au  lieu  de  ^3  fe  valeur  a^x  on  a  4x  =  TP  ou  la  foutangente 
quadruple  de  labfciffe. 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  que  dans  les  premières  pst- 
raboles  du  cinquième  ,  du  fixiéme  >  du  feptiéme  degré ,  &c.  la 
foutangente  eft  $x^  6xy'jXy  &c. 

L^équation  de  la  féconde  parabole  cubique  eft  y^  =  axx ,  fa 

différence  eft  sy^dy  ==  2axdxy  donc  dx  =  ^^^  y  &  mettant  cet- 
te valeur  de  dx  dans^  ^^  ^  ^  =TP  ;  &  mettant  au  lieu  àty^ 

fa  valeur  axx  on  aura  \  x  s=sTP^  la  foutangente  égale  a  trois 
moitiés  de  labfciffe. 

L'équation  de  la  féconde  parabole  du  quatrième  degré  eft  y^ 
^=aaxx  y  &  tirant  la  racine  quarrée  on  a  ^*=^*,  ce  qui  fait 
voir  que  la  féconde  parabole  de  ce  degré  fe  réduit  à  la  parabole 
ordinaire  y  ou  pour  mieux  dire  que  ce  degré  n'a  point  de  feconde 
parabole. 

L^équatîon  de  la  féconde  parabole  du  cinquième  degré  eftj?^ 

=^^ï^** ,  fa  différence  eft  $y^dy = aa^xdx ,  dpnc  dx = ^^  ,  & 
*^  ==  ^=  PT ,  &  mettant  au  lieu  à^y^  fa  valeur  a^xx  on  a  i  ^ 

Le  iîjdèmc  J^gré  ni  point  de  féconde  parabole ,  car  elle  fc-r 
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^oity^f=s:a^xx^  laquelle  par  Textraftion  de  la  racine  quarrée  fe 
réduit  à  ^î  =5=  a^x  qui  cû  la  première  parabole  cubique ,  &  on 
trouvera  que  les  degrés  pairs  plus  élevés  nont  point  de  féconde 
parabole ,  parce  qu'on  peut  toujours  les  abaifler  de  là  même 
façon. 

La  féconde  parabole  du  feptiéme  degré  efty=^^^*,  fa  dif- 
férence eft7y^=2tfW^,  donc  J*x:=^  6c  PT=^^=fc:^, 

&  mettant  la  valeur  a^x^  de  y^  on  a  PT  =  ^x. 

Et  on  trouvera  de  la  même  façon  que  dans  les  fécondes  pa^ 
«aboies  des  dégrés  impairs  plus  élevés ,  la  foutangeme  £Ôi»  >  ^ 

La  troifîéme  parabole  du  quatrième  degré  cûy^=axi  fa  dîf- 

férence  ^yidy^^ax-dx;  donc  dx^'jl^àLVT^-^==^,Qc 

mettant  axi  au  lieu  de  y^on  a  f  x=VT. 
La  troift^me  parabole  du  cinquième  degré  eûy^=a*x^,  fk 

diflërcnce  sy*ày=:^sa*xxdx ,  donc dx  =  f^^,   &  PT  =  ^^ 

=  r^  ,  &  mettant  a^xi  au  lieu  de^î  on  af  Afs=PT,  &  ainfî 
de  fuite  pour  les  autres  paraboles  à  l'infîm. 

Pour  k  Cercle* 

1  p.  Soit  propofé  de  meper  du  point  M  (  Tig,  $.  )  pris  ûir  la, 
circonférence  du  cercle  une  tangente  MT. 

Suppofant  la  chofe  faîte ,  je  mené  rordonnëé  PM ,  $c  l'ordon- 
née infiniment  proche  ftn  ;  &  nominaat  AP=«  ,  PM  =>' ,  je 

trouve  encore  -^  s=  TP ,  or  nommant  le  diamètre  AB  ==  ^  »ou* 

aurons  PBs=<i— »,  &  comme  la  propriété  du  cercle  donne 

PM=«  AP  X  PB ,  l'équation  du  cercle  eft  par  conféquent  ax — xx 

==)»y,  ôdàdilfêreAce  ^oix-r^ajcirassay^,  donc4«=?=;^:^ 

&  TP = ^  =  ■  ^*   ,  &  mettant  au  lieu  de  y*  fa  vdeur  ash-^x', 

on  aTP  =  ~~~~'='  rZT *  *  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^^  analogie  -jtf 
—*,«—*::*,  PT-,ou PO, BP::PA,TP ou OP,PA::BP, 
PT. 

OrTA=TP-AP^'?^--.x:="'--^-^'^^'^^'=.^ 


Hhij 
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d'où  Ton. tire  cette  autre  analogie \a  —  x,x::\af  TA  ; ou-OP ^ 

PA: :  OA ,  TA  &  OP,  OP-t-PA : :OA ,  OA-i- TAouOP^ 

OA::OA,OT. 

Pour  les  cercles  des  degrés  fip/rieurs. 

t  ao.  L'équation  du  premier  cercle  du  troifîéme  degré  eft  ax*- 
I — xi  =yi ,  c'eft-à-dire  le  cube  de  l'ordonnée  PM  eft  égal  au 
quarré  de  rabfcifle  AP  multiplié  par  PB ,  fa  différence  eft  ^.axdx 

&  mettant  au  lieu-  de^3  fa  valeur  ax^ — jc3  on  aura  PT  =  ^^_^\\  ' 
:=  ^^ "^rrZI^^  d  ou loatire  cette  analogie  Y  a — Xy,a — ^x 


OrTA=TP~-PA  =  ?=:!:;-:t=="^^':"""^^^"^^^=^ 

tfoù  Ton  tire  cette  analogie  fa — x^xi:\ay  TA. 

L'équation  "géhérale  pour  \zs  premiers  cercles  de  tous  les 

degrés  eft  ax"^ — x'^'^^=y^'^'  ;  (  Fexpofant  m  fignifie  tel 

nombre  entier  que  Ton  voudra  ) ,  fa-  différence  eft  mnx^     ^  dx 

^i^r+:ix'^Jx=^^^^  donc  dx=-^^^'^-^&c 

T^='-Z'='-^^''^—.  ^,  omettant  au  lieu  de  y^S   Ik 
valeur  aA:*"  —  Af"-^^on  auraTP==^^^^"'"~^^^''— , 
oi  »2=:  c  on  aura  1  r  = =  —  —  =  7 1 

^  5^**  —  ^xS  U  — 6x  i« — * 


84:r7 8x»  2ax — 8x*  «» xx 

a  xjr  = 

&  ainfi  des  autres. 

,   Deforte  que  dans  tous  les-preraicrs  cercles  à  Pinfihi  1  expreflîon 

e TP  eft i— ;,.Tpr ,. XT^,  ±7r7,ï7=7'  &c-  &  i'«- 

iT J^'TA  ^/i     T^^  J^x  ^ax  7  4X  i»^ 

la-^x  9fa^x>lê^x  *  ±M  —  x^  ia  —  » 


Si  w  =  7  on  aura  TP  :^^  — - — — =  ^ ==  7    — - 

jax^ — 84x7  7a  — 8x  t* — * 


éLC 
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L'équation  générale  pour  les  cercles  féconds  ,  troifiémes, 

quatrièmes  ,  &c.  de  tous  les  degrés  eft  j^^"*""==x'^  x  a-+-x"  , 
8c  on  pourroit  la  faire  fervir  pour  les  premiers  de  tous  les  de- 
grés en  fuppofant  w  :=:  i  ,^  fa  différence  eft  w  -t-  njT  "  ^  dy 
s=^  mx^'~^  X ^ -h  x"  X  dx-^nx^x  a  —  jc"  "^  ^  àx  y    donc  dx 

«=    ^^r"*ll^ ^   ,,^1, — ; ,  &  mettant  cette  valeur  de  dx 

.Jans  PT  =  f  onauraPT=:— — il:^"t" .     .^^ 

mettant  au  lieu  à^y^'^^  fa  valeur  ^"'x  a  —  x    on  aura  PT' 

^7^,  &  divifaiule  numérateur  &  le 


m-f-iix*"'xrf  -  y" 


!»*"•"■' X  4"^=^"  -  n*"*  X  r=^'' 


W-f-JIXilX- 

—  *JC 

m«      wi*  - 

-nx 

.,     m-*-iix«- 

—  «4P 

J9M  —  m*  - 
nax 

-II* 

dénominateurparx'"-"'  x  J^IT]?""'  onauraPT='"-+-l!^^î=î 

ma  —  mx^  nx 

max  —  mxx  -+-  nax  —  fixar  —  max  -4-  mx*  H-  nxx 

X= ^ ' ' • 

I  ma^mx  ^nx 

Pour  rEllipfe. 

ao.DanslTElirpfe  (  Tig.  lo.)  nommant  AP=^,PM=^,  Taxe 
ou  le  diamètre  AB  =  ^,  &  le  paramètre  de  cet*  axe  =/? ,  Té^ 

quation  fera  — =^awc  —  xxy  &  fa  différentielle  [QïdL^^^=adx 
>—2xdx  ;  donc  ^*  =î=  -^-^  ;  or  PT  ==^  Vi  donc  en  mettant  la 
valeur  de  dx  nous  aurons  PT  =  ^^ —  ,  &  mettant  encore  au^ 

«eu  de  ~  la  valeur  ^jc--—  xx  •  nous  aurons  — — —  =  t— ~i=PT 
de  même  que  pour  le  cercle. 
Donc  TA=  TP— AP=x , —  x^e=^ —  ,  d oùFon tîre^ 

^a^x  -a^x 

\a — Xj  X  ::iay  AT;  ou  OP^  PA::OA,  AT,  &  par  confé- 
quentOP,OP-HPÂ::OA,OA-hAT,ou::OP,OA,OT^ 
&  c  eft  effectivement  la  même  proportion  que  nous  avons  trour 
jré  dans  les  ferions  coniques» 

Hhiii 


«4^  Le  Calcul  Différentiel > 

Vour  les  Ellipfes  des  degrés  Jùpériewrs, 

2*.  L'équation  générale  pour  les  premières  Ellipfes  de  tous 

les  degrés  eft  dl^  =  «*"  —  x""^' ,  fa  différence  "V^^  'J^^r 
f _       t 

doncPT  =  ^=- ry  '^^^ ,  &  mettant  au  Ueude 

s:!!!  fa  valeur  fl;e'"  —  «•"-*-»  ooaura  PT  =^^'^^'?^ 

Si  m==3,  on  aura  PT=='î^4^=:i2L;=,l'fj^ii!=^X^- 
01  m  =  4 «  on  aura  r  1  ==  — r — ^  .  ±=  --• — 7—  — 4^  '     «  oc 

^'  44jf  3—5x4  44  —  5x  j4  — «y 

ainiî  des  autres ,  ce  qui  fait  voir  que  PT  eft  le  même  à  regard 
des  Ellipfes  &  des  cercles  de  tous  les  degrés. 
L'équation  générale  des  Ellipfes  fécondes  ,  troifîémes,  &c. 

de  tous  les  degrés  eft  ?? 1  =^x^x  a—  x  à  laquelle  on  pour- 

roit  rapporter  Téquation  des  premières  Ellipfes  de  tous  les  de- 
grés en  fuppofant  w  =  i ,  &  on  trouvera  la  foutangente  de  cha- 
cun de  ces  degrés  de  même  que  ci-deflus  pour  les  cercles. 

Pour  f  hyperbole  rapportée  à  fis  diamètres. 

22.  Dans  Thyperbole  (  Fi£.  n.  )  nommant  le  premier  axe  ou 
diamètre  AB = ^ ,  le  paramètre = p ,  TabfcifTe  AP  =  x  ^  Tordon- 

»ée  PMe=jf ,  nous  aurons  PT=^  ;  or  par  la  nature  de  l'hy- 
perbole BA,/^::  APxBP^FA,  donc -FM  =APx  BB,  fie 
par  conféquent  réquationeftij/j^  =  ^:c-+-A;jc,  &  fa  différence 
':;ydy^adx^2xdxidoncdl^^^^.6L  ?T=^=^; 
6c  mettant  au  lieu  de  -  y*  fa  valeur  ax  -+-  xx  nous  aurons  PT 

OP,  BP::AP,'PT. 
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Or  TA=.TP_.AP=:i±iï- *=:^,donci^-f.;., 

xi.ia,  TAjouOP,  APrrOA,  TA,  donc  OP,  OP  — AP 
::OA,OA  — TAou::  OP,OA,OT,&  c'eftlamême  pro- 
portion que  nous  avons  trouvée  dans  les  ferions  coiûques. 

Pour  les  hyperboles  des  degrés  faperieurs* 
23.  L'équation  générale  des  premières  hyperboles  de  tous  les 

degrés  cftj-/"^ ':=<«'" H-*'"-*-'    fadiffércnceeflEElsIlir 
'  '  t 

=w<7*"—  '  «/«-h^H^T*"^*,  donc(/*= — -Z^^-i!!^^sr~- 

dpnc  PT  ^'~ Ztl"^— ,  &  mettant  au  lieu  de  J 

y *"■*-*  ik  valeur  a*'"4-*"-^  '  on auraPT===^ïï^T=±^^^^' 

adnfî  de  fuite ,  de  forte  que  pour  toutes  les  premières  hyperbo- 
les  a  1  infini  la  valeur  de  PT  fera  »     .  ,  >  «TITT  î  j— T~ ,  r-r^ 

7«-+-*      -j-tf-h»     -ja-hx/ -j-uH-* 
&C. 

L'équation  générale  pour  toutes  les  hyperboles  fécond  es  ^  troî- 
fiémes  y  quatrièmes ,  &c*  de  tous  les  degrés  eft  ^  j/*"  "^^  "  =t  jc"* 

X  tf  -+•  **  qui  pourroit  fervir  pour  les  premières  hyperboles  en  fup- 
pofànt  n  =  I  ^  &  on  trouvera  les  foutangentes  dje  ces  degrés  de 
même  que  ci-deffus  pour  les  cercles. 

Tour  V Hyperbole  entre  fis  AJymptotes. 

24,  Soit  propoféde  mener  du  point  M  {Pfg*  i^.)  y  pris  fur 
une  hyperbole  entre  k$  afymptotes ,  une  tangente  TM. 

Suppofant  la  chofe  faite  >  je  mené  l'ordonnée  MF  parallèle  à 
Tafymptote  oppbfée  OS ,  la  droite  HA  tirée  de  l'extrémité  du 
premier  axe  à  i  extrémité  du  fécond  >  l'ordonnée  mp  infiniment 
proche  delordonnée  MF,  &  nommant  EA= a,  OFs=;r;,PM 


2^9  Le  Calcul  Différentiel;; 

s=y  t  j'ai  P^  = — ix ,  &  Rw  =  iy ,  à  caufe  que  i'abfciffe  OP  di- 
minuant ,  Tordonnée  MP  augmente  ;  les  triangles  femblables 
MRw  ,  TPM  donnent  wR,  RM  ::MP  ,  PT,  donc  dy^dx 

Or  par  la  propriété  de  Thyperbole  OP  x  PM  =  EA>  donc 
yx=^aaçSi  Téquationde  Thyperbole  entre  les  afymptotes.  Pre- 
nant donc  la  différence ,  ')2ô.ydx'^xày=^Oy  oayax  = — xdy 

Ôc  ^;c= — —  ,  &  mettant  cette  valeur  de  ^;c  dans. —  ^.'=PTj 

j*ai-f-^=PT,  c'eft-à-dire,  PT  eft  égale  à  rabfciflc  PO,  mais 
elle  doit  être  prife  fur  le  prolongement  de  OP  ou  du  côté  oppofé 
^origine  O  à  caufe  du  fîgne  moins  qui  fe  trouve  dans  dx. 

L'équation  de  toutes  les  premières  hyperboles  de  tous  les  de- 
grés prifes  entre  les  afymptotes  ôc  x  xy^=  cT^^  y  fa  différence 
eft^^  dx  -♦-  mxy^      i/y  =  o ,  ou^**  dx=^ —  mxy^    ^  dy  ,  donc 

dx=^ ^^-— — -  y  &  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  —  ~ 

=PT,  j  ai  PT  =  -4-  -2^  =  +  mx. 

Sim  =  2  ,on  auraPT=-h2;c,fi/w=5  ,  doncPT=4-3^ 
&  ainfide  fuite  dans  Tordre  des  nombres  1.2.  3.4.  &c. 

Uéquation  des  hyperboles  fécondes^  troifîémes^  quatrièmes , 
&c.  de  tous  les  degrés  prifes  entre  les  afymptotes  eft  x^y'^ 
s=  a'^^  laquelle  peut  fervir  pour  les  premières  en  fuppofiini:  /»=  i , 
fa  différence  eft  ny^x^       dx^mx^y*"'~^  dy^^=^o  y  ou  ny^x*"^^  . 
^a:=>— mjc^y'^"^^  dy ,  donc  dx  ^^rff^^^^ ,  &  mettant  cet- 

Hy     X 

te  valeur  dcJx  dans  dans  PT= V  y  j^  trouve  PT  =  -h— 

ay  *  '  n  • 

Sim=3&»  =  2,  x)n  auraPT=''4--|-Ar, 

Sim=  5  &  »=  5  y  on  aura  PT =-+- jc,  ce  qjiî  fait  voir  qjic 
cette  hyperbole  eft  la  même  que  l'hyperbolp  ordinaire ,  ^  en 
effet,  fon  équation  eftjf3^3=?=^^,  laquelle  fe  réduit  \  xy=^aa 
en  tirant  la  racine  cubique. 

Siw==4^«==3^  onau»PT  =  4-^:v*  ficaiofidesautrcs, 
.à  l'infini. 
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Pour  la  Ciffbïde, 

a;,  pu  point  M  par  où  il  faut  mener  la  tangente  (Fig.  13.)  je 
mené  1  ordonnée  MP  que  je  prolonge  jufqu'à  la  circonférence 
du  cercle  générateur  en  Q  ;  je  mené  une  autre  ordonnée  mp  in- 
finiment proche,  &  nommant  le  diamètre  AB=a  l'abfciffe  AP 
=*,  l'ordonnée  MP==^,  jaiPB=a— *,  PQ  =  t/^:?I=ir^ 
a  caufe  quePQ  eft  moyenne  proportionnelle  entre  A?=x,  Se 
rB=a—xiMK==dx,mK=dy. 

Les  triangles  femblables  mRM,  MPT  donnent  wR,  MR;  : 

MP ,  PT,  donc  dy,dx::y,'±=?Ti  'or;par  la  propriété  de  la 
^iff«>ï^^^2iiBP*  PQ  :  :  PQ,  PA  :  :  PA,PM,donc  a-x,  V^^^^^x 
::x,  *  2_J'-  =PM,  donc_y=î^^^,  &  quarrant  chaque 
membrejK>r=-£l=^,  &  divifant  le  numérateur  &  le  déno- 
minateur du  fécond  membre  par  ^  —  x  on  aura  yy=-^  qui  eft 
Téquation  de  la  ciffoïde  ;  prenant  donc  la  différence  ,  on  aura 

&  mettant  cette  valeur  dans  '—  on  aura  PT=  ^''^jy— 44xjy-t-tx>y> 

dy  jaxx — 1*3  > 

&  mettant  au  lieu  de_yy  fa  valeur  -^  oki  aura  PT 

Saax^  —  ^ax^^zax^^zx^  ~    ^aa  —  ^ax^ix^    ^  ^  dlVliant  le  nU- 

mérateur  &  le  dénominateur  par  a—x ,  on  aura  PT  =  *-^^^^^'^? 

AX  — ^  XX 

=Xa—x'^  d'oùlontire  cette  analogie!  «—;»?,  <i— .*:::c,PT, 

ainfi  prenant  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  i« 
rr-x,  a — Xf  &A?,  OH  aura  la  foutangente  PT. 

Foytr  la  Conchoïde, 

_  26.  Du  point  M  par  oii  il  faut  mener  la  tangente  {Fig.  14.) , 
je  mené  la  droite  MC  au  pôle  C,  l'ordonnée  PM  &  une  autre 
ordonnée;;»»  infînimem  proche ,  &  nommant  AP  =  a: ,  PM=y, 
AB=MD=a,  BC  =  /^,&CM=z,  j'ai  P/;=iA:=RM, 
mK=^dy  ,  PB=AB— AP=a  — ;e  ,  &  PC  =  AB-h  BG 

li 


n^o  Le  Calcul  DifriRENTiEL, 

— AP = <H- ^  —  X ,  d'où  je  tire  comme  auparavant  PT  ==^«. 
Maintenant  comme  Téquation  de  la  conchoïde  que  nous  avons 
avons  donnée  dans  le  Chapitre  III.  du  premier  Livre ,  eft  extrê- 
mement longue  &  cmbarraflante  pour  le  cas  prefent ,  nous  tache- 
rons de  nous  en  paffer  en  cette  fone.  Je  fois  pour  abréger  a—x 
=r,  donc — dx^^dr  ,  ôc  fâiiànt  de  mèmta-i-b — *=j,  j'ai 
<—dx=ds,  cela  pofé. 

^  A  eaufç  des  parallèles  PM,BD,  j'aiPB,  DM::PC,  CM, 
donc  r,  a::  s,  z,  6Lrz  =  as,  donc  rdz'^zdr=ads  ,  &  met- 
tantla  valeur  — dx,  de  dr&i  de  ds,  j'ai  rdz — zdx= — adx,  ou 
rdz=zdx—adx,^onjeùtQdz7=^~^  ,  première  valeu« 
de  dz. 

Dans  le  triangle  redangle  CPM  j'ai  CM  =  î^-lrTC  ou  z* 
s=^»-l-j»,'&  prenant  la  différence,  j'ai  2zdz=2ydy-+-2sdsr 
&  mettant  la  valeur  —  dx,  de  ds,  j'ai  2zdz=  2ydy — 2sdxf  ôc 
dz  =  îZ^lzzlii»  =  y±=llé!! ,  féconde  valeur  de  dz. 

Je  compare  les  deux  valeurs  de  dzy  ^  ^~^  x_^y  y-^t  ^  ^ 
multipliant  tout  par  r  &  par  z,  j'ai  z^dx — azdx=^rydy — rsdx^ 
d'où  je  tireiiA:==  ^  ^^  i_^  . 

Je  mets  cette  valeur  de  dx  dans  PT  =^  ce  qui  donne  PT 

s=  — — ^^       ,  ou  bien  en  mettant  la  valeur  z^^^i^  de  y^\  VaiPT 

:=  Ijl^!^y^>  d'où  je  tire  cette  analogie  z^ — az-^rs  ,  z^ — s^ 

:  :  r  :  :  PT  y  c*eft-à-dire  que  faifant  Un  quatre  égal  à  x* — az^rsy 
&  un  autre  égal  à  ^* — J*  >  &  exprimant  enfuite  les  rapports  de 
ces  quarrés  en  lignes  que  nous  nommerons  mytiy  nous  aurons^ 
myHiiry  PT,  ou  PT  quatrième  proportionnelle  aux  trois  li- 
gnes m  ,  Ky  r. 

Pour  mener  une  tangente  du  point  N  à  la  conchoïde  inférieu- 
re y  je  mené  Fordonnée  NO ,  &  une  autre  infiniment  proche  w, 
&  la  petite  perpendieialaire  Nr.  Du  pôle  C  par  le  point  N  je  me- 
né la  droite CNV,  &  nommant  BC=by  NV  =  AB=^,  CO 
=  ;c,  ON=;^  ,  CN  =  z  ,  y^iOo  =  Nt  =  dxy  tn=dy  y  BO 
x=b — Xy  CV  =zH-  à  y  &  les  triangles  femblables  ^N» ,  OYN 

4ne  donnent  la  foutangente  OY  =  7^*^ 
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Je  fais  pour  sd>reger  BO = ^ — *?  =  ^  >  ^^^^  — dx=daf  Se 
Êûfantaum  z-+-a=l  doac  dz=dL  Or  à  caufe  des  parallèles 
BV,  ON,  j'ai  BO,NV::  BC,CV,  ouq,a::b,l,  donc  ql 
=c:ab,  Sx.  qdl-+-ldq=o,  ou  qdl= — Idq ,  6c  mettant  la  valeur 
—  ^AT ,  de  i^ ,  &  la  valeur  dz  ,  de  dl,  j'ai  -\-qdzr=i^  Idx,  d'où 

je  tire  <fe  ==  ■+■  ~ ,  première  valeur  de  dz. 

Dans  le  triangle  reaangle  NOC  j'ai  CN=NO-hCO,  ou 
5-»  sB=jj^*  ._j.  x^ ,  donc  azdla  =  2ydy  H-  20:^* ,  d'où  je  tire  dz 

^^2^±i;±^yÈ!±J!t^kcoxiàQ\7àtMtàçdz. 

Je  compare  enfeiiible  ces  deux  valeurs  ,  ce  qui  donne  — 
^^yiy-^xdx ^  &  multipliant  tout  par^  &  par  z  ,  tzdx=z^dy 
-^qxdxy  ou  Izdx  —  qxdx=^  qydy ,  d'où  je  tire  dx=  ^^7^  ^  & 
mettant  cette  valeur  de  dx  dans  OY  =  j^ ,  fai  ^-^^  >  &  met-., 
tant  au  lieu  de  jjy  fa  valeur  22 — xx^  j*ai  OY  =  *^^^^« 

P^ttr  /^  Cycloïde. 

27.  Du  point  M  (F/>.  ly,)  d'où  Ton  doit  mener  la  tangente  , 
je  mené  l'ordonnée  Mr  parallèle  à  la  bafe  CB ,  &  l'ordonnée  mp 
infiniment  proche..  Du  point  P  où  lordonnée  MP  coupe  la  cir- 
conférence du  cercle  générateur,  je  mené  PK  tangente  à  cette 
circonférence.  Il  eft  évident  que  la  droite  qui  doit  toucher  la 
oycloïde  au  point  M,  coupera  la  tangente  PK>  au  point  T, 
à  caufe  que  lextrémité  M  de  Tare  AM  eft  plus  éloignée  de 
f axe  BA  que  l'extrémité  P  de  l'arc  AP.  Le  petit  arc  Vp 
éxzïit  infiniment  petit  peut  être  confideré  comme  étant  la  conti- 
nuation de  la  tangente  KP  ^  c'eft  pourquoi  menant  du  point  M 
la  droite  MR  parallèle  à  KP,  j'ai  R/?  =  MP;  de  même  Parc 
infiniment  petit  Mm  de  la  cycloïde  pouvait  être  regardé  com- 
me une  ligné  droite  qui  feroit  le  prolongement  de  la  tangente 
TM ,  le  pctk  triangle  MRm  eft  femblable  au  triangle  TPM  ; 
cela  pofé. 

Je  nomme  l'arc  AP  ==  x  ,  l'ordonnée  MP  =^y  ;  donc  Vf 
tt=MR=iji:,  mR=B=^.  Qrles  triangles  femblables  mRM, 

MPT  donnent  mR,  RM::MP,  PT,  donciy,  àx-r.y,^^ 

=  PT-  liij        ^ 


l 
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Maïs  par  la  propriété  de  la  cycloïdc  la  dcmi-circonférencc 
APB  eft  à  lare  AF ,  comme  la  bafe  CB  eft  à  l'ordonnée  MP> 
nommant  donc  la  demi-circonférence  APB =^,  labafeCB=^, 

nous  aurons  a  ^  ;c  :  :  ^ ,  —  =  MP  ;  donc^  =  *  eft  1  équation  de 

lacycloïde.  Prenant  donc  la  différence  ,  j2ddy  =  j  dx  y  6l  dx 

=  ^  iy ,  &  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  PT  =^^^  yh9^j  y 
=  PT,  d où  je  tire  by  aiiy^Vj]  c eft-à-dirc  la  foutangcnte 
PT  eft  quatrième  proportionnelle  à  la  bafe  CB  ,  à  la  demi-circon- 
férence ATB  &  à  l'ordonnée  MP ,  où  il  faut  remarquer  que  cette 
proportionnelle  PT  eft  égale  à  Tare  AP  ;  car  l'équation  étant  ^ 

=  ^  X  y  multipliant  par  ^  &  divifant  par  b  on  aura  |;  ^  =:  at  ,  &  par 

çonféquent  PT=^^=5r. 

Sia==by  ce  qui  arrive  dans  la  cycloïde  ordinaire  i  on  aura 
TP=^j  &  par  çonféquent  menant  la  tangente  PK ,  &  prenant 
fur  PK  la  partie  PT  égale  à  PM ,  la  droite  PT  fera  la  foutangente. 
Or  en  ce  cas ,  fi  Ton  mené  la  corde  PA^  cette  corde  fera  parallè- 
le à  la  tangente ,  car  TP  étant  égale  à  Tare  P A  eft  égale  à  PM 
donc  l'angle  externe  TPQ  vaudra  le  double  de  l'interne  TMP  ^ 
mais  les  angles  KPA,  APQ  font  égaux,  car  le  premier  vaut  la 
moitié  de  l'arc  PA  &  l'autre  la  moitié  d'un  arc=  PA,  donc  l'an- 
gle APQ  eft  égal  à  Pangle  TMP  ^  donc ,  &c. 

Si  au  lieu  du  cercle  générateur  on  avoit  une  autre  courbe  Algé- 
brique dont  on  fçût  mener  la  tangente  PK  ,  comme  par  exem- 
ple, une  demi-parabole  APQ  (Fig.  1 6.)  &  que  le  rapport  de  MP 
a  l'arc  PA  fût  comme  la  bafe  Cfi  à  la  courbe  QA  ,  nommant 
comme  ci-deffus  la  courbe  QA =a ,  &  la  bafe  AB =^ ,  l'équa- 
tion de  la  courbe  AMC  feroît^  =  -ï  ^  &  conftruifant  de  niêmc 
que  ci-defTus  les  triangles  femblables  mRM ,  MPT,  donneroient 
PT  =  ^  ,  ainfi  prenant  la  différence  de  l'équation^  ^^J^  ^^^^ 
aurions  dy=:^jdxy  &cdx  =  jdyy  &  mettant  cette  valeur  de  dx 

dansPT=~,  nous  aurions  encore  PT=^j^=  a:  j  &  fuppo- 
fant^  =  ^,  nous  aurions  FT=y  ,  &  fi  Pon  vouloir  que  le 
rapport  de  j^   à  ;v  fût  exprimé  par  la  raifon  bb  y,   aà  y  oa 
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auroit  aay  =  hhx^  &  Téquation  feroit^=;j^A:  dont  la  différence 

feroitiy  =  ^^;c,donc  ^A;===.giy ,  &  PT=2^^  =  g^,  ôcainfî 

des  autres ,  ce  qui  fait  voir  que  fi  l'on  a  une  courbe  dont  l'on  fâ- 
che mener  la  tangente ,  &  une  féconde  courbe  dont  les  ordon- 
.  nées  ayent  un  rapport  connu  aux  arcs  de  la  première  courbe  on 
pourra  toujours  mener  une  tangente  à  cette  féconde  courbe. 

Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parler  de  TEpicycloïde  qui  eftune  cour- 
be formée  par  un  point  de  la  circonférence  d'un  demi-cercle  qui 
roule  fur  la  circonférence  dun  autre  demi-cercle,  mais  comme 
l'équation  de  cette  courbe  eft  trop  longue  &  trop  embarraflante 
par  la  méthode  préfente  ,  nous  en  parlerons  dans  un  autre  en- 
droit où  nous- en  détaillerons  toutes  les  propriétés.. 

Vour  la  Spirale. 

2S.  Du  point  M  (Fig.  17.)  où  il  faut  mener  la  taHgente ,  \c  me- 
né l'ordonnée  MP ,  &  une  autre  ordonnée  Wji? infiniment  proche, 
ces  deux  ordonnées,  comme  on  fçait,  aboutiront  au  centre  P, 
de  la  fpirale  ;  du  centre  P  &  du  rayon  PM ,  je  décris  un  arc  MR  , 
cet  arc  étant  infiniment  petit ,  peut  être  regardé  comme  une  por- 
tion d'une  ligne  droite  qui  le  toucherait  en  M .  &  par  conféquént 
Fangle  MRm  eft  droit  ;  jélcvc  en  P  la  perpendiculaire  PT  fur  la- 
quelle la  tangente  MT  ira  aboutir.  Enfin  prolongeant  Pl^I ,  Pm , 
jufqu^à  la  circonférence  du  cercle  en  O  &  en  t^,  je  nomme  PM 
=^,  la  circonférence  du  cercle  générateur = ^ ,  Tare  AC  =  x  , 
donc  Oo  =  dx&i  Km  ==  ^  ,  je  nomme  auffi  le  rayon  OP  =  t. 

Les  feâeurs  femblables  OPo ,  PRm  donnent  OP  ^Oo::  PM, 

MR, donc  c^dx::yy  ^=MR  ;  maintenant  le  petit  arc  de  la 

fpirale  wM  étant  infiniment  petit  peut  être  pris  comme  une  li- 
ligne  droite  faifant  partie  delà  tangente  MT,  &  par  conféquént 
le  petit  triangle  mKM  eft  rcSangle ,  d'autre  part  l'angle  PmM 
eft  égal  à  l'angle  PMT  ,  car  fi  à  l'angle  PMw  on  joint  l'angle 
PMT  leur  fomme  vaudra  deux  angles  droits  ,  &  fi  au  même 
on  joint  les  deuxMwP,  MPm,  leur  fomme  vaudra  auffi  deux, 
angles  droits  ,  donc  PMT  eft  égal  à  M;wPh-MPw,  &  par  coa- 
féquent  la  différence  de  l'angle  PMT  à  l'angle  M;wP  eft  l'angle 
MPm,  mais  l'angle  MPm  eft  infiniment  petit ,  donc  les  angles 
PMT ,  MmP  font  égaux  puifqu'iis  ne  différent  que  d'une  graa- 

li  iij 
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deur  infiniment  petite  ;  donc  les  triangles  rcûangles  MRm/TTM, 

font  fcmblables. 

Comparant  donc  enfemble  les  côtés  de  ces  triangles  nous 

aurons mR,  RM  :  :  MP,  PTou  iy/A  :  :^,^=PT. 

Or  par  la  propriété  delà  fpirale  nous  avons  la  circonférence 
du  cercle  générateur ,  eft  à  Tare  AO  comme  le  rayon  PO  àTor- 
donàée  PM ,  donc  a,  x  ::  c  ^y  y  àc  par  conféquent  ay=^cx  eÛ 
Féquation  de  la  fpirale ,  ainfi  prenant  la  différence  de  cette"  équa- 
tion, j*ai^^  r=cdx,  Qc  jdx:=—y  je  mets  cette  valeur  de  dx 

dans  ^  =PT,  ce  qui  donne  PT=  —  ,  &  mettant  au  lieu  de 

cdy  '1  ce  W 

ay  fa  valeur  ex  ,  j'ai  PT  =  j  ,  d  où  je  tire  cette  analogie  yC  ,x 

:  :y  j  PT,  c*eft-à-dire  la  foutangente  fT  eft  quatrième  pro- 
portionnelle au  rayon  c  du  cercle  générateur  à  Tare  AO  &  à  lor- 
donnée  PM. 

Si  Ton  vouloit  mener  une  tangente  au  poim  A  où  la  fpirale 
coupe  la  circonférence,  du  cercle  générateur,  alors  Tordonnéc 
y  feroit  égale  au  rayon  r ,  &  Tare  x  (eroit  égal  à  la  circonférence 
parce  que  la  fpirale  n'arrive  en  A  que  lorfque  le  rayon  c  a  décrit 

toute  fa  circonférence ,  ainfi  on  auroit  PT  =i=  ^  =  —  =  ^ ,  c'eft- 

'  c        c  ^ 

à-dire ,  la  foutangente  feroit  égale  à  la  circonférence  du  cercle , 
d'où  Ton  voit  que  fi  Ion  pouvoit  trouver  une  manière  géométri- 
que de  mener  une  tangente  à  la  fpirale ,  on  auroit  une  ligne  droi- 
te égale  à  la  circonférence  du  ceick  ,  &  par  conféquem  laqua** 
drature  feroit  trouvée* 

Pour  toutes  Us  Spirales  à  {infini^ 

ap.  Uéquation  des  fpirales  de  tous  les  degrés  eft  dTy^^rrrJ^x^^ 
fa  différence  eft  nsTy^^  dy  =  mc^x^'^^dx.  donc d!y=  *''  i ,,!    / 

&  mettant  cettevaleur  de  i/ArdansPT  =  515  nous  aurons  PT 

cdy 


ne 


^fi  ro~T  ^  ^  mettantauiieudea'"j^*'fa  valeurs  x    nous 


j»j*^     ^ 


iiurons  PT=    ZHL^.^-' 


_  J 
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Pour  la  Spirale  parahlique. 

30.  L*équatîondc  cette  fpîralc  eftj^*  ±=ax^ÙL  différence  cft 
aydy^adx,  donc^x==Ç&PT==^^  =  '^-  &  mettant  au 

Ucuàcy^ fa  valeur  ax,  or  aura  PT3=  *-^  . 

Pour  la  JpiraU  Logarùhmiquf. 

5  !•  Je  fais  la  même  conftruôion  que  pour  les  autres  fpîrales  ; 
&  nommant  PO  =  c  (  Fig.  17*  )  Tare  AO  =  a?  l'ordonnée  PM 
^^y  y  j'ai  0$:=:dx^  Km  =dy,èL  je  trouve  comme  auparavant  PT 

Je  mené  une  autre  ordonnée  PQ  6c  fon  infiniment  proche 
Tq,  &  nommant  PQ  =  2;,  lare  AON=»  j'ai  ql=dzy  & 
î{n=dti  ;  ainfi  menant  une  tangente  au  point  Q  fa  foutangentc 

Or  il  eft  vifîble  que  0^=^  N»>  &  par  conféquent  les  quatre 
arcs  AO^  A^,  AN ,  An  font  en  proportion  arithmétique ,  donc  x  , 
x^dxiiUyU'+'dui  mais  par  la  nature  de  cette fpirale  quand  les 
arcs  font  en  proportion  arithmétique,  les  ordonnées  PM>  Pm, 
PN,  P»  font  en  proportion  Géométrique  dont j^ ^y^^dyiiz, 

z^dz y  &  divifant^,  3y::Zydzy  donc  j^  =  £ ^  &  divifant  par 
r,  ^  =  ~  ^  &  multipliant  le  premier  membre  par  dxy  &  le  fé- 
cond par  du  égal  ^  dx  on  z  ~  =^-^i  mais lafoutangente  PT  eft 

j^  X  ^  &  la  foutangente  Pf  eft  2;  x  ^^  ;  donc  ces  deux  foutangentes^ 

font  entr  elles  comme  j^  eft  à  x  ;  c  eft-à-dire  PT ,  P;  :  :  PM ,  PQ , 
doù  il  fuit  que  les  triangles  reâangles  MPT,  QPr  font  fembla- 
bles ,  &  que  dans  cette  fpirale  l'angle  TMP  feit  par  la.  çingente 
MP  &  par  une  ordonnée  rM  eft  toujours  égal  à  l'anigle  t  QP  fait 
par  une  autre  tangente  Qt  &  une  autre  ordonnée  PQ. 

Comme  il  n  eft  pas  poffible  de  faire  évanouit  les  différences  dy  > 
dz  dans  les  expreiTipns  des  ibutangemes  PT,  Pr,  on  ne  peut  pas 
non-plus  trouver  les  valeurs  de  ces  (butangentcs  du  moins  par 
le  fcul  calcul  différentiel  ;  nous  verrons  dans  la  fuite  ce  que  le 
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calcul  intégral  pourra  nous  apprendre  la  delTus. 

Pour  la  Logarithmique. 

32.  Du  point  M  où  il  faut  mener  la  tangente  (  Fig.  1 8.  )  je  tire 
Tordonnée  MP  &  une  autre  ordonnée  mp  infiniment  proche ,  je 
nt)mme  PA=jc,  PM=^  ,  donc  P/?  =  MR= — dx  &  R^ 
=  dyh.  caufe  que  les  ordonnées  croiflant,  les  abfciffes  décroît- 
fent  ;  les  triangles  femblables  MRm,  TPM ,  donnent  Rm,  MR 

:  :  PM,  PT,  ou  dy,  —  dx  :  :yy—^-^  =  PT. 

Je  mené  une  autre  ordonnée  NS  &  fon  infiniment  proche  ns 
&  nommant  AS  =  »j  NS  =  z,  j'ai  85= — du;&çOn=dz'y\cs 
triangles  femblables  N(3«^  tSN  donnent  Ow,NO;:NS,  St y^ 

donc  dzj —  du  ::z.  —  — "  =  Rr. 

Or  il  eft  vifible  que  Vp=  Sr,  &  par  conféquent  les  quatre 
àbfcifles  AP,  A/?,  AS,  Aj  font  en  proportion  arithmétique :i: , 
X  — dx::  Uy  u  —  du  ;  mais  par  la  propriété  de  la  courbe  les  abf- 
ciffes étant  en  proportion  arithmétique  ,  les  ordonnées  font  en 
proportion  Géométrique ,  donc y^y-\^dy::z,z-+'dzyS>L  divi- 

fent  ^,  dy:  :  z,  dz  y  donc  j-  =  j  ^ôc  multipliant  le  premier  mem^ 

bre  par  —  dx^  &  le  fécond  par  —  du  =  —  dx  nous  aurons 

—  y^  = —  ^  ;  c'eft-à-dire  la  foutangente  PT  égale  à  la  foutan- 

gente  Sr ,  ce  qui  fait  voir  que  dans  cette  courbe  toutes  les  fou- 
tangentes  font  égales  ,  &  qu  elles  doivent  être  prifes  de  l'autre 
côté  de  lorigine  A  des  abfciffes. 

On  ne  peut  pas  déterminer  la  valeur  de  la  foutangente  par 
le  feul  calcul  différentiel  pour  la  même  raifon  que  nous  avons  dit 
^i-defîus^ 

i  Pour  la  quâdratrice  de  Dinojlrate. 

'  35.  Du  point  M  par  où  il  faut  mener  la  tangente  (  Fig.  ip.  ) 
Je  mené  Tordonnée  rM  &  fon  infiniment  proche  pm,  du  centre 
Q  je  mené  les  droites -QO,  Q^,  du  point  M  j'abaiffe  MX  per- 
pendiculaire fur  le  rayon  QB  jàc  jféhvé  MS  perpendiculaire  fur 
QM ,  enfin  fuppofant  la  tangente  MX  tirée  je  mené  du  point  T. 
h  droite  TH  paralleleà-QM. 

.  Je  nomme  la  circonférence  AOB  =  a ,  J'arc  AO  ==:Xjh  droite 

AP.. 


ET  LE  Calcul  Intégral^  Livre  IL      2J7 

AP=y ,  la  droite  QM  =/,  le  rayon  AQ=r,  donc  Oo:=dx , 
RM=4y ,  PQ=MX  =  r— y. 

Si  du  centre  Q  &  du  rayon  QM  je  décrîvois  un  arc  entre  les 
deux  lignes  infiniment  proches  QO ,  Qo,  cet  arc  fe  confondxoit 
avec  la  petite  partie  Mu  de  la  droite  MS  comprife  entre  ces 
deux  lignes^  ainfi  Ton  peut  regarder  le  petit  triangle  MQ»  com- 
me un  fe£leur  femblable  au  fedeur  OQc>,  donc  QO ,  QM  :  ;  Oo^ 

Mn  ou  c  yf:  :  dx ,  —  :=:  Mn. 

Dans  le  triangle  redlangle  MQ»  les  angles  MwQ ,  MQ«  pris 
enfemble  valent  un  angle  droit ,  mais  l'angle  MQn  eft  infiniment 
petite  donc  Tangle  M»Q  ne  diffère  d  un  anglç  droit  que  d'une 
partie  infiniment  petite  ;  ainfi  on  peut  le  regarder  comme  droit 
&  la  ligne  nQ  comme  parallèle  à  TH;  cela  pofé 

Les  triangles  femblables  Mmn ,  MTH  donnent  Mm  ,  MT 
::M»,  MH,  de  même  les  triangles  femblables  MRw,  MXT 
donnent  Mm,  MT::MR,  MX, donc  MR,  MX: :M»,MH ou 

Or  par  là  propriété  de  la  quadratricc  on  a  AOB ,  AO  :  :  AQ  ; 
AP  oua,x::cyyy  donc  l'équation  eft  «y = f «  ;  &  prenant  la  dif- 
férence on  a  ady  =  cdx,Sx.dx'=  ^^  mettant  donc  cette  valeur 

de  dx  dans  la  valeur  de  MH  =  Ç^  —  ^  on  aura  MH=  ^ 

— •  ~,  &  mettant  au  lieu  de  j^  fa  valeur -prife de Téquation  de 

la  courbe  ,  on  aura  MH  =^ — '^  doù  je  tire  c  y  fixa —  Xy 

MH;  ainfi  prenant  une  quatrième  proportionnelle  MH  aux  trois 
lignes  AQ,  QM,OB,  on  élèvera  cette  proportionnelle  perpen- 
diculairement fur  le  point  M  ,  &  de  fon  extrémité  H  menant 
HT  parallèle  à  QM,  on  mènera  du  point  T  où  cette  oarallele 
coupe  QBla  droite  TM  qui  fera  tangente  en 'M,  &  MH  fera,  la 
foutangcnte  ^  cette  conftruûion  fuppofc  la  quadrature  de  Tare 
OB. 

Pour  trouver  k  point  où  la  quadratrice  AMV  coupe  le  rayon 
QB  (  Fig.  20.  )  on  mènera  un  autre  rayon  QO  infiniment  proche 
de  QB  ,  &  du  point  M  où  il  coupe  la  quadratrice  on  tirera  la 
droite  MP  paralielc  à  QB;  par  la  propriété  de  la  courbe  on  a 
AOB,  AQ  :  ;  OB ,  PQ  i  or  lare  OB  étant  infiniment  petit,  peut- 
être  regarde  comme  une  pedte  partie  d  une  tangente  eii  B  ficlc 


^58  Le  Calcul  DiFFERENtiEi.; 

f;i£leur  BQO  comme  un  triangle  redangle  en  B ,  cèfc  pofé:Ics. 
triangles  OQB  ,  QMP  donnent  QB  ou  QA  ,  PM  ou  QV:.- 
OB ,  PQ/donc  QB  ,  QV  :  :  AOB  ,  AQ  ,  ou  AOB ,  AQ  :  :  QB 

ou  AQ  ,  QV  ;  c*eft-à-dire  QV  eft  troifiéme  proportionnelle  à  la: 
circonférence  AOB  &  au  rayon  AQ  ou  QB. 

Dàerimner  la  Tangente  ,  la  Perpendiculaire ,  &  la 
Souperpendîculaire  d'une  Courbe. 

54.  La  foutangcnte  étant  trouvée  ;  il  c^  facile  de  déterminer 
les  autres  lignes  y  foit  que  l'angle  que  les  ordonnées  foru  avec 
le  diamètre  foit  droit  >  ou  qu'il  ne  le  foit  pas* 

SiTangle  des  ordonnées  eft  droit  nous  avons  trouvé  (M  ly. }, 

que  réxpreflîon  de  la  tangente  eft  ^  V  dx^  ^-  dy' ,  celle  de  la  per* 

pendiculaire  ^  \^dx^  -+-  dy  ,  &  celle  de  la  foupcrpendiculaire 

^,  fuppofant  donc  que  la  courbe  AMB  {Bg..  7.  )  foit*une  pa- 
rabole quarrée  dont  Téqu'ation  eft  yy=iax ,  fa  diflférence  fera 
aydy  =  adx  j  donc  dx  =  -^  ,  maintenant  pour  mettre  cette  va- 

leur  de  dx  dans l'expreflion  de  la  tangente  TM  =  J  Vdx'^'-i-dy^  > 
X  élevé  cette  expr«ffion  au  quarré,  ce  qui  donne^*  -f-^—!-  ;  or 
dx=:^J!J  y<lonc  dx^  =  —j^ ,  &  mettant  cette  valeur  de  dx^  dan& 
y*  ■+■  -^  *==  TM  j  81  j'»  -<-  ~  =  TM ,  ôc  mettant  ax  au  lieu  dé 

yy ,  fài  a*  -h  4.x»  =  TÂÎ ,  donc  TM  =  v^ax^^xK 

Ou  bien. comme  on  a  trouvé  ci-deffus  ?T==2x,  oa  aura  dan» 

k  triangle  redangle  TPM,  TM=TP -h  PM*==  iixx-iryy ,  fit 

mettant  ax  au  lieu  deyy ,  fM=ax-^4x^  &  TM.—  \^ax^^.., 

L'çspreffion  de  la  fouper^jcndiculaite  PS  eft  ^  &  mettant  au 
Eeu  de  dx  fa  valeur  32^  on  aura  PS  =  ^  a. 

L'exprefliDn  de  la  perpendiculaire  SM  eft  £  </î«*^+^*, donc 
SM.—yy  H-  -^  &  mettant  au  lieu  de  4x^  fa  valeur  ~^,oa 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Lîvre  IL  ^5'p 
aura  SM  =  vy -^^  aa^  &  SM  =  v<^^ -+-1  ^^ ,  ou  bien  dans  le 
triangle  rcûanglc  PSM  on  aura  SM=  PM  •+•  PS  zs^yy-^^  aa^ 
&  mettant  ax  au  lieu  dcyy ,  SM=^x-+-^  a^  6c  SM=»/flJ^-+-^  aa. 
Si  la  courbe  eft  un  cercle  (  Fig.  ^.  )  fon  équation  eftjjy  =  ax 
—  JCA?  &  fa  différence  izyiiy  =  adx  —  ajc^/x  ;  donc  ^-^^jËrb 
&  ^a:^  =  — 12$1— ^  ;  or  TM  eft  ^  \/dx^^dy''  ,  donc  TM 
=jy  •+"'7T  &  fubftîtuant  la  valeur  de  rf^r*  on  aura  TM  =^jr 

•4- ^î^î-— - — ^  &  mettant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  ax-^xx  on 

aura  TM  =  ax  —  xx^ ^  6c  TM  =  vax —  xx 

^__  tftf— -4^-H4*» 

zax  —  zxx  =:|5         4*^»*  —  84x3  -H  4x^    «     -nïrif  « 

= ^on  aura  TP= — ôc  PM  =  y*  =  ax 

«—  :rjv  ;  or  dans  le  triangle  redlangle  TPJM  on  a  TM  =  PM 
-4-PT,  donc  TM  =  ^x  — xatH-Î^--— -— -r-  &  TM 


44  — 4«Jf-H4** 


Lafouperpendiculaire  PO  eft  ^;  8c  fubftîtuant  la  valeur  de 

Âx  on  aura  PO  ==  ^—-^^ 

La  perpendiculaire  MO  eft  £  v^^  -H  dy^' ,  donc  MO  ^  yy 

ftituant  la  valeur  de  dx^  ^  on  aura  MO =^7 

% 

6cmettantax — xx  au^^lieu  deyyy  onauraMO 


4a  — 44X-4-4** 


4 

4 


44  —  4«f-^4**         ^éipc^^xx-^aa — 4^y4-4^ j       ^^ 

=  tfx  —  JC^-H : — : — ^^^ — s 1 *==4  «^> 


donc  MO  =  lia.  rL      ,    Ti^iTio, 

Ou  bien  comme  à  caufe.  du  triangle  redangle  PMO  on  a 

MO«sPM-+-PO  ,  on  »JwauffiMO==j^*H -^ 

Et  on  fera  la  même  chofe  à  l'égard  des  autres  courbes.      ^ 
Que  fi  runglc  que  les  ordonnées  font  avec  le  diamètre  neft 
^  **     ^  K  k  ij 


:iSo  Le   Calcul  Différentiel; 

Î)as  droit  5  alors  dans  le  triangle  PMT  (  Fig.  7.  )  on  connoîtra  Ix 
butangente  PT,  Pordonnéé  PM^  &  langle  compris  TPM,  & 
par  conféquent  on  connoîtra  aifémcnt  la  tangente  TM,  &  Tan^. 
gle  TMP  ;  c'eft  pourquoi  le  complément  de  Fan^e  TMP  à  pa 
degrés  fera  langle  PMS ,  car  Tangle  TMS  eft  toujours  droit;  or 
on  connoîtra  auffi  langle  MPS  qui  eft  le  complément  de  Tanglc 
MPT  à  deux  droits,  &  lordonnée  PM ,  donc  dans  le  triangle 
PMS  on  pourra  connoître  aifément  les  deux  autres  côtésv 

Déterminer  les  JJymptoptes  d'une  Courbe. 

5  y.  Soit  l'hyperbole  AMX  {Fig.  a  k)  fi  nous  menions  d'un  point 
M  une  tangente  MX  y  fa  foutangente  PT  feroit  T^x  ^  ^*  ^^"^ 

en  nommant  le  premier  axe  ou  diamètre  =  a  rabfcifle  AP=  x 
&   lordonnée  PM=;^,   &  Ton  auroit  TA  =  TP  —  AP; 

=  T xz=  -r^ — ,  de  plus  les  triangles  femblables  MRnr^ 

TAB  donneroient  MR ,  Rm ,  TA ,  AB  ou  ^ ,  ày::^ —  ^ 

r-^ ?=  AB ,  &  on  trouvera  les   mêmes  expreffions  ea 

qjuelque  point  de  la  courbe  qu'on  veuille  mener  une  tangente. 

Maintenant  fi  nous  fuppofons  que  le  point  M  foit  infiniment 
éloigné  du  fommet  A ,  la  tangente  menée  de  ce  point  ne  fera 

fas  différente  de  Tafymptote^  &  comme  alors  Tablcifle  AP,  6c 
ordonnée  PM  feront  infinies,  k  grandeur  confiante  a  fera  in- 
fijoiment  petite  par  rapport  z  x  àc  ky  y  6l  pourra  être  regac- 


rrâX 


dée  comme  zéro  ;  c'eft  pourquoi  lexpreflion  de  TA  =  — î —  fe 

changera  en  1^  =:L!f  =^^1;  ainfiJa  partie  TA  correfpondante 
à  la  tangente  dans  ce  cas  fera  ^^  ou  la  moitié  de  Taxe. 

Par  la  même  raifon  dansFéquation^j^^  =  ^:v-+-JCAr,rabfcifre 

X  devenant  infinie  fôn  quatre  xx  fera  infiniment  grand  par  rap- 
port au  plan  ax  qui  ne  contient  que  la  première  puifiance  de  x 
multipliée  par  la  grandeur  a  infiniment  petite  ;  amfi  cette  équa- 
tion fc  changera  en  ^yy^=^o^xx  ou'^  yy  ;s=^xx  ^  dont  la 
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diflKrenCe  eft  ^  =  -I-  2xdx ,  d*où  l'on  tire  dx  =  ^. 

Les  triangles  femblables  MRiw  ^  TAB  donneront  de  même 
que  ci-deffus  MR ,  Rm  :  :  TA ,  AB ,  mais  à  caûfe  de  TA  devenu 

ia,  on  aura  dx  ^  ày\\\a^  ^  =  AB,  &  en  effet  on  retrouve- 

roit  là  même  chofe  fi  dans  Texpreffion  de  AB  =  j-j 7    que 

nous  avons  trouvée  ci-deffus  pour  le  cas  où  le  point  M  n'eft  pas 
infiniment  éloigné  du  fommet ,  on  effeçoit  la  grandeur  \  aàx 
qui  devient  infiniment  petite  lorfque  x  devient  infiniment  grand  f 

mettant  donc  dans  AB=^  la  valeur  de  dx ,  nous  aurons  ÂB 

*^        -  •  '  -, 

Or réquatîon étant  ^jjy=icx,  onaji{y=  ^  xx6cy=x^^  ^ 

mettant  donc  cette  valeur  dey  dans  AB=^  nous  aurons  AB 

Vâpp 

^j^=  -^  =  tJt"  ==  T  v'^»  Prenant  doric  une  moyenne  propos- 
ai a  « 
tionnelle,entre  le  diamètre  ^  &  le  paramètre /7,oh  fera  AS  égal  à  la 
moitié  de  la  moyenne  proportionnelle ,  &  prenant  A  O  égal  à  \  a^ 
on  tirera  du  point  O  par  le  point  S  Fa  droite  indéfinie  OSV  qui  fera 
afymptote  de  l'hyperbole  ;  &  ceci  s'accorde  très-bien  avec  ce 

3UC  nous  avons  vu  dans  les  ferions  coniques ,  car  la  droire  A^ 
oit  .être  égale  à  la  mjoitié  du  fécond  axe  y  &  par  conféquem  à  la 
moitié  de  V ay  puifque  le  feconcl  axe  entier  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  te  preitiiet  axe.  6c  le  paramètre. 

On  peut  trouver  ceci  d  une  manière  encore  plus  commode 

en  cette  forte ,  Téquation  eft  ~  ;){y  ===  xx  donc  àyy  ==  fxx  ,  & 

yy/a = xVf ,  &  la  différence  dyVa  ==  doS)/f ,  d'oà  Ton  tire  cette 
analogie  dy  ^  dxwVpj  Va^  puis  donc  que  les  triangles  fembla- 
blés  MRm,  TAB  donnent  MR ,  Rw  :  :  TA  y  AB ,  ou  dx  ^  dy 
i.:  TA  ,  AB  ,  nous  aurons  en  fuppofant  Tabfciffe  AP  &  Tordonr- 
née  PM  infimes  dxy^  dywVa^  yp  :  iTA,  AB^  comme  TA 

eft  alors  ^  a^nous  aurons  Va^Vpw^  ^>*y5  =  ^-^  =  t  y^âp  j. 

ainfi  AB  qui  deviendra  alors  AS  fera  i  Vap^^  dé  '  même  que  cî- 
deflus. 

Kkuj; 
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L'équation  de  toutes  les  hypeAoles  à  l'infini  eft  ^^'""*'";==x" 

xa'-^x^  j&c  dans  le  cas  oà  la  tangente  cft  infinie ,  elle  fe  chan- 
ge ea-^'"**"'*  =  .V  "^^"^  car  la  grandeur  a  étant  infiniment  petite 

par  rapport  à^: ,  qui  eft  infiniment  grand ,  fa  puiffance^i*,  &  tou- 
tes les  puiflances  de  x  quiieront  multipliées  par  ^  ^  feront  infini-* 

ment  petites  par  rapport  à  la  puiiTance  x*""^"  qui  fc  trouvera  dans 
l'équation ,  ainfi  on  peut  les  regarder  conunc  zéro  :  Faifant  donc 
pour  abréger  wî-+-^=:±=r^  &  tirant  la  racine  r  de  Féquation  nous 
zuYonsy{/'a=xy/p  ,  dont  la  difFércace  c(tdy'^a^^=dxi/p^  ôc  de 

làontire  i^,^a:  =  ^^,  2"".  dx,  dy  ::  i^a ,  {^p. 

Or  quand  la  tan;gentc  eu  finie  ôC-queTéquation  eft^j^ 
c=:a;'"  X  aH-j^?"  la; différence  de  cette  équatioii  cû^m-i-n^y 
dy=:imx^    'xa^-^"^/A^-^-»A^^x"â^F3c"      \dx,  donc  dx 


a     rn-f-n— X 


fnx'"—^  xa-hx'^'^nx'^x'u  -hx 


- — l ,  &  mettant  cette  valeur  de  dx 

dans  PT=^^on  aPT=    ^^/ /         _^,^^  gcmet- 

tant  la  valeur  de  ^  ^^**^'' prife  de  Téquation  on  a  PT 


.i»x"^^Xii-h*"-hi«x«'x7+^«' 


j;^^.,  &  divifant  le  numérateur  &  le 

dénominateur  par  x*^'  x7^4^'^'onaPT==îî±piLîiZ^ 
^  ♦"Wx^*»  doncTA=:FT— PA:=:"-^'^'^->-^*  — * 

nax 


m4  -f-  mx  -f-  JMf* 

Mais  dans  le  cas  où  la  tangente  eft  infinie  ,  le  plan  ma  eft  infi- 
niment petit  3  donc  alors  on  a.TA= — ï^=  Jïf^  ,  or  dans 
ce  même  cas  les  triangles  femblables  MRm  ^  TAB  donnent 
MR ,  Rm  :  :  TA  ,  A]^  où  dxy  dy  ::  ^-^  ,   AB  ,    &   nous 

avons  dx  ^  dy  ::  ^/a ^  {/p ,  donc  i/a^^^p  \::~rj  ~^ 
=  ABouAS. 


ET  LE  Calcul  Intégral, Livre  IL      2^5 

'Sim  =  2,&  ;;=i,  on  auraTA=î-6c  AS  =  ^==i^% 

c'eft-à-dirc,  que  pour  avoir  TaTymptote  de  cette  hyperbole,  il 
faut  prendre  TA  égal  au  tiers  de  Taxe  >  6c  que  pour  avoir  la  droite 
A  S  il  faut  chercher  deux  moyennes  proportionnelles  entre  le 
4iametre  a  &  le  paramètre f? ,  &  prendre  Je  tiers  de  la  première  ; 
car  fi  Ton  appelle  ces  deux  proportionnelles/,  g  y  on  aura  =^ay 
fygff  y  6cpzr  conféqucntaS ^fiiiûyp ^  àia^p=:fiay  doncy3 

Sim=3,&»=<,onauraTA  =  >,&AS==^'f^=«î^ 

c*cft-à-dire ,  qu  il  faut  prendre  TA  égal  au  quart  de  Taxe ,  &  AS 
égal  au  quart  de  la  première  des  trois  moyennes  proportionnelr 
les  prifès  entre  a&cp;  car  appellaiit  ces  trois  proportionnelles/ 1 
gyn^  on  aura  a*,/^  :  :  ^>/;,  6c  'a'^pi==qf'^y  donc  f^=a^py  &ç 

D'où  Ton  voit  que  dans  les  hyperboles  qui  furpaflent  le  fé- 
cond degré  les  afymptotes  n'ont  point  leur  origine  au  milieu  de 
laxe^  coniine  dans  iTiyperbole  ordinaire. 

On  trouvera  de  la  même  façon  les  afymptotes  des  autres 
courbes,.    ~ 

Un  Angle  étant  donné  ^  décrire  dam  cet  Angle  $me  Courbe 
Algébrique  qui  touche  l'une  des  jambes  en  un  point  donné. 

3  S.  Soît  la  courbé  demandée  une  |)arabole  quarrée,  TangTé 
jdonné  FTM{Fig.  7.)  &  le  point  d'attouchement  M.  De  ce  pbitii 
Je  mené  une  perpendiculaire  MP  fur  TP  y  &  regardant  PM  com- 
me une  ordonnée  de  la  courbe  que  je  cherche ,  TP  fera  la  fou- 


rametre  inconnu  =p  y  &  j'ai  MR=^  ^;i:  y  Rm=c=  dy^  les  triangles 
femblables  TPM ,  MRm  donnent  TP ,  PM  :  :  MR ,  R;5W ,  donc 
iyy  ::  dx  y  dy  y  àc  hdy=?ydx.  Or  réquation  de  la  parabole  que 

je  cherche  el}^j^=f^;  fa  différence  ^yAy:==ipdxy  donci/jC4P=  '^-^^y 
^  ^mettant  «ettc  valeur  de  dx  dans  hdy  ^=sy4x  y  f  ai  hdy^=^  ^^  ^ 


26^  Le  Calcul  Différentiel^  . 

donc  A==  ^  >  &  mettant  aujiieu  dejjy  fa  valeur/?*,  j*ai A=s^r 

&  jc  =  I A  ;  prenant  donc  la  moitié  de  PT ,  le  point  A  cft  le  (bm- 
met  de  la  parabole  cherchée  >  ôc  prenant  une  troifiéme  propor*» 
tionnelle  aux  droites  AP,  PM  ,  cette  proportionnelle  eft  le  pa- 
ramètre >  car  appellant  cette  proportionnelle z ,  j'ai  :  :  AP ,  PM, 
z,  donc  ::  X  ,y  ,Zy  ôc  par  conféqucnt  yy=zxz  j  mais  nous 
zyons  yy  =^  xp  y  donc  2=/?. 

On  auroit  pu  refoudre  ce  Problème  fans  aucun  calcul ,  car  dès 
qu'on  fçait  que  dans  la  parabole  la  foutangente  eft  double  de 
rabfcifle ,  il  cft  évident  qu  il  n'y  a  qu'à  partager  TP  en  deux  éga- 
lement, en  A  pour  avoir  lefonunetde  la  parabole,  après  quoi 
on  peut  trouver  aifément  Je  paramètre ,  &c. 

37.  Si  la  courbe  demandée  eft  un  cercle  (  F/g-,  p.)  fur  le 
jpoint  donné  M  on  élèvera  la  perpendiculaire  MO  ,  &  du  point 
O  pris  pour  centre ,  &  du  rayon  OM  on  décrira  un  cercle  dont 
la  droite  TM  fera  la  taiigente.,  ce  qui  eft  évident. 

38.  Si  la  courbe  demandée  eft  une  Ellipfe  (  Fig.  10.  )  je  con- 
ftruis  de  même  que  pour  la  parabole  ,  Ôr  donnant  les  mêmes 
noms  aux  mêmes  grandeurs,  les  triangles  femblablesTPM,  RMm 
me  donnent  TP,  PM  :  :  RM  j  Km  ouhyy  ::dx ,  dy&c  hdy=ydxi 
or  l'équation  de  l'EUipfe  en  nommant  Taxe  ottle  diametre=4eft 

-^yy  =2ax — XX  y  fa  différence  eft  ^-^ydy^adx  —  2xdx ,  donc  dx 

*^  '•^rî  f  ^  omettant  cette  valeur  de  dx  dans  hdy  =^ydxy  j*ai 

^^  = -^=^>  &  *  =  7f—\fx  ^  ^""P  —  ^hpx  =  2iv>fyyç>t(rjfy 
z=.afx — pxx  par  l'équation  de  la  courbe  ^  mettant  donc  cette 
yjileur  de  ^^nops  aurons  hap  —  2hpx=2apx — 2pxxy  donc-i- 
tap=^apx^ — pxx^hpx'y  &  tranfpofant^  &  dîvilant  par /?  on 
aura  xx — ax  —  AAr=— ^  ^^  ^  &  faifant  pour  abréger  a-^k 
P=  wi ,  on  aura  xxr^mx= — i^ay  réfolvant  donc  cette  équa- 
tion on  aura  xx  -r-  mx  ^^  mm  =7  j:  ^'^  -r  t  ^^y  ^  ^  — li  ^ 
?=  v'^m^-^iha  &Lx  =  ^m-^x^^m^  —  ahy  faifant  donc  l'abf- 
jcifle  AP  =  x=^^m-{-\^  jm^  — ^ah ,  le  point  A  fera  le  fommet 
de  l'Ellipfç,  le  diamètre  a  fe  prend  àdifcrction. 
^  L'abfbiffe  x  étant  connue  il  ne  rjcfte  plus  qu'à  trouver  la  diftan- 
çe  du  point,P  au  centre  O  de  l'EUipte ,  j'appelle  cette  diftance 
i.;  or  par  la  propriété  de  la  courbe  nous  avons  :  :  OP  y  AO ,  OTT^ 
4onc  Zy  Z'^jçr.Z'i^Xy  h\i^zJèc'zhri^zz^!^zzH^st'Xz*^xx^ 

ou 
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buzA=  XX -i^  2/V2  ou  zh — 2zx=sixx3  d'où  je  tire  z=r-^*   \ 

&  par  conféquent  h — a^r ,  jc::  j^,  z  4  c'eft-à-dire  PT — 2PA  , 
PA::PA,  PO,  ainfi  PO  étant  trouvé  il  fera  facile  de  décrire 
PEUipfe.  ^ 

Et  on  fe  fervira  de  la  même  méthode  fi  la  courbe  demandéis 
étoit  une  hyperbole. 

KE  M  AK  ^U  E. 

5^.  Il  atrive  fouvent  quune  courbe  ne  nous  eft  connue  que 
par  le  rapport  qu'elle  a  avec  d'aunres  courbes  données  dç  poQ- 
tion  y  6c  dont  les  équations  font  connues;,  or  la  méthode  des 
tangentes  que  nous  venons  d'expliquer  s'étend  encore  à  ces  foc* 
tes  de  courbes ,  ainfi  qu'on  va  voir  dans  les  exei^iples  fuivans* 

40.  Soit  une  parabole  ^iarrécAsM  (Fig.  22.  )  ^  une  autre  ccurl^e 

AtN  j  dont  la  propriété  tft  que  toutes  les  ordonnées  NP  à  taxe  AP 

font  moyennes  proportionnelles  entre  t ordonnée  MP  de  la  parahok 

&  fon  abfcijje  PA ,  çn  demande  de  mener  une  tangente  NO  d^tm 

point  N  pris  fur  la  courbe  A/N^ 

Selon  renoncé  de  ce  Problême ,  le  quarré  NP  eft  égal  au 
reûangle  MP  x  PA  ;  or  par  la  propriété  de  la  parabole,  lorfqu'u- 
ne  ordonnée  rV  eft  égale  au  paramètre  fon  abfcifle  VA  eftauflî 
^gale  au  paramètre;  ainfi  le  re£tangle  rVx  VA  eft  égal  au  quarré 

rV ,  &  comme  le  quarré  de  Tordonnée  de  la  courbe  ArN  eft 

alors  égal  au  reûangie  ^V ,  VA  ,  il  s'enfuit  q^ue  ce  quarré  eft  aufli 

— -1 
égal  à  rV,  &  que  par  conféquent  Tordonnée  à  la  courbe  eft  aufli 

^V ,  &  les  deux  courbes  fe  coupent  au  point  t.  Par  la  même  oto*- 

Î>rieté  de  la  parabole  toutes  les  ordonnées  comprifes  entre  rv  ôc 
e  fommet  À  font  moindres  que  le  paramètre  &  leur  abfcifTe^ 
aufli  y  d'où  il  fuit  que  fi  l'on  fait  un  quarré  égal  au  reâangle 
dune  ordonnée  par  fon  abfcifle ,  ce  quarré  fera  moindre  qUiâ  ie 
quarré  du  paramètre  ^  &  fon  côté  moindre  que  le  paramètre  > 
bien  plus  elle  fera  encore  moindre  que  l'ordonnée  correfpôti^ 
dante  de  la  parabole^  parce  que  cette. ordonnée  à  la  parabole 
étant  toujours  plus  grande  que  fon  abfcifle  y  éft  par  conlëquent 
plus  grande  que  la  moyenne  proportionnelle  prife  entr'elîe  6ç 
fon  abfcifle ,  c  eft-à-dire  plus  grande  que  l'ordonnée  correfpon- 
dante  de  la  courbe  ;  donc  la  portion  de  la  courbe  comprife  emttt 

Ll  ^ 
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tV  &  le  fommet  A  fera  toute  entière  dans  la  parabole ^  au  con* 
traire  hs  ordonnées  MP  à  la  parabole  qui  font  au-delà  de  ^V 
font  toutes  plus  grandes  que  le  paramètre  &  leur  abfcîffes  auflî  ;. 
mais  les  ablciflcs  deviennent  plus  grandes  que  les  ordonnées  , 
donc  le  quarré  égal  au  reâangle  de  Tune  de  ces  ordonnées  par 
fon  abfcifle  fera  plus  grand  que  le  quarre  du  paramètre ,  &  Iba 
côté  ,  c  eft-à-dire  l'ordonnée  correfpondantc  PN  de  la  courbe 
fera  plus  grande  que  le  paramètre ,  bien  plus  il  fera  encore  plus 
grand  que  l'ordonnée  à  la  parabole  ,  puifqu  il  fera  moyen  pro- 
portionnel entre  PM  &  fon  abfcifle  PA  plus  grande  que  PM  ; 
ainfi  la  portion  de  la  courbe  qui  fera  au-delà  de  l'ordonnée  TV. 
fera  toute  hors  de  la  parabole. 

Pour  mieux  faire  entcttdre  aux  commençât»  ce  que  je  viens 
de  dire  au  fujet  des  ordonnées  &  des  abfciffcs  de  la  parabole  ^ 
Ibit  1  ordonnée  TV  (  Fig.  a^.)  égale  au  paramètre ,  &  pat  con- 
féquent  fon  abfcifle  VA  égale  au  même  paramètre  ,  je  mené  lat 
corde  TA  que  je  prolonge  indéfiniment,  on  fait  que  TA  fera, 
toute  entière  dans  la  parabole  ,  parce  que  le  triangle  TVA  ne 
vaut  que  la  moitié  du  rcélangle  circonfcrit  au  lieu  que  la  para- 
bole TRA  en  vaut  les  deux  tiers ,  on  fait  auflî  que  le  prolonge^ 
ment  TO  de  TA  fera  tout  entier  hors  de  la  parabole ,  parce 
AO  n'étant  point  tangente  en  T  ,  &  fa  p^tie  TA  étant  dans 
la  parabole  ,  fa  partie  TO  doit .  être  dehors  ;  cela  pofé  fi  je: 
mené  une  ordonnée  RS  entre  TV  &  le  fommet  A ,  cette  ordoi>» 
née  coupera  TA  en  un  point  H ,  ôc  il  eft  vifible  que  RS  fcnu 
plus  grand  que  US ,  mais  dans  les  triangles  re£langles  Xembla- 
bles  TVA,  USA  on  a  TV,  VA  :  :  HS ,  SA  &  TV  =  VA  par 
la  conftruâion  ,  donc  HS ,  SA ,  &  par  confiéquent  RS  plus  grand 
xjue  HS  eft  auflj  plus  grand  que  l'abfcifle  SA.. 

De  même  fi  je  mené  une  ordonnée  XQ  au-delà  de  TV^il  eft 
yifible  que  XV  fera  moindre  que  OQ,  mais  les  triangles  fcmbl»* 
61esTVA,OQAdonncntTV,VA::OQ,QA&TV=VA, 
iïone  OQ=n=QA,  &  par  conféqueotXQ  raoindœ  que  OQe& 
auiD  moindre  que  fon  abfciffe  QA  ,  donc ,  6cc*  tout  ceci  n^étoit 
pas  néceiOËiire  pour  la  réfolurion  du  Problème ,  &  je  n'en  ai  parlé 
que  peur  montrer  comment  on  peut  connoître  fie  déterminer  la 
pofition  d  une  courbe  par  les  condidons  connues  dans  la  queftion 
jropoféci. 

Pour  ceveairdonc  an  Problême  (F/g,  21.)  nommons  Fordon* 
«éc  MPssrjf^fonabfciffe  PA=  x ,  le  paramètre  connu  »^,  Tôt- 
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doDaée  à  la  courbe  NPesi»,  donc  MR=  dx ,  Km=dy,  rN 

Sappofam  donc  que  la  tangente  NO  foit  menée ,  les  trian- 
gles lemblables  »rN ,  NPO  dçnnent  «r ,  rN  :  :  NP,  PO ,  donc 


Âz,dx::z,~='PO'y  or  l'équation  de  la  courbe dlaaïsi^^y, 


«te 


xiy^ydr 


&  fa  différence  eAuzàz  =ax^'^ydx  y  donc  </2  =  — -^-r- 1  & 
mettant  cette  valeur  de  <fe  dans  PO  ==*  ^  noos  aurtMW  PO 

xzxix  ■   ■  •••■',<■. 


mettant  an  Kcttde2?;fa  valeur  xy  prife  de  l?éq,uation  delà  cour- 
ï ,  &  au  Iku  àsrjy  fe.  valeur  ax  prife  dans  Féqnsrtioar  à  la  para- 


xày-^jix' 

Mais  réqaadoa  à  lapatabokr ^yy=^aK,  Ôc  fa  différence  ajy^ 
=:<n*c,  donc  <:(ys«^,  &  menant  cctre  valear  de  ây  dan» PO 

boîe  ona  PO=^^=^^===^^f.  x  ,;  prenant  donc  AO. 

=  i  PA ,  la  droite  PO  fera  la  foùtangente  &  la^drclte  ON  fa  can- 

gente.  •  *    i   _>a 

Four  rendre  ce  Problème  gé^n^ra]  ^n  fuppofant  toujours  la  iftè- 

me  parabole  i  fbjppofons  que  Véquatiol»  de  la  courbe  foi»  a 

=  x^y%  û  différence  fcr$»n+^a**^"~'<fe=sW"y-"~.'-^\ 

tanf  cette  valeur  de  </r  dans  PO.?^.-^^  ^  on  auxa  PO 

•; .  .   ■        .   -    •.  :iv.  ■  :  •  ;•:.;••     ■    '    •  . 


!■     1    i 


Or  Péquation  à  la  pacabde-  àanc  yyttxsax  ,  (a  &  diflféfertCc 
zydy  =  adx ,  on  a  <(y  =  —  ,  fit  mettant  cette  vafeur  de  «^  (ktts 

la  dernière  valeur  deP'O-oiï  t^Q^J.  '  "  "  '  ,^-  '  "  "  '  a  ■■  "  »'^^'  i'* 


jw- 


ou m^>,xy>  -^..  ,  ^ —     &  mettant  au  lieu  de  «.""^"fo 

Ll  j; 
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valeur *V  on  a  PO  =    ^flT^'^Jl^^t  »  ^  <^^^- 

jàpt  le  numérateur  6c  le  dénominateur  par  x^      '^"  ~  '  on  a  PO 
^^y  &  mettant  au  lieu  de^*  fa  valeur  4^?,  on  a  PO 


4fi*-Hw»r 


m  -4-  g  X  14JC  * m  H"  H  X  i^y imx  -fr-  iitx 

Si;»  =  5^  &«  =  2,  oûauraPO  =  7^  =  ^;c  =  ^jr. 

Si;w=2j,  6c  «=  i/on  aura  PO  =  ^^^■^''  =  7  x,  &  ain/i 

des  autres*. 

On  peut  encore  rendre  ce  Problème  plus  général  en  prenant 
au  lieu  de  la  parabole  quàrrée  une  autre  parabole  de  tel  degré, 
que  l'on  vouara  y  ou  une  hyperbole ,  ou  une  Ellipfe  y  ou  un 
cercle  de  quelque  degré  que  ce  foît,  ôc  opérant  de  même  que-^ 
ci-defTus  on  trouvera  toujours  la.  fout^ngente  de  la  courbe  ;  mais 
it  faut  obferver  qu'en  prenant  une  courbe  qui  fe  replie  fur  elle-^ 
même  comm^  le  cercle  ou.  PElHpfe^  alors  la  courbe 'qui  auca. 
relation  à  cettç  courbe  rentrante,  aura-  des  tangentes >  dont  les. 
unes  iront  d'un  c6té  de  Taxe,  fit  les  autres  de  l'autre  côté  y  & 
c'eft  ce  que  nous  allons  voir  dans  l'exemple  fuivant. 

^i^SoJt.par  exemple  un  demi-cercle  ABC  (  Fig.  2  ç.)  dans  lequel, 
mus  prendrons  le  point  A  pour  t origine  des  abfcijfes ,  &  foit  une  au-- 
tre  courbe  ANBHC  donc  tes  ordonnées  fom  moyennes  proportionnel-^- 
los^entre  les  ordonnées  du  cerclé  &  leur  abfcijfes  y  c'eji -a-dire^P 
moyenne  proportionnelle  entre  MP  &  AP,  on  demande  de  mener  pat 
un  point  PÎ  pris  fur  cette  courbe  une  tangente  NK^ 
.    5elbn  l'énoncé  de  ce  Problême,  l^  La  courbe  doit  couper 
la  circonférence  dti  demi*cercle  au- point  B  qui  la  divife  en  deux* 
également  ;  car  alors  l'ordonnée  BO  au  demi-cercle  étant  égale 
à  l!abfcifle  AO  ^,  il  eft  évident  que  rgidonnée  ala  courbe  qui  e^ 
moyennejproportionnelle  entre  BO  fie  AO  doit- être  égale  à 
BO*  2^.  Toutes  le^  ordonnées  dé  \2t  courbe  qui  fontentre  BO  £c 
le  fommet  A  doivent  être  plus  courtes  que  les  ordonnées  corref* 
pondantes  du  demi-cercle  ;  car  fi  l'on  achevele  cercle  (  Fig.  24.) 
fit  que  dansr  le  quart^de  cercle  ABQ  ayant  mené  une.  ordonnée. 
MP  on  la-  prolonge  jûfqu  a  ce  qu  elle  rencontre  la  circonférence 
^n  un  autre  pôînt  S ,  fie  qu'on  mené  la  corde  AM  ,  il  eft  évi- 
dent que  l'angle  AMS  qui^mbrafle  l'arc  AS  eft  moindre  que 
l'angle  MAC  qui  embrafle  Tare  MC  plus  grand  que  l'arc  AS'> 
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donc  dans  le  triangle  AMP  le  côté  AP  oppofé  à  l'angle  AMP 
cft  plus  petit  que  le  côté  MP  oppofé  à  Fangle  MAP  ;  ainfi  lor- 
donnée  PAI  étant  plus  grande  que  fon  abfcifle  AP,  la  moyenne 
proportionnelle  entre  ces  deux  Kgnes ,  c*eft-à-dirc  l'ordonnée  à  la 
courbe  fera  moindre  que  MP  ,  6c  comme  cela-arrîvera  à  Pégard 
de  toutes  les  ordonnées  au  quart  de  cercle  ABO ,  il  s'enfuit  que 
la  partie  de  la  courbe  comprife  entre  A  ôc  BO ,  fera  toute  entière 
-dans  le  cercle.  5^.  La  partie  de  la  courbe  comprife  entre  BO 
&  l'extrémité  C  du  diamètre  fera  toute  entière  hocs  du  demi- 
cercle  ;^car  fi  dans  te  quart  de  cercle  BOC  on  mené  une  ordon^ 
née  RZ  ,  il  eu  vifible  que  cette  ordonnée  fera  moindre  que  fon 
abfciife  AZ^  Se  par  conféquentla  moyenne  proportionnellement 
tre  RZ  ôc  AZ^  c'eft-à-dire  Tordonnée  à  la  courbe  fera  plus 
grande  que  RZ  &  fera  hors  du  cercle.  4^  Enfin  la  courbe  rejoins 
dra  le  point  C  ;  car  alors  lordoimée  du  cercle  étant  infiniment. 
petite j  oazero  la  moyenne  proportionnelle  entre  cette, ordonnée 
6c  labfcifie  y  AC  fera aufli  infiniment  petite  ;  d^où  il  fuit  que  la 
courbe  ANBHC  (  Fig.  2$^}  rentre  en  elle-  même^  ôc  qu  elle  auta^ 
des  tangentes  qui  iront  du  côté  de  A ,  6c  d'autres  du  xôté  de 
-G  ;  nous  dirons  dans  le  Chapitre  fuiVant  comment  on  pfcut  trou- 
ver le  point  oci  les  tangentes  commencent  à  pafîet  de  lautre. 
-<:ôté. 

Pour  revenir  au  Piroblême  fe  nomme  le  diamètre  AC=aj 
l'ordonnée  MP==y,  fon  abfcifle  AP=^,  6c  Pordonnée  à  la 
courbe  NP=z;  ainfi  menant  une  autre  ordonnée  infiniment 
proche ,  6c  les  petites  perpendiculaires  RM,  rN,  j*ai  MIl=Nr 

Concevant  donc  que  la  tangente MT  au  cercle,  6c  la  tangente 
NK  à  la  courbe  foient  menées,. les  triangles  fèmblables  Nrn^ 


NPK  donnent  w ,  rN  :  :  NP ,  PK ,  donc  dz ,  i^:  :  :  ^ ,  ^  a=î=  PK  j, 
or  Téquation  de  la  courbe  tû  zz^=^xy ,  6c  (à  différence  2zdz;^ 
s=  xdy  -^ydx  y  donc  Jz==  ^^^  '^^^^  y  6c  mettant  cette  valeur  de 

<fed.«PK=foo,PK=,^.. 

Mais  l'équation  du  cercle  Q^yy=^ax^xx  ,  ôt  fà  différence 
aydy^s=i  adx  —  2xdx  j  donc  dy  =*=    ^"^^^  - ,  6c  mettant  cette  va- 

leur"  de  i,,  dans  PK  ==  ;^,-  on  aV  ==  ;;;5;;:::^^ 
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iZ9 4jfrB 


y  de  metraiit  au  Heu  de  22;  fa  va*« 


leur  xy  prife  de  réquation  de  la  courbe  ,  &  enfuîte  au  lieu  dcyy 
fa  valeur  ax  —  xx  prîfe   de  Féquation  au  cercle  ,  on  a  rKr 


^yyx  44X» — 4jfî 44*— 4jr' 


d'où   roa 


ûx — ix^^zyy         ax  —  ix*-H24*— Mf*  31» — ^x    ^ 

tire  ^a — ^x ,  4^ — ^x  ::x  y  PK  ;  aînfî  prenant  une  troifiéme  pro^ 

fyorrionnelle  aux  trois  Kgnes  ^a — ^x,  4a — 4^,  &  ^  on  aura 
a  foutangente  PK ,  &  par  coiiféqucnt  la  tangente  KN  fera  facile 
à  tirer. 

Si  le  point  par  on  H  faut  mener  la  tangente  (è  trouve  au-delà 
du  point  où  les  tangentes  commencent  à  paflfer  de  Tantrecoté, 
comme  par  exemple  en  H  menant  Tordonnée  HL. ,  fbn  infini- 
ment proche  A/,  les  perpendiculaires  AQ^  ri,  fuppolant  les 
tangentes  menées  ,  ôc  nommant  HL=z,  TL=^,  AL=r, 
on  auroit  /I=AQ=4-/3r,  TI= — ^,  à  caufe  que  les  x  aug- 
mentant, les  y  diminuent,  &  HQ=^ — &;  ainft  ies triangles 
femblables  HQA,  HLE  donneroiem  HQ,  Q^::HL,  LE^ 

ou — dzydx:  :z — 5^>  &  achevant  le  refte  comme  ci-deflus^ 

on  trouveroit  la  Ibutangcnre  LE  =  —  ^^^—^x  ^^^^^  ®^  valeur 
négative  qui  fait  voir  que  la  tangente  doit  être  menée  de  l'autre 
côté.  Or  de  cette  expreflion  on  tire  j^ — 40: ,  x  :  :  —  4/a-+-4Jc 

—  LE  ^  c  eft-à-dire  3  AC  —  4AL  ,  AL  :  :  —  4AC  -*-  4AL, 

—  LE0U3AC— 4AL^  AL::  — 4Le,LE. 

Si  on  vouloir  mener  une  tangente  au  point  B  où  les  dieux  cour- 
bes fe  rencontrent ,  réquation  du  cercle  feroit  alors  yy=z'ûaj  à 
caufc  que  rabfcifle  AO  eu  en  ce  cas  égale  à  Tordonnée  BO ,  6c 
que  Tune  &  Pautre  font  égales  à  la  moitié  du  diamètre  ^,&  prenant 
la  différence  on  auroit  txydy  =0  ,  &  ^  =  o ,  c  eft  pourquoi  met- 
tant cette  valeur  de  àf  daiis  PK==  --——7  on  aura  PK  =  ^rr' 

=  —  ,  &  mettant  au  Fieu  âczzùi  valeur  xy  prife  de  Féqaation 

de  la  courbe ,  on  auroit  PK=  î^=  2a:  •  &  on  obfervera  la  mê- 

y 

nie  chofe  toutes  les  fois  q^ue  les  deux  courbes  fe  rencontreront 
en  un  point  où  dy  de%âentégale  à  zéro-,  ce  qui  arrive  dans  lé  cer- 
cle ,  &  dans  rEllipfe  lorfque  Pordoonée  pafle  par  le  centre* 

Ceci  me  donne  lieu  de  faire  en  paflànt  une  remarque  qui  ne  fe- 
ra pas  hors  de  propos ,  &  qui  fera  voir  qu'elle  eft  la  fôreté  du  cal- 
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cui  que  nous  employoûSir  L'équation  du  cercle  t^yy^ss^ax 
— •  JifAT ,  mais  lorfqùe  l'ordonnée  tombe  fur  le  centre ,  le  reâan* 
gle  ax — XX  fe  change  en  ^  j^  ^  parce  qu  alors  jc  = -î^  «  &  ^ — x 
=  x^  >  ainfî  l'équation  devient ^j^ =^ ^w  ,  &  fa  différence  2ydy 
ï=o  ,  d  où  1  on  tire  4y  =  o.  De  même  l'équation  à  rEUipfe  eft 

r-jjy==«p — XX,  mais  lorfque  l'ordonnée  tombe  fur  le  centre  , 
Téquationfe  change  en  ^jjy=^iia  pour  la  même  raifoa ,  aînii  fa 

différence  2  ^ydy  =  o ,  d'où  l'on  rire  encore  dy  =  br  Or  lorfque 

d'un  point  quelconque  pris  (ur  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  cour- 
bes on  veut  mener  une  tangente  on  fait  que  la  foutangente  efl 

^  f  mettant  donc  la  valeur  de  4y>^  on  a  la  foutangente  égale  à 

-j  y  c'eft-à-dire  la  foutangente  eft  infinie  loifque  le  point  par  où 

l'on  veut  mener  une  tangente  y  eft  le  même  que  celui  ou  l'or* 
donnée  au  centre  coupe  la  courbe^  donc  alors  la  tangente  ne 
doit  rencontrer  Taxe  qu'à  riniini  >  &  par  conféquent  elle  ne  le 
lencontrera  jamais  ^  d'où  il  fuit  ^  qu'elle  eft  parallèle  à  laxe^  ou 
au  diamètre  fur  lequel  tombent  les  ordonnées  ;  fie  en  effet,  c'eft 
ce  que  la  Géométrie  nous  apprend  indépendamment  du  calcuÙ 

42*  It  y  a  deux  courbes  connues  autmr  é^un  mime  axe  AL  (Fig« 
%6^  ,  par  exempky  une  parabole  HNÂ  y  €^  une  hyper b^ Je  XSA  > 
^  il  y  a  une  troijiéme  courbe  MA,  dont  les  ordonnées  font  trêifté-^ 
mes  proportionnelles  aux  ordonnées  de  la  parabole  &  à  celles  de  Fhy-^ 
ferbole^  On  demande  de  mener  une  tangente  d^unpoint  M  pris  fur  cette 
courbe. 

Je  fuppofe  la  chofe  faite ,  &  )e  mené  l'ordonnée  PM ,.  &  fonv 
infiniment  proche  pm;  les  droites  ,  MR ,  SV  ,  NO  qui  font  éga- 
les entr'elles ,  les  tangentes  NK ,  SF  ,  &  leur  foutangentcs  PK^ 
PF ,  jne  font  connues  ,  puifque  je  connois  la  parabole  &  l'hy- 
perbole à  qui  elles  appardennent.    . 

je  nomme  l'ordonnée  NP  de  la  parabole  =  J? ,  l^ordonnée  SF 
de  l'hyperboïe  =^ ,  l'ordonnée  Mr  de  la  courbe  =2  >  la  fou* 
tangente  PK  de  la  parabole =r  5  &  la  foutangente  PF  de  Thy- 
perhole  =  r  ;  donc  nO  =^  dx ,  sY  r=dy  ^  &  mK  =  dz. 

Les  triangles  femblables  NPK  ,  «ON ,  donnent  NP,  PK  :-; 

l»0,ON,doncx^r::i^/^  =  ON. 
Les  triangles  femblables  SPF^.^VS  ,  donnent  SP,PF  iisYy 
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yS,  àoacy,t::dy/-f=^YS  ;  mais  VS  =  ON  ,  donc  î^ 

r=  —  •  doeilontirc  ^y= — . 

X     ^  -^  SX 

Les  triangles  fcmblablcs^  wRM  /MPT ,  donnent  iwR,  RM  , 
ouON::MP,PT,  donc^2/-f^::^,î^'  =  PT. 

Or  par  la  condition  du  Problême  on  a  :  :  PN^  PS ,  PM,  donc 
^^x  y  y  ^Zy  fie  par  conCéqucnt  jjy=  xz ,  &  Péquatîon  de  la  cour- 
be eft  2;  =  ^;  fa  diiFérencc  eft  donc  dz=^  ^^"^  ^^^^  *  >  ^  ™^^'' 
«n.  la  vak^  ^  de  iy  ,  on  a  &=  ^  _f =3!^2^^ 
ôc  mettant  cette  valeur  de  dz  dans  PT=~ ,  on  a  PT 


txxrzdx  txrz 


;  fie  mettant  au  lieu  à^yy  fa  valeur 

' — ^^ — -     '-^^ —         •^     -^^ 

xz  prife  de  Téquation  de  la  courbe  ,  on  a  enfin  PT=  ^^J^^^ 

«=  ~3- ,  d'où  Ion  tire  cette  analogie ,  2r — ty  r::t ,  PT, 

Pour  rendre  ceci  général  en  fuppofant  que  l'équation  de  la 
-courbe  c^z^x^=y^    "ou  x;'"  =  il 1 ,  &  que  les  deux  courbes 

données  font  d'autres  courbes  Algébriques  de  quelque  genre 
que  Ton  voudra ,  dont  on  fait  mener  les  tangentes  ;  on  fera  la 
même  conftruftion  que  c4-dcffus ,  fie  Ion  aura  de  même  ON 

==V5=-=-^  5V=é.=  2i'ficPT=='— . 

Or  la  différence  de  l'équation  de  la  courbe  fera  mz"'~''dz 

is=  -^-: — i —        •' — i ,  6c  mettant  la  valeur  -^ 

de  dy,  on  auram*^^  j^^iH^r/' ~ ' /'"^'> dx-my"^ x*^'  i. 

&  mettant  au  lieu  de^"     "  ù.  valeur  z^x*  ,  on  aura .  ma*"""  '  dz 

9  a  ou  Ion  tirera  dz 


««*"«• 


,  &  mettant  cette  valeur  de  dz  dans 


t^  .  ^n  ,.,«  PT  _  fnrtz'^x^Ux 


^T-=^,onauraPT  = 


tiH-nn^  x*''dx~ntz'"  x^^dx       "^"^ — ^»» 


Si  «2  =3 ,  «= 3 ,  on  aura  PT  s= -^^ 

Si 
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Si  w= 4 ,  »  =  3 .,  on  aura  f  T  =    ^^^    >  &  ainfi  des  autres. 

Lorfque lune  des  deux  courbes  données  BCA  (F/g-.  27.) > ren- 
tre en  elle-même  telle  qu  eft  le  cercle  ,  TEllipfe  y  ôcc.  &que  les 
ordonnées  de  la  troifiéme  QMA  fonttroifiémes  proportionnelles 
aux  ordonnées  des  courbes  données  BCA,  HNA>  ou  dans  Tune 

^csraifons  exprimées  par  Téquation  ^'"  =  '^^-^  ,  alors  menant 

une  ordonnée  PM  du  centre  Pde  la  courbe  BCA ,  il  eft  vifible 
xjue  la  courbe  QMA  aura  d^abord  fa  concavité  tournée  du  côté 
du  centre  P^  parce  que  les  ordonnées  des  courbes  BCA ,  HN A 
vont  en  augmentant  ;  mais  comme  celles  de  la  courbe  BCA  aug- 
mentent moins  &  diminuent  enfuite  ,  tandis  que  celles  de  la 
courbe  HNA  augmentent  toujours, les  troifiémes proportionnel- 
les à  ces  ordonnées ,  c'eft-à-dire  les  ordonnées  à  la  courbe  QMA 
augmentent  entr' elles  dans  une  raifon  beaucoup  plus  grande  que 
celle  dans  laquelle  elles  augmentoient  au  commencement  ,  & 
par  conféquent  la  courbe  fera  forcée  de  tourner  fa  convexité  vers 
BP;  enfin  quand  Tordonnée  tombera  en  B,  alors  l'ordonnée  de 
la  coufbe  BCA ,  étant  infiniment  petite  ;  la  troifiéme  proportion- 
nelle à  cette  ordonnée  &  à  l'ordonnée  BH  de  la  courbe  HNA 
fera  infiniment  grande  ,  &  par  conféquent  elle  feral'afymptote 
delà  courbe  QMA. 

Si  les  deux  courbes  données  HNA,  BNC  (F/^.28.)  avoient 
leurs  fommets  en  deux  point  difFérens'B ,  A ,  &  que  l'une  pre- 
nant fon  cours  vers  B ,  1  autre  prit  le  fien  vers  le  côté  oppofe  A, 
il  eft  vifible  que  la  courbe  FNE  toucheroit  les  deux  autres  au 
point  N  où  elles  le  couperoîent,,  parce  qu'alors  l'ordonnée  delà 
courbe  BNC  étant  égale  à  l'ordonnée  de  la  courbe  HNA  ;  la  troi- 
fiéme proportionnelle  à  ces  deux  ordonnées ,  c'eft-à-dirc.  l'ordon- 
née de  la  courbe  FNE  fcroît  égale  à  chacune  de  ces  ordonnées; 
il  eft  encore  vifible  par  les  raifons  que  nous  venons  de  dire  ci- 
deffus ,  que  fi  on  élevé  les  perpendiculaires  BL ,  AI ,  elles  fe- 
ront les  afympiotes  de  la  courbe  FNE. 

Si  les  deux  courbes  données  BCD  ,  HNA  {Fig.'2p.)y  ayant 
leurs  fommets  D ,  A ,  disjoints,  alloient  cependant  du  même  côté, 
&  que  Tune  d^entr'elles  BCD  fût  une  courbe  rentrante ,  on  voit 
aifément  que  la  courbe  FSE  auroit  auffi  pour  afymptote  les  deux 
perpendiculaires  BL,  DI. 

Si  les  deux  courbes  données  AH,  BD  {Fig,3o.)  ayant  leurs 

Mm 
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fommets  disjoints^  prenoient  leiir  route  du  même  côté  y  (axrs  fe 
couper  jamais ,  &  que  ni  Tune  ni  l'autre  ne  fut  tentrame ,  aiors. 
la  courbe  FNE  auroit  pour  afymptorc  la  droite  AL,  &  quand  cet- 
te courbe  feroit  parvenue  en  un  certain  point  qu  on  peut  déter- 
miner par  les  règles  du  Chapitre  fuivant^  elle  tourneroit  fa  con? 
cavité  vers  H  &  vers  F  à  Tinfini,. 

Si  les  deux  courbes  doni^es  AD,  BHiFig^si.)  ayant  leurs 
fommets  disjoints  ^  prenoient  leur  cours  du  même  côté  &  fe 
coupoient  en  un  point  N  fans  que  f  une  ni  l'autre  ne  fut  rentrante  ^ 
la  courbe  FNE  auroit  pour  afymptote  la  droite  AL ,  &  quandellc 
feroit  parvenue  en  N ,  elle  coupêroit  les  deux  courbes  &  s'ap- 
procheroit  de  PB  fans  y  parvenir  jamais» 

Il  y  a  une  infinité  d'autres  cas  fur  lefqucls  on  pourroit  faire  de 
ffimblables  remarques ,  &  dans  tous  ces  cas,  on  pourra  toujours 
mener  une  tangente  àla  troifiéme  courbe  à  quelque  point  que  ce 
foit  en  fuivant  les  règles  ci-delFus  ,  ainfi  qu  oh  va  voir  dans  Tcxem- 
ple  fuivant  où  j'ai  réuni  toutes  les  difficultés  qui  peuvent  fe  ren- 
contrer. 

44.  liy  a  deux  combes  connues  BCA ,  HNA  (Fîg.  27.)  ayant  leurs 
fommets  en  un  même  point  A  de  leur  diamètre  commun  AB ,  rune  ejf 
une  courbe  rentrante^  comme  par  exemple  un  demi-cercle  ACB ,  €>* 
r  autre  e(i  une  courbe  qui  n*  eft  point  rentrante  j  par  exemple ,  une  para- 
T>ole  ANH,  &ily  aune  troiftéme  courbe  ArAQ^dont  les  ordonnées 
font  troifiémes proportionnelles  aux  on  données  du  demi-cercle  &  àcelles^ 
de  la  parabole ,  on  demande  de  mener  une  tangente  par  un  point  pris 
fur  cette  troifiéme  courbe^ 

Du  centre  P  du  demi-cercle  j'élève  une  perpendiculaire  PM;. 
îl  eft  vifible  que  fi  le  point  pris  fur  la  courbe  eft  entre  PM  &  le 
fommet  A ,  on  mènera  la  tangente  demandée  ainfi  que  nous  Ta- 
vons  enfcignédans  l'exemple  précédent ,  ainfi  je  ne  parlerai  point 
de  ce  premier  cas. 

Si  le  point  M  eft  le  point  par  où  il  faut  niener  la  tangente  ,  je 
fiippofe  la  chofc  faite  ,  &  je  mené  l'ordonnée  infiniment  proche 
pm^  les  perpendiculaires  RM,,  NV ,  CZ ,  &  je  m^apperçois  d'a- 
bord que  cette  dernière  CZ  fera  la  même  que  la  tangente  du  cer- 
cle au  point  C,  &  qu  il  n'y  aura  point  de  petit  triangle  tel  que  le 
triangle  MRm ,  d'où  il  fuit  que  nommant  l'ordonnée  CP  =  a:  ,  oa 
aura  dx^=^Oy  ce  qui  a  déjà  été  obfervé  ci-deflus  fur  la  fin  du  nom- 
bre 4U 
Je  nomme  1  ordonnée  NP  de  la  paraboks=ry,  fa  foutangente: 
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VKssst,  Varàonnéc  MP  de  la  courbe  3==  Zj  donc  Bjnsss'dz^ 
-nV^dy. 

Les  triantes  ïèmblables  NPK,  »VN ,  donnent  NP,  PK  : . 

ttV^VNdottcyyt::  dy ,  î*  =:VN  =  RM,  &  les  triangle» 

femblables  mRM  ,  MPT ,  donnent  «R ,  RM  :  :  MP ,  PT ,  ou  <fe 

^::z,î$=.PT: 
y         ^  ydz 

Or  par  la  condition  du  Problème  on  a  :  :  PC ,  ^PN ,  PM  donc 
•  •  ^}y^  ^  y  d'où  Ton  tire  xz^s^yy,  &  par  conféquents;  =  -  eft 
réquatiofl  de  la  courbe  QMA ,  &  fa  difFérence  eft  «fet=  ^^^r^ 
mais  ^/jcs=o,  donc  Js==^^^^  ^  mettant  donc  cette  valeur  de^fc: 
dans  PT=  g,  on  aura  PT  =^-=  ^  ;  fie  mettant  au  lieude 
z  fa  valeur  ^on  auraPT  »=  221  =  -^ ,  ce  qui  fait  voir  que  la  fou- 
tangente  PT  aboutit  au  fommet  Ai  menant  donc  du  point  A  par 
le  point  M  la  droite  AML ,  on  aura  la  tangente  cherchée. 

Il  feut  obfcrver  ici  que  la  courbe  QMA  apnt  fa  concavité  en 
{xartie  d  un  coté ,  &  en  panie  de  l'autre  la  tangente  TL,  n'eft  pro- 
prement, tangente  que  de  la  partie  convexe  QM ,  car  il  eft  vifî- 
blc  qu  elle  couperoit  la  partie  concave  MA ,  fi  on  la  continuoit 
^e  l'autre  côté ,  ce  qui  arrive  dans  toutes  les  courbes  de  cette 
namre^ 

On  peut  trouver  encore  cette  tangeme  de  cette  faiçon  :  après 
avoir  conftiçuit  de  même  que  ci-defTus ,  je  mené  du  point  M 
(F/>.  32.)  la  droite  MO  parallèle  &  égale  à  BP,  &  comme  BP, 
«=PA=iPK=|^,  je  nommeMO=lf. 

hcs  triangles  femblables  NPK  ,  «VN  donnent  NP  ,  PK  :  : 

TiV ,  VN,  donc^  ftixdy/^  ^ VN= MRjles  triangles femr 

blables  mRM ,  LOM  ^  «donnent  RM  y  mK  :  :  MO  ^  OL.^  donc 

Or  réquation  de  la  courbe  étante  =  7  >  fa  différence  eft  dz 
^ytày—yyàx^  __  ^fydf  j^  ^^^ç^  j^  ^jç_,q  ^  mettant  donc  cette  va- 
leur de  ^z  dans  OL=:  g  on  aura  OL==  '^gg:  =  ^^  =  z,ainfi 

prenant  OL  =2,  où  OLtroifiéme  proportionnelle  aux  deux  li- 

Mm  ij 
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gnes  connues  PC  ^  PN ,  &  menant  la  droite  LM  on  aura  la  tan-^ 
gente ,  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  manière  précédente  y 
car  ayant  trouvé  ci-deffus  »  que  la  tangente  doit  être  menée  du 
point  A ,  les  triangles  APM  ,  MOL  ,  donnent  AP ,  PM  :  :. 
MO,  OL,  mais  AP=OM^  donc PM=z  =  OL. 

Si  le  point  Meft  au-delà  de  l'ordonnée  qui  pafle  par  le  centre 
du  demi-cercle ,  c  eft-à-dire  fi  le  point  Meft  du  côté  de  B,  (F/ç, 
3  3.)^  je  mené  l'ordonnée  PM  fon  infinimiem  proche /?wa ,. les  droi- 
tes MR ,  NV ,  HO  i  &  nommant  HP = a?  ,  la  foutangente  PZ 
du  cercle  = — r,  à  caufe  quelleeftdc  l'autre  côté  du  fommet, 
&  donnant  aux  autres  lignes  les  mêmes  noms  que  ci-defTus  ,  j*ai 
fnR  =  dz^  nY  =dy  6c  OA= — dx  ,  à  caufe  que  hp  =  HP 
r-Ok 

Les  triangles  femblables  HPZ ,  HOA  donnentHP,  PZ  i:  Ok^ 

OH,  donc;^,— r  :  :  — ^^  +  î:^  =  OH  =  RM  =  VN. 

Les  triangles  femblables  NPK  ,  wVN,  donnent  y  y  t  ::dy, 
^  =  VN  ,  donc  '-^  =.-+--,  d^où  Ton  tire  ^y  =  4-^^^. 

y  ^  y  X  ^  -^  tx  ^ 

Les  triangles  femblables  mRM,  MPT,  donnent  wR,  RM 
:::  MP,  PT^donc  ^^,^-î^^  :^,^=PT.  Or  l'équation  de  la 

courbe  étant  x=-  fa  différence  ^^dz  =^^^''^~'^  ^  r.  &  mettant 

X  XX  *         • 

au  lieu'de  dy  (a  valeur  ^  on  aura  dz  =  ^^  ^     *^^  ^  ^  &  mettant 

-^  tx  .  txx  7 

cette  valeur  de  -dz  dans  PT  =  —^  on  auraPT= 


xdz  zt  xyy  ^  ryyx 

_:  — Îîîî: —     ôc  mettant  au  lieu  de  yy  fa  valeur  xz  •  on  aura  PT, 

zryj'^'tyy^  ^^  ^ 

t=  ,        —  =  qui  eftla  même  expreflîon  que  nous  trouve*- 

rions  pour  les  foutangentes  des  ordonnées  qui  font  entre  le  cen*« 
tre  du  demi-cercle  &  le  fommet  A ,  ce  qui  fait  voir  que  quoique 
Ta  courbe  tourne  fa  concavité  d'un  côté  &  enfuite  de  l'autre ,  l'ex- 
preflîon  de  la  foutangente  eft  la  même  dans  ces  deux  cas ,  fit 

u'elle  ne  varie  qu'à  l'égard  de  Tordonnée  qui  tombe  furie  centrcu 

u  cercle  y  à  caufe  qaalors  on  zdx=  q. 


I 


f 
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CHAPITRE    III 

XJJage  du  Calcul  Différentiel  four  refoudre  les  Problêmes , 
de  Maximis  &  Minimis. 

4y.  T  O  R  s  QU  E  dans  un  Problênre  il  fc  trouve  une  quantité 
■  j  variable  x  ouy  y  qui  va  d'abord  en  augmentant  jufqu  a. 
am  certain  point ,  &  enfuite  en  diminuant  y  ou  bien  en  (dimi- 
nuant >  &  enfuite  en  augmentant ,  fi  l'on  dwiiande  quel  eft  l'en- 
droit où  cette  quantité  eft  la  plus  grande  ou  la  moindre  y  cela  s'ap^ 
pelle  une  queftion  de  Maximis  &  Minimis. 

De  même  s'il  fe  trouve  dans  le  Problême  deux  quantités  va- 
riables x-,^  ,  &  qu'on  demande  quel  eft  le  produit  xy  ou  ie  pro- 
duit ^v*"^*,  qui  eft  le  plus  grand  ou  le  moindre  ^  cela  s'appelle, 
une  queftion  de  Mflximis  &  Minimis ,  ôcc. 

PRINCIPES   NECESSAIRES 
Pour  ^intelligence  de  ce  Chapitre. 

45.  Si  l'on  conçoit  que  l'axe  ou  le  diamètre  AL  d'une  courbe 
{ïig.  34.)  foit  diviîé  en  une  infinité  de  petites  parties  égales  AG . 
GH,  HI ,  &c,  &  que  de  tous  les  points  de  aivifion  foient  .me- 
nées des  ordonnées  qui  feront  par  conféquent  infiniment  proches 
entr'elles,  les  petits  arcs  AB,  JBC,  CD,  &c.  interceptés  entre 
ces  ordonnées  pourront  être  pris  pour  des  petites  lignes  droites 
qui  formeront  un  Polygone  d'une  infinité  de  côtés  ,  lequel  ne 
fera  pas  différent  de  la  courbe ,  &  il  eft  vifible  que  toutes  ces  pe- 
tites lignes  auront  des  diredions  différentes. 

47.  Si  des  extrémités  des  ordonnées  on  mené  des  petites  lignes 
droites  BM,  CN,  DQ,  &c.  parallèles  à  l'axe  ou  au  diamètre, 
elles  formeront  des  petits  triangles  BMC,  CNO ,  ôccôcfiTon 
appelle  les  abfciffes  Xy  les  ordonnées  jy ,  les  différences  des  abC- 
cifles  feront  dx  y  &  celles  des  ordonnées  ^  ,  il  eft  vifible  que 
dans  les  petits  triangles  BMC  ,  CND ,  DOE  y  &c.  &  les  côtés 
BM,  CK,  DO  y  &c.  parallèles  à  Taxe  ou  diamètre  feront  égaux 
zv^dx  y  6c  les  côtés  MC,  ND,  OE;  &c,  qui  font  partie  des^ 
lerdojinécs  feront  les  dy.^  Mm  iij, 
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-^8.  Sî  la  courbe  tourne  fa  concavité  du  côté  de  Taxe  ou  dia- 
mètre {Fig.  54.  )  &  qu  elle  ne  foit  pas  rentrante  en  :cllennêntc  ,- 
le  rapport  des  dx  aux  dy  augmente  à  mefure  que  les  ordonnées 
s'éloignent  du  fommet  A  ;  par  exemple  CN  eft  plus  grand  par 
rapport  à  ND  que  BM  par  rapport  à  MC.  Prolongeons  de  part 
&  d  autre  le  petit  côté  BC  du  polygone  cîrconfcrit ,  le  petit  côté' 
CD  n'ayant  pas  la  même  diredion  que  le  côté  BC ,  il  ftaura  pas 
non  plus  la  même  diredion  que  le  prolongement  C4  du  petit 
côté  BC ,  donc  CD  aura  fa  diredion  ou  en  delà  de  C4  par  rap- 
port {i  l'axe  ou  diamètre  y  ou  en  deçà  ;  mais  fi  CD  avoit  fa  dire*(L 
dioh  en  delà  de  C4  ,  il  eft  vifible  que  la  courbe  tourneroit  (à 
convexité  du  côté  de  l'axe ,  donc  puifqu'on  fuppofe  qu'elle  tourne 
fa  concavité  vers  l'axe  ou  diamètre ,  il  faut  néceffairement  que 
CD  ait  fa  direèlion  en  deçà ,  c'eft-à^dire  entre  Taxe  AL  &  la  di- 
redion C4  ,  &  par  conféquent  fi  l'on  veut  que  l'ordonnée  ID 
coupe  la  droite  ^4  ;  il  feudra  la  prolonger  au-delà  du  point  D  $ 
cela  pofé.  Les  triangles  CN  j,BMC  étant  femblables  l'angle  NyC 
eft  égal  à  Tangle  MCB  ;  mais  Tangle  NDC  étant  extérieur  an 
triangle  CD  y  eft  plus  grand  que  l'angle  NyC,  donc  il  eft  plus 
grand  aufTi  que  l'angle  MCB  ;  ainfî  dans  les  triangles  redangles 
BMC^  CND ,  l'angle  aigu  BCM  étant  moindre  que  l'angle  aigu 
CDN ,  l'autre  angle  aigu  CBM  fera  plus  grand  aue  l'angle  aigu 
DCN ,  donc  BM  fera  moins  grand  par  rapport  a  MC  que  CN 
par  rapport  à  ND  ;  or  la  même  chofe  arrivera  à  l'égard  de  tous 
es  petits  triangles  ;  donc  le  rapport  des  côtés  BM-,  CN ,  DO, 
êcc.  aux  côtés  CM ,  ND ,  PO ,  &c..  c'eft-à-dire  le  rapport  des  ^ 
aux  dy  augmente  à  mefure  que  les  ordonnées  font  plus  éloignées 
du  fommet. 

Puifque  le  rapport  des  dx  aux  dy  augmente  à  mefure  que  le» 
ordonnées  s'éloignent  au  fommet,  il  s'enfuit  que  le  rapport 
des  dy  aux  dx  augmente  à  mefure  que  les  ordonnées  s'appro* 
chent  du  fommet ,  ce  qu'on  peut  démontrer  de  la  même  fàçon^; 
car  par  exemple  le  petit  côté  AB  n'ayant  pas  la  même  direâion 
que  le  prolongement  B3  de  la  corde  BC,6c  fa  direélion  étant 
entre  B3  &  l'axe  ou  diamètre  AL ,  il  eft  vifible  que  l'angle  ABG 
eft  moindre  que  l'angle  3BG  égal  à  Tangle  BCM,  &  par  cod* 
féquent  l'autre  angle  aigu  BAG  du  triangle  rcfiangie  feAG  eft 
plus  grand  que  Tautre  angle  aigu  CBM  du  triattgle  rcôangle 
CBM ,  donc  le  côté  BG  eft  plus  grand  par  rapport  au  côté  AG 
que  le  côté  CM  par  rapport  au  côté  BM ,  Se  ainll  des  autres. 


î 

le 
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Les  prolongemens  B4,  Bj  du  petit  côté  BG  fout  tous  entiers 
hof9  de  la  courbe  ;  or  BC  étant  infiniment  petit  n  eâ  qu'un  point 
de  cette  courbe^  donc  h  droite  34.  eô  tangente. 

4P.  Si  la  courbe  tourne  fa  convexité  du  côté  de  Taxe  oudia* 
mètre  AL  (  Fig.  3  f.  )  &  quelle  ne  foit  pas  rentrante  >  le  rapport 
d^B  dx  aux  dja  dicninue  à  mefure  que  les  ordonnées  s'éloignent 
du  {bmmet  A  ;  car  faifant  la  même  coiaflru£tion  on  prouvera  aifé^ 
mçm  que  l'angle  CDN  eft  moindre  que  Tangle  BCM  égal  à 
Faogle  CyN,  &  par  conféquem  dans  le  triangle  redangle  NCD 
Tautrc  angle  aigu  NCD  eft  plus  grand  que  Tautre  angle  aigu 
MBC  du  triangle  MBC  ,  d  oà  il  fuit  que  le  côté  ND  eft  plqs 
graïKl  par  rapport  au  côté  NC^  que  le  côté  MC  par  rapport  au 
côté  MB>  donc  le  rapport  des  côtés  ^  BM  ^  CN^  DO  y  âcc*  aux 
côtés  MC  >  NP  y  OÉ  5  &c.  QÙ  le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue 
à  mefure  que  les  ordonnées  s'éloignent  du  fommet».       . 

So.  Si  la  CGÛrbe  tourne  fa  concavioé  du  coté  de  Taxe  au  dia- 
mètre Ah  {Fig.  j6.)y  ôc  quelle  rentre  en  elle-même  le  rappovt 
des  dx  aux  dy  augmentera  jufqu  au  point  où  la  courbe  commeti'* 
ce  à  rentrer;  là  ce  rapport  ièra  infini^  c'efi-à-dire  dy  fera  zéro  > 
après  quoi  le  rapport  des  dx  aux  dy  yU^  en  diminuant  jufqu'au 
point  L  ;  car  conftruiiam;  de  même,  que  ci-deftus ,  on  peut  regar- 
der le  point  où  la  CQurbe  commence  à  rentrer:  comme  un  petit 
côté  CE  du  polygone  infcrit,  lequel  feroit  parallèle  à  Taxe  ,  6c 
lordonnée  à  ce  point  comme  étant  deux  ordonnées  infiniment 
proches  qui  aboutifient  aux  extrémités  de  ce  petit  côté  ;  or  il  eft 
viiifale  qite  ces  ordonnées  n'auront;  aucune  diâ^rcnce  enn?'elles  ^ 
^^onc  dy  eft  alors  ég^  à  zéro  y  ôc  par  conféquent  ie  rappoit  de 

dxkdy  étant  -  eft  infini ,  aptes  quoi  il  eft  évident  qq  en  allant  de 

B  en  L  >  le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue  toujours. 

Puifque. le  point  pu  la  courbe  commence  à  rentrer,  eft  un  côté 
infiniment  petit  du  polygone  infçrit,  &  que  ce  côté  eft  paralielf 
à  Taxe ,  il  s  enfuit  que  la  tangente  en  ce  point  eft  parallèle  a  Taxe 
à  caufe  que  cette  tangente  a  eft  autre  cbofe  que  le  prol^ôgenyent 
du  petit  côté.  ...     ,... 

5:  K  Si  la  courbe  étant  rentrante  {Fig.  37.  )  on  prenoit  le&.abi- 
ciffes  fur  une  droite  extérieure  BH  parallèle  au  diamerrc  A%^  à 
commencer  du  point  B  ,  le  rapport  des  4v  auîc  ^  iroir  en  aug^ 
TOemant  jufqu  au  point  où  k, coiirbe^iiiMêittee  kjrenwer  i  fz  lï 
ieroît  infini,  après  quoi  il  iroit  en  diminuant  jufqu'cn  L ,-îce  quîi 
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fe  démontre  de  même  que  dans  le  nombre  précédent, 

y  2.  Dans  toutes  les  courbes  où  le  rapport  des  dx  aux  ^  va  en 
diminuant  vers  le  fommet  A  (i'/ç,  34.  3(î.  57-  )  la  tangente  au 
fommet  eil  parallèle  aux  ordonnées  ;  car  Ci  l'on  regarde  le  point 
A  comme  un  petit  côté  du  polygone  infcrit ,  l'angle  que  ce  côté 
fera  avec  l'ordonnée  voifme  fera  infiniment  petite  à  caufe  que 
dans  les  pedts  triangles  EPF,  DOE  y  CND ,  ôcc,  (  Fig.  34,  )  les 
angles  EFP,  DEO  ,  CDN  vont  en  diminuant  à  melure  quon 
avance  vers  le  fommet^  donc  les  deux  autres  angles  du  triangle 
fait  par  le  petit  côté  A  avec  l'ordonnée  voifme  &  l'abfcifTe  corres- 
pondante vaudront  deux  angles  droits  9  Ôc  par  conféquent  le  petit 
côté  ,A  &  l'ordonnée  voifme  feront  parallèles  ;  or  la  tangente  en 
A  n  eft  autre  chofe  que  le  prolongement  du  petit  côté  A  >  donc 
cette  tangente  eft  parallèle  à  l'ordonnée  voifine ,  ôc  par  confé- 
quent aux  autres  ordonnées* 

L'angle  fait  par  le  petit  côté  A  avec  l'ordonnée  voifine ,  étant 

infiniment  petit  ^  il  s'enfuit  que  le  côté  oppofé  à  cet  angle  dans  le 

petit  triangle  eft  infiniment  petit  par  rapport  à  l'ordonnée  qui 

forme  un  autre  côté  du  triangle  ;  c'eft-à^dire  que  le  rapport  de 

Ày  k  dx  e&  infiniment  grand  ou  ^  =  oo« 

y  3.  Dans  toutes  les  courbes  où  le  rapport  des  dx  aux  dy  va  en 
augmentant  vers  le  fommet  A  (  Fig.  3  5.  ) ,  la  tangente  en  A  eft 
parallèle  à  la  ligne  des  abfciifes  AL  ;  car  fi  Ton  regarde  le  point 
A  comme  étant  un  petit  côté  du  polygone  infcrit,  l'angle  que 
ce  petit  côté  fera  avec,  fon  dx  fera  infiniment  pedt  à  caufe  que 
les  angles  que  les  côtés  du  polygone  infcrit  font  avec  leur  dx 
vont  «en  diminuant  vers  le  lommet  ,  donc  les  deux  autres  an^ 
gle$  du  triangle  que  ce  petit  côté  fera  avec  fon  dx  &  l'ordonnée 
voifine  vau^tont  deux  droits^  donc  le  dx  &  le  petit  côté  A  feront 
parallelçs  ;  mais  la  tangente  eft  le  prolongement  du  périt  côté  A, 
donc  cette  tangente  eft  parallèle  au  dx  correfpondant ,  &  .par 
tronféqueçLt  à  tous  les  dx  ou  à  la  ligne  des  abfciffes ,  laquelle  eft 
parallèle  à  tous  les  dx. 

'L  angle  fait  par  le  côté  A  avec  fon  dx  dans  le  petit  triangle 
jetant  ipfioimcnt  petit  fon  côté  oppofé  où  le  dy  correfpondant  eft  in- 
finiment petit  par  rapport  à  ^;c,  donc  le  rapport  de  Jxàiy  eft  alors 

mfinînjcnt  grand  ou -^.  .       .  ,_ 

Il  /j:4..\Si  une  courbe  ABC  (F/^g^.  38.)  toujolirs  concave  vers  fon 
axe  rcbroufle  chemin  en  un  point  B  &  tend  vers  C  >  le  rappotc 

des 
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'des  âx  aux  iy  ira  en  diminuant  depuis  le  point  Â  jufqu'au  poi^t 
B,  où  il  fera  égal  à  zéro  *  6c  enfuite  il  ira  en  augmentant  depuis 
le  point  B  jufqu'en  C  ;  &  la  tangente  au  point  B  £era  parallèle 
aux  ordonnées;  c'eftune  fuite  de  ce  qui  a  été  dit  dans  iesnom' 
bres  précédens.  '  ~ 

Trouver  qmttt  efi  la  plus  grande  ordonnée  (fuhe         ^ 
courbe  rentrante, 

> 

jy.  Si  la  courbe  eft  un  cercle  ABC](Fi>,  5p.)  je  fuppofe  qpc  de 
tous  les  points  du  diamètre  foient  élevées  des  ordonnées ,  ôc  que  de  * 
leur  extrémités  foient  menées  les  petiteslignes  quiformem  les  pe^ 
tits  tdangles  dont  les  côtés  font  les  iv  ^  ^  ^  le  rapport  des  dx  aux  dy 
ira  en  augmentant  jufqu  au  point  où  la  courbe  commence  à  rentrer . 
&  à  ce  point  nous  aurons  dy  =  oi  or  il  eft  vifîble  que  Fordon- 
née  qui  aboutira  à  ce  point  fera  la  plus  grande  ,  c'eft  pourquoi 
je  nomme  le  diamètre  AC  =a ,  & iéquadoneft  yy  =  ax — xx  j 
fen  prens  la  différence  2ydy  =  adx — 2xdx  ,  d'où  je  tire  dy 

s= '  —  i  mais  nous  avons  ^  «:  o ,  donc  — — =  o ,  oc 

adx — 2xdx=^o,  donc  adxz=?:2xdx,  &  par  conféquent  a=z2X^ 
ticx  =  \ay  c'eil-à-dire  Tabfcifle  correfpondante  à  la  plus  grande 
ordonnée  eft  égale  à  la  moitié  du  diamètre  ou  au  rayon  ^  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  que  la  Géométrie  nous  apprend. 

Si  la  courbe  eft  un  des  cercles  à  Tinfîni  dont  l'équarioneft 
yn-hn  _.  ^m  ^  ^ — ^n  ^  j^  différence  fera  m^ny^  ^  »  —  x  ^ 

=  mx^^^^xa  —  x^dx — nx^xa — x"      *.  dx  ;  àono' dy 


^-M.— i^^ 


';  6r^  =  o,  .donc  mx 


xa — X       '  iy=so,  donc  mx^ 


r=rî- 


"  i  &  '  divifant  par  *         xa — x        ,  on  aura 
ma  —  mx=  nx  où  ma^nx^^nix,  donc  Af=s  •^-^-.    - 

Sim=^2,ni=s  i,ottmxi,x^s=s^aiCi  m=.3  ,»=si  dnaorajc 
=^tf,  &  ainfi  de  fuite. 

Ûe  même  fi  rnss^,^  n^s^^pa  on  aura^=f  .^;  il  »î=:4=ii 
s=  3  on  aura  x=^fa,  6c  aii\fi^QS  autres  i  ce  qui  fait  voir,  que 
dans^tôus  ces  cercles  la  plus  grande  ordonnée  ne  part  pas  du  cen- 
tre comme  dans  le  cercle  ordinaire. 

Nn 


L 
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y(?r  Si  la  courbe  cft  tine  Ellîpfcfon  équation  eû^y^ssufe-^xx,'. 
&  fa  àiSétencc  ell  a  -  ydy  ass  ai*  —  2 W*  ,  ou  aydy  sts  Î3^ . 

^'^^  donc iy=  V-><"'^ , maïs dy=o, donc^"  "^  *^'^' '' 

s=  o ,  d'où  je  tire  ap  =  2/?;c  &  x^=\ay  c'eft -  à  -  dire  rabfciffc 
correfpondante  à  Iti  plus  grande  ordonnée  eu  égale  à  la  ilioitié 
du  diamètre-,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  les  feûions  coni- 
ques rious  apprennent. 

Si  la  courbe  eft  une  des  ElUpfes  à  Tinfiai  dont  Téquation^eft 

lj^"''-t"tt==^'^x7^%la  dtfféxeoceeô;^^^^"^"^'  ifx 

c=  "w/7Ar*  "^^   X  -a  —  X   dx^-^  ppx^'  >(  a  —  x^      ^ dx  ^  donc. 

queftt:  m/wc'*"~^x4— ***  =»  w/?:!?'"  x^ — ^tf"*^'  ,  &  divifam  pat 

«^      ^xtf^-A:"'^-  on  aura  w/>ô*—m^====n/?*> donc r?jp/î=:==»px 

•4-  rhpXy^  x=='  '^—j-  de  mênic  que  nous  avons  trouvé  pour  les 

cercles  à  Finfini. 

•  y  7.  Si  la  courbe  eft  Ime  demi  -  Cycloïde  racourde  ALHC 
(  ^^*  40.  )  y  je  mené  une  ordonnée  PM ,  fon  infiniment  proche 
Pin ,  fes  perpendiculaires  VS  ^  IVfJl ,  le  rayon  NO  au  centre,  & 
nommant  la  dcmî-circonféfenoc  ANC  ==  a,  la  bafe  HC  =  ^ ,  le 
xayônNO=r,  Tare  inconnu  AN=»  ^  l'inconnue  NP==2, 
rabfciffe  AP=;v ,  Tordonnée  M  P  =y  >  f  ai  mR=:  4jr ,  NS = MR 
=  dx,  N»  =t  du  i  or  par  la  nature  de  la  courbe  on  a  ANC ,  HG 

::AN,NM,donca,^::ii:^fi=NM;doncMP  =  MN-t-NP; 
=  2;-+-";^;  doncy==2-+--  eft  Téquatîon  de  la  courbe  ,  &  ik 
difiérencceô^-=£i«-H*-^==^^^~^    mais  dans  le  cas.  où 


adz-^bdm 


==sOw 


Fordonnée  eftjla  plus  grande  on  a  ^>==o  ^donc 

Mais  les  triangles  rcâangies  ONP,  SN>*  font  femblâbles  ;  car 
fi  des  angles  droits  ON»,PNS  on  ôte  l'angle  commun  SNO  y 
à  reftcra  Fangle  aigu  SN/i  égal  à  Fanglc  ^gu  ONP ,  donc  ON  ^ 
OP  :iN»  ,S»i  or  OPteOA-^AP«:^-^i^  dôncr,  c^x 

i:du^  ^'^'J'*"  ;x=i  Sn  ^=^dz^  mettant  donc  cette  valeur  de  dz  dani 
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2^2: —  =K  o  on  aura ■  -^  -—  ===  o  ou  —  ■  i  ■ 

t=sz  o  y  donc  acdu '+' ècdurs=aàxdH^  âc;c3=sr-+-- ;  ainQ  prenant 

fur  le  diamètre  le  rayon  AO ,  &  lui  ajoutant  la  partie  OK  tr6ifiéme 
proportionnelle  aux  trois  lignes  ANC,  HC  &  ON  ^  ^ordonnée 
KL  menée  du  point  K  fera  la  plus  grande.  -  .x 

*  y 8.  Soit  la  courbe  AN6C  (  Figt  2  j.  )  dont  les  ordqnpées  font 
tïH)yenne$  proportiofloellej  çiurç  i^  ordonnées  di)  çcfçle  A3Ç 
•*:  fes  abfciiFe^B  ^  je  nomme  k»  ordonnées  du  ecrclç  =?^>  Iwr^ 
abfcifres=s  x,  en  prenant  leur  originç  w  point, A^îçs  <3|^4i?iM\^ 
de  la  courbe  z,  &  le  diamettre  AC «wii,  i^uation  deia.powFbp 
aft  donc  zz^ss:^  xy y  Se  (k  dîSéKOCC  ^zdzr=exdy'-¥*y.4^.j  àonc 

dans  Je  cas  de  la  plus  grande  ordonnée  on  zdz^=^  ^/^Zfzasi  o; 

or  Féquaiion  du  cercle  étant )y  =  ax-^xx  fe  différence  eft  lyd^, 

«=5:  adx-^  2xdxf  d pu  Vçn  tire  dy  5=     ■     ■**■*  j  mettant    donc 

cette  valeur  de  dy  dans  ^^^ë^^tJl*  =  o  onzmz^^^^^^  ^'-^ 

axdx  —  lyxix  -f- 1 wrfjc  ^  «  «  » 

-ïss  ■■■■  r-  -^^ ^^— =^0  ,  &  mettant  la  valeur  axi — xx<icyy 


on  aura  =sOidpnc3»i*aŒ:i,jA^ou3#B*=4^> 

&  par  conféquent  ;c=Es^tf  >  prenant  donc  les  ^du  diamètre  dé 
Acnz^  lordonnée  à  la  cpurbe  qui  partira  du  point z,  fera  la  plus 
;^ande. 

•     Et  fi  f  équation*  de  cette  courbé  ANBC  (  %*  ay .  )  étoît  a"^  "^^* 
=;=:/;c^  fa  différence  ièroit  ^[4:^ ^'"'*^''^ 
i/v4-»yV~'^x,d'oùron  tireroit^==2î!l£^^ 

«: O ,  &  par  conféqueitte^ mulfipUant  psitm^n  ^'" "^ ""  •  on 
auroît  mx'^y'^'^^  ày-^nf^  j»*'^'  rf;ca=o,  ôc  mettant  au  li^ 
de  iy  fa  valeur  ^       ^*     trouvée  ci  -  deffus  ,  on  auroit 

tipliant  pat  sy,  puîsdivifeDt  jât^^"""'  *ôii«ukQ(H:^<i/--iïwuc''"'"' 

-H  2»y*  x*"^  *  =  o,  &  mettant  au -lieu  ait  y*  fa  valeur  ax — iix 

prtfc  de  féqujmoii  dtt  cérclffon  aarok  wa*"  •—  a»**"  "^  "h-  a»a;f' 

Nnij 


•n 
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n»  -H  xif 

Si  w==2&ii=  i>  donc  jc=  Jii==f  a;  fiiw  =  5,»  =  :a> 
^onc  ^  =  ^  ^  j  &  ^infi  des  autres*  ^ 

Tr9«i;fr  /^  moindre  ordonnée  (fune  courbe  rentrante^ 

yp.  Si  la  courbe  rentrante  a  fa  concavité  tournée,ducôtéde 
Taxe  y  il  eft  vifible  que  la  moindre  ordonnée  eft  infiniment  pe- 
tite (  Fig.  S9.)  àc  qu'il  s'en  trouve  même  deux  ^  lune  au  fomr 
met  A  &  lautre- a  Fautre  extrémité  du  diamètre  ;  mais  fi  la 
'courbe  a  fa  convexité  tournée  vers  une  droite  parallèle  à  fon 
^e  ^  alors  elle  aura  une  moindre  ordonnée  que  Ton  trouvera  de 
;cette  manière. 

Si  la  courbe  eft  un  cercle  (Fig.  4u)  on  cherchera  fa  plus 

frande  ordonnée  OB  au  diamètre  ÂC  ^  6c  prolongeant  06  en 
fon  proFoilgcment  BP  fera  la  moincke  ordonnée  tirée  de  k 
circonférence  à  la  droite  HL  j  ce  qui  eft  évident. 

Si  la  courbe  eft  une  Ellipfe  (  Fig.  42.  )  on  cherchera  la  plus 
^grande  ordonnée  OB  à  fon  propre  diamètre  AC ,  &  le  prolon- 
gement BP  fera  la  moindre  ordonnée  à  la  droite  HL ,  &  fi  on 
vouloir  que  les  ordonnées  à  la  droite  HL  Rifient  perpendiculai- 
res lorfque  les-ordonnées  au  diamètre  AC  ne  le  font  pas ,  on  me- 
Jieroit  de  Textrémité  B-  de  la  plus  grande  ordonnée  OB  une 
perpendiculaire  BR  qui  feroit  la  moindre  qu  on  pût  lirer  fur 
llL;  carmçnant  une  autre  ordonnée  SX  au  diamètre  AC^  Se 
tie  fon  extrémité  une  perpendiculaire  TP  fur  HL,  les  triangles 
femblables  BPR,  TVP  donneront  BP,  TV  :  :  BR,  TP,mars 
•  BP  eft  moindre  que  TV  ^  donc  BR  feroit  auffi  moindre  que 
TP,&c. 

60.  Si  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  la  ligne  extérieure 
;Cft  donnée,  par  exemple  fi  la  courbe  FSE  (  Fig.  29.  )  a  fcs  or- 
données troifiémes  proportionnelles  aux  ordonnées  d'un  demi 
cercle  BCD ,  &  d  une  parabole  HNA  qui  ont  le  même  axe  BA  > 
-&  les  (bmmets  A  ^  D  diiférens  i  voici  cQmme  on  réfoudra  le 
Problême. 

Je  nomme  Pordonnée  à  la  coiirbe=2 ,  Tordonnée  à  k  para- 
bole srj^,  &  Tordonnée  au  cercle  =  jcj  ainfi  l'équation  eft  x 

•^f  ,&  ladifférence  ^^«îilizzZ±  ;  or  ëajis  le  cas  de  la 
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moindre  ordonnée  on  aura  dz=o,  donc  ^2LlIZ2L*==o, d'où 

Ton  tire  2x=y^  &  jc=7j^,  ce  qui  me  fait  voir  que  lorfque  lor- 
donnée  à  la' courbe  fera  la  moindre  ^  l'ordonnée  correfpondante 
du  cercle  fera  à  Fordonaée  correfpondante  de  la  parabole  com- 
me i  ^  2*  * 

Maintenant  pour  déterminer  les  grandeurs  de  ces  trois  ordon- 
nées y  je  nomme  TabfciiTe  du  cercle  RD  =Ujh  diflance  D A 
du  fommet  D  du  cercle  au  fommet  Â  de  la  parabole = a  ^  te 
paramètre  de  la  parabole  =^  ^^  le  diamètre  £D  du  cercle  =  ?^ 
donc  rabfciffe  R  A  de  la  parabole = RD  H-  D  A = «  ^-  ^  i  or  par 

la  propriété  de  la  parabole  on  a  TR=RA  x£,  donc^*=ii^ 

H-  ab  ;  par  la  propriété  du  cercle  on  a  QR  =  BR  x  RD  &  BR 
==  BD  — DE.,  donc  jc*  =  «!—»*  i  mais  nous  avons  ^y==:x, 
donc  ^yy  =ï  jc*  ou  ^  ni  •+-  -y  ^a  ==  ri^ — n*  i  ce  qui  donne  «*  -+-  ^ 
nb  — f«-H^iiZ  =  o ,  qui  eft  une  équation  déterminée  du  fécond 
degré  ,  laquelle  étant  réfolue  félon  les  règles  que  nous  avons 
en^ignées  dans  le  premier  Livre  donnera  la  valeur  de  u  ,  c'eft- 
à-dire  la  valeur  de  l'abfcifle  DR  du  cercle  correfpondante  à  la 
moindre  ordonnée  RS  de  la  courbe,  &  ainfî  des  autres  casfem-: 
blables. 

D'un  point  donné  Jur  l'axé  cfune  Cour  h  Algébrique  y 

mener  à  cette  Courbe  la  plus  courte  ligne 

quon  puijfe  lui  tirer. 

6u  Soit  la  parabole  ABC  (  Tig.  45,  )  &  le  point  donné  D  ;  jff 
fuppofe  la  choie  faite  >  &  menant  Tordonnée  MB  je  nomme  AM 
s=  X,  MB=^ ,  AD  =  r ,  le  paramètre  =  /i  &  DB  =  z ,  donc 

Le  triangle  reSangle  MBD  donne  DB  =DM  -t-  MB ,  donc 
z*  s=  f^_i2rjc  -H  juxHh^^  ;  or  fi  je  regarde  z  comme  la  plus  pe- 
tite ordonnée  d'xme  courbe ,  fa  différence  dz  fera  égale  à  zéro, 
prenant  donc  la  différence  de  Téquation  que  nous  venons  dp 
trouver  nous  aurons  ^zdz^= — 2cdx^2xdx'^2ydy  6c  dz^ss 
— xcix ^  >.ix^  ^yd,  ^  ^  ^  ^^^^^  2ydy  ^^^  zxdx  ^acdx^o,  iM 

l^iy -+- xrf* — rrfx  =  Ot 
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Or  réquation de  la  parabole  cft  y^  =  ^:v ,  &  fa  difFérence  2ydy 
^ adx  y  doncydy=^Y^^  3  &  raçttaint  cette  valeur  de ydy  dans 
ydy  -h  xdx — cdx = o  nous  aurons  {  adx  -+•  xdx — cdx  3=  o ,  donc 
x  =  c —  j-  a  ;  c'eft-à-dire.  que  fi  de  la  droite  AD  ==  r  je  retran- 
che la  moitié  du  paramètre  le  refte  fera  rabfciflc  AM  par  Tcxtré- 
mité  de  laquelle  menant  une  ordonnée  MB ,  le  point  B  fera  le 

f)oint  auquel  la  droite  DB  étant  menée  fera  la  plus  courte  que 
on  puiiTe  tirer  du  poînt  D  fur  la  parabole. 
^  La  partie  DM  qu'il  faut  retrancher  de  la  droite  AD  étant 
égale  à  la  moitié  du  paramètre ,  il  s'enfuit  que  fi  on  menoit  une 
tangente  au  point  B  la  droite  MD  feroit  la  fouperpendiculaire 
ainiique  nous  avons  vu  plus  haùt^  &pat  conféquent  DB  feroit 
la  perpendiculaire  y  donc  de  toutes  les  lignes  qu'on  peut  me^ 
ner  à  la  parabole  d'un  point  pris  fur  Taxe  >  la  plus  courte  eft  la 
perpendiculaire. 

62.  Soit  un  cercle  ABC  (  Fig.  44.)  &  le  poim  donné  D  ^ 
je  mené  du  poînt  D  à  un  poînt  quelconque  de  la  circonfé- 
rence la  droite  DB ,  &  du  poînt  B  l'ordonnée  BM ,  je  nom- 
me AC  =  a,  AD=^c;  Am==jc  y  MB=y,t>B=^zi  donc 
,MD  =  r  — y. 

Dans  le  triangle  redangle  DMB  on  a  DB  =  DM-+-MB, 
donc^*  =  rr  —  icx^xx^yy;  or  (i  je  confidére  2;  comme 
l'ordonnée  la  plus  petite  d'une  courbe  ^  fa  différence  dz  fera  égale 
à  zéro  ^  donc  prenant  la  différence  de  Téquation  que  lious 
venons /de    trouver  nous   aurons  2zdz  =  ^^  2cdx  •+-  axdx 

^2ydyy&Ldz^ -j — ^ Li:c=o.  . 

Or  l'équation  du  cercle  eft  yy=tfaf  — rc;v,  &  fa  différence 
2ydy=zadx — 2xdx^  mettant  cionc  cette  valeur  dc2ydy  dans  la 

valeur  de  dz ,  on  aura — — — ==  o  ,  d  ou  loii 

tire  a=2Cy  &  cette  expreffion  me  fait  voir  >  i^  Quafîn  quon 
puiffe  mener  du  point  D  la  plus  courte  ligne  à  la  circonférence  9 
£c  mener  enfuite  du  point  B  une  ordonnée  ^  il  faut  que  AD  foit 
égal  au  rayon.  2^.  Qu'en  ce  cas  x  eft  indéterminée  pùifque.  l'é* 
quation  a  =  2^  ne  contient  plus  que  des  grandeurs  connues^  6c 
que  par  conféquent  on  peut  donner  à  x  tdle  valeur  que  l'on  vou- 
dra, pourvu  quelle  n'excède  pas  le  diamètre^  j^^Enfinxjuepuif- 
<}ue  '  lorfquc  le  point  Dn'efl  point  an  centre ,  on  ne  fàuroît  me  * 
per  d'ordonnées  ni  d'un  côfé  du  diamètre  ni  de  l'autre  ,  il  faut 
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néceflkirement  qne  cette  plus  t:ourte  ligne  foit  la  ligne  AD  y  ôc 
en  effet  9  c*eft  ce  que  la  Géométrie  nous  apprend. 

tfj^.Soît  une  Ellipfe  ABC  (F/^.4J.)^  &  le  point  donné  D  ; 
-je  conftruîs  delà  même  façon  ,  &  nommant  le  paramètre =^, 
Taxe  AC  =  a,  la  droite  AD=r  ,  ràbfcifTe  hm.:±=x  y  Tordon- 
néeMB '^=y ^  & DB = ^ ;  j'ai  encore zz=^cc — ncx H- xx -^yy  j 
&  confidérant  DB  comme  la  plus  courte  ordonnée  d'une  courbe  > 
la  différence  de  Péquation  cft  oxiz  —  ■     2cdx^^zxdx  ^  2ydy  ^ 

Or  Téquation  de  TEUipfe  eft  ^yy = ^*— ^jkt  ,  &  fa  différence 

2  jydy  5=  adx-^^axdx  ,  donc  aydy  =  kdx — 2  j  xdx  ,  &  met- 
tant cette  valeur  de  2ydy  dans  celle  ^e  dz  ^  on  aura 

acd4f-t-ixiy-+-Wx— 1—  xdx 

^'  =0  .  ou — 2M^2ax^ah^—'2ix 

=  0,  d'où  l'on  tire ;c==^;^^  prenant  donc    une  quatrième 

proportionnelle  AM  aux  trois  lignes  2a — 2b  y  a  ,  &C2c — iy  & 
menant  par  le  point  M  une  ordonnée  MB  ,  le  point  B  fera  le 
point  ou  il  faut  mener  la  droite  DB  pour  avoir  la  plus  courte 
ligne  qu'on  puiflc  tirer  du  point  D  à  la  circonférence. 

s=  \^^J  :  or  fî  l'on  menoit  au  point  B  une  tangente  rexpreïïïon 
delà  fouperpendiculaire  feroit^^  &  mettant  au  lieu  6c  dy  ùl 

y^\g^i  — : ou ' yonauroit      ^.^  -  ou^b —  ^ 

pour  rexpreffioQi  de.  la  fouperpendiculaire  y  &  mettant  dans  cette 
exprefllon  la  valeur  ^'^ZIzi,  de* ,  on  trouverai  b  —  ï;7_ {/^ 
=  î!±=±^=2f^±fi*  =  ±=if*  ,  &  par  conféquent  la  fouper^ 
pcndiculairc  fcroit  égale  à  DM ,  que  nous  avons  trouvée  aufll 
égale  à  **3*^  »  ^o"*^  ^*  ?^^^  courte  ligne  qu'on  puiffe  mener 
d'un  point  D  pris  fur  Taxe  d'une  £llipie  à  fa  circonfésence  ,  eft 
la  perpendiculaire. 

£^  Soit  l'hyperbole  ABC  (Fig,  ^tf.)  >  &  le  point  donné  D  ; 
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je  conftruis  de  la  même  façon ,  &  nommant  les  mêmes  grahdeuts 

■ '  __»  ■ 

de»mêmfs  noms ,  je  trouve  DB  =?  x»  =  ce — s-cx-^xx-^yy, 
donc  la,  différence  eft  2zdz  =  -^zcdx-^-zxdx-^-  2ydy ,  d'où  je 
m(tdz^^'t±:^2±±2y^=o,  o}x%ydy-^2xdx^icdx^o. 

Or  l'équation  de  l'hyperbole  eft  jyy  =  ax-+-xx  ou  yy  =  bx 

-f--*A?,  &.fa  différence  2yiy=^iîc-+-^*</*  ,  mettant  donc 
cette  valeur  de  aydy  dans  iydy  -t-  2xdx  —  2cdx  x=  o  ,  on  aura  b 
-f-  — -4-a*  —  2c  =  o  ,  ou  2ax-i-2bx=2ac'-\ab  ,  d'où  l'oa 

tire,x=^—  ^  i  donc  prenant  AM  quatrième  proportionnelle 

aux  troiç  lignes,  ;2^  4- 2^4  ^i  &2^ — ^>  &  menant  par  fon  extré- 
mité Tordonnée  MB  ^^  la  droite  DB  fera  la  plus  courte  ligne  qu'on 
puifle  méfier  du  poiut  D  à  l'hyperbole* 

MD=AD~AM=r— ^^^^^^^-^^^^rr^"" 

^_icb'^^b^  Or  fi  Ton  mènoit  une  tangente  au  point  B  Fçxpref-' 
fiondela  jEbuperpcndiculaire  feroit^  j  &  mettant  au  lieu  de  iy 
fa  valeur  ^^  -t-  -75-  ou  ^  ^"^  * — - ,  lexpreffion  de  la  fouperpen- 
diçulaire  feroit  ''^'^''^y^^''^^''  ar=^i±i^  ,  &  mettant  au  lieu  de  x 
la  valeur — r-r  on  auroitT^-+"  - — : — r-  =  — '^ 

*^  ^oA^^ab  "^  *xl^il'  ^  ^^^  ^^^^^  expreffion  feroit  la  même  que 
celle  de  DM,  donc  la  plus  courte  ligne  qu'on  puiffe mener  d*un 
point  D  à  l'hyperbole  eft  la  perpendiculaire  DÉ, 

6$.'  Si  Ton  rait  la  même  conftruâion  à  l'égard  des  autres  cour-- 
bcs,  on  trouvera  toujours  ^2;=  ^J^-»"^**^^^  — *^^*,_Qjfl;rparcon^ 
îé(^tïitydy'^rxdx--^cdx^=OyO\xydy=^cdx — xdx  ,  d'où  l'on 
tire  ^=^ — ^i  niî^îs  c — jc=DM  ,  &^  eft  la  fouperpendicu- 

Jaire  que  l'on  trouveroît  en  menant  une  tangente  au  point  B ,' 
4onc  la  fouperpendiculaire  de  cette  tangente  eft  toujours  égale 
à  DM  y  &  par  conféqueht  dans  toutes  les  courbes  j  la  plus  cour- 
te ligne  DB  qu'on  peut  mejier  à  la  courbe  d'un  point  D  pris  fur 


Ji'axc  y  eft  toujours  la  perpendiculaire. 
66.  U  fuk  deià ,  que  fi  Ppn  .prend  le 


point  D  pour  centre 
(%-47-) 
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{Fif.470  &  la  droite  DB  pour  rayon ,  le  cercle  RBO  décrit  avec 
ce  rayon  ^  touchera  la  courbe  en  B  fkns  la  couper  y  puiCquë  Ton 
jfayon  étant  la  plus  tourte  ligne  qu  on  puifle  mener  à  la  courbe  ^ 
ne  peut  rencontrer  cette  courbe  qu  au  feul  point  B,  &  parcon- 
féquent  (i  l'on  propofoit  d'infcrire  dans  une  courbe  un  cercle 
qui  eût  fon  centre  en  un  point  donné  D  de  Taxe  9  le  Problême 
fe  refoudroit  en  cherchant  la  plus  courte  ligne  DB ,  qu  on  peut 
mener  du  ppint  D  à  la  courbe. 

D'un  point  pris  hors  d'une  Courbe  mener  Jùr  cette  Courbe 

la. plus  courte  ligne.    . 

67.  Soit  la  parabole  ABC  (Fig.  48.)  &  le  pbint  D  ;  je  fuppofe 
la  chofe  faite ,  &  menant  DR  paradlele  aux  ordonnées  ^  Tordon^ 
née  BH ,  &  la  droite  TB  parallèle  à  rabfciffe.  Je  connoîs  la  droi- 
te DR  &  la  droite  AR  à  caufe  que  la  pofîtion  du  point  D  eft  don- 
née ,  c*eft  pourquoi  je  nomme  AR  =p  y  DR  ==  f  >  AH  ^±=-  x ,  HR 
=j^,BD=^;  donc  TB  =  RH=AH— AR=Ar— /r,  &TD; 
=  RD  — HB  =  ^— > 

Dans  le  triangle  rcdangle  BTD  ,  on  a  Bî5  =  Bf -hTD; 
donc  ^*==Af* — T.px^fp-^qq — ^qy^yyy  &  prenant  la  diffé- 
rence de  cette  équation ,  j'ai  22^= 2xdx  —  2fdx—'2qdy-h2ydy  ^ 

&parconféquenti2;  =  "^"~^^7^^^'^^^^orfljecon^Idércla 

grandeur  z  comme  étant  la  moindre  ordonnée  d'une  courbe  j  fk 

différence  dz  fera  égale  à  zéro ,  donc  ^*^-?^-^»-^-/^^  ^  o  ^ 

tcxdx — vdx — qdy^ydy^=szo^ 
'  Mais  1  équation  delà  parabole eH j(y  =  axy  ^  fa  différence 

2ydy=zadx  y  doncdx:=:^  ,  &  mettant  cette  valeur  de  dx 
dans  xdx  — pdx — qdy  H^ydy  =  o ,  on  aura  ^^  —  ^^  —  qdy 
'+-^iy=o  ;  &  mettant  la  valeur  ^  de  ;c,  &  divifant  par  dyy  on 
zutSL^  ■— ^  — q^ysssoyouy^ '+^jaay  — \aaq:=^o , qui efl une 

équation  déterminée  du  3^  degré,  laquelle  étant  conftruîte  donnera 
la  valeur  de  ys=HB  &  celle  de  Ar=:  AH ,  ainfî  qu  oh  vk  voir. 
Je  multiplie  Téquation  parj^ ,  &  'fziy/^-^iaayy — i  aaqy=szo } 

'  — .    apyy 

Oo 
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^c fuppofc a,y:  ly^x ,cccpÀmt donne yy^=ax^  Kmyy^^^sx=z c; 
pcmiere  équation  à  la  paratk)lc.  Je  mets  la  valeur  ax  de  yy  dans 
féquation ,  &  f ai  aaxx  •+•-  a^x-^\^  M^qy = o ,  &  divifam.par  aa  , 

*—aMx 
j'ai  xx^\^\  ax- — i^y^o  ,  (econdc  -équation  à  la  parabole.  Par 

joûtç  enfembk  les  deux  équaéons  à  la  parabole ,  &  jViyy.^xx 
,_i^-t-i^x=o,  ouyy'+'xx — ^p — ^4x5=0,  quieft  une 

équation  au  cercle.       •     .  ^. 

La  première  équation^^  — -  ûfx  =  o ,  cft  la  parabole  même  du 
Problême.  Quant  à  l'équation  du  cercle  ,  je  compare  fes  termes 
avec  ceux  de  la  formule  générale,  du  Chapitre  III.  du  premier 
Livre,  &je  trouve  iq  =  ry  ^a-+-7/^=J  J!&rîî*^-r?^*-+-î 

Je  prens  donc  fur  le  diamètre  AP  de  la  parabole  (Fig.  49.)  ^ 
la  partie  AL  =  ^  ^-+-t/^  i  j'éleve  fur  le  point  L  la  perpendicu- 
laire LO/=\  q  »  àL  menant  la  droite  OA ,  le  triangle  reûanglë 

OLA  donne  ÔA.=  ÔL-^LA===Y^^*+^^^+i^^ 

donc  O A  eft  le  rayon  du  cercle  de  réquationjjy-+-:cjc — j  qy ,  &c. 

je  décris  le  cercle  ,  &  le  point  B  où  il  coupe  la  parabole ,  eft  le. 

{>oint  on  il  fitut  mener  la  droite  DB  pour  avoir  la  plus  courte 
igné  qu  on  puiffe  tirer  dU  point  donné  D  fur  la  parabole  {Tig.  48.) 
Car  mettant  Terdonnéc  BM  (  ¥ig.  4p.)  >  *^  ^*  droite  OS  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  parabole  i  je  nomme  AM:^^*  ,  ôc  MB=j^. 

Mais  parla  propriété  de  la  parabole  ^  =  ^ ,  donc  AM  =  ^  ^ 

'OS=:LM=^  AM— AL=  ^^^L^—^p^  &  SB=MB— M& 

=KMB-7-LO==y — ^q  ;  or  dans  Iç  trian^k  reélangle  OBS  on 

aOBouXÔ  =  SB-H^S  ,  donc  iVf'^^-r?  ^*  ^-i^  -^\PP 

^y^^^qy'^rhq'^j.—\yy^^-6^^  & 

corrigeant  Icxpreffion ,  on  aura  —  «H-Tj^y — '^  — tÎ^  ==^  >  & 
myltipliant  par  4a,  puis  divifant  parj^  i  on  aura^^s  -4-|^44iy — ûfy 
— ^  aaq  =ac=  p  ^  ^ui  eft  l'écpiadon  que  nous  avions  à  conftruire. 
Ayant  trouvé  ci^dcfFus  ^dx — fdx — qdy  '^ydy=^  o ,  nousau- 

tons  donc  xdx^^pdxcssqiy^^ydy  ^  A  par  conféquent  ~  ===  ^^^  & 
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mulripliant  tout  par  j^ ,  nous  aurons  ^==  ^ ^^*  Or  les  triangles 

fcxnblablcs  DTfi  ^  BHP  (Fi^,  48.)  donnentV]5 ,  TB  :  :  ÛB ,  HP  , 
donc^--y,:tf— /.::j^,i^^  =  HP,  doncHP-:^^  i  «^ais^^ 
cft  Tcxpreflion  de  la  fouperpendîculaîrc  de  la  tangente  qm  ferok 
menée  par  le  point  B^  donc  HP  eft  la  ïbuperpendîculaîre ,  & 
par  conléqucnt  le  prolongement  BP  de  la  drohè  DB  cft  ia  J>er^ 
pendîculaîre  ;  mais  PB  ne  peut  pas  être  pèrpendieuteire  à  là 
courbe  fans  que  DB  ne  le  foît  âuffi  ;  donc  la  plus  éourte  ligne 
qu^on  peut  mener  à  la  parabole  d  un  point  D  hors  de  cette  para- 
bole eft  la  perpendiculaire.  • 
Si  la  droit*  DR  tômboit  au-de(Rrs  livt  formttet  de' la  parabole 
(Fig.SO.),  alorsRM=^TBferoit;r-+-;?,&dalt^lefriangferecr 
f angle  BDT ,  on  auroît  z^^=sxx^  7.px  ^pp  '^q^j-^  2fy  -+- yy  , 
&  la  différence  feroit  2zdz=^  2xdx^  2pdx  -^zqdy'^ayÀy  y  aoù 
Ton  tireroit  en  fuppofant  dz=^Oy  xdx  ^pdx — qdy  -^ytfy  =0;, 

&  mettantau  lieudeiv  fa  valeur  ^',  on  auroit^-H^  — f- 
4-y  =r  o  ;  &  mettant  aif lieu  de  x  fi  val«ur2I>,  pp  jiuroit  ^ 
H-  *J^  —  ^-h^==ro  ,  ou^'^  -hi  aay  —  |  aaq  ==i  o  ,'  &  cette 

équation  ne  diiFéreroit  de  b  précédente  ^  qu'en  ce  que  le  terme 
1^^  aie figne plus* 

.  Ainfi  pour  conftruire  cette  équation  ,  on  la  rauttiplicroît  par  jr 
ce  qui  donneroit  j?^  -H  7  aàyy  •+-  apyy — ^  a^^ "==  o ,  puis  fuppo- 
fant a^yiiy  y  X y  on  aurpit yy — ax=^o  y  première  équation  à 
la  parabole  ;  &  mettant  ax  au  Bfeu  de  yy  dans  Wquaticn ,  on  au- 
roit  aaxx  H-  -^  *^*-H  ^*/Wf — t  o^  ,  &  di  vifant  par  aa  >.  on  auroit 
:ir*-i-7a;c-t-/^ — T^^=rO,  féconde  équation  à  Ici  parabole; 
fie  ajoutant  enfemble  ces  deux  équations  à  la  parabole  >  on  aurpit 
yy^xx — jqy — |^tf^=:o,  équation  au  cercle. 

Comparant  donc  les  termes  de  cette  équation  au  cercle  avec 
ceux  de  la  formule  générale  du  Chapirre  III.  Livre  premier^  on 
'auroit^^=ri — \ar^p=s — 3t5,6c  —  |^-+-7j?î=—j, de  forte 
que  s  feroit  poûtif  >  Ci^a  éfoit  plus  grand  que  ^  ^  ^  négatif ,  fi 
^a,  étoit  moindre  que  ^p.  Enfin,  Toa  trouvèrent  r^  q^rir  \\  aa 

Pour  conftçiire  donc  cette  équatioÈ  en  fuppofant  ^^  a  moindre 

Ob  i] 
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quel/»,  on  prendroit  far  le  diamètre  AM  prolongé  au-delà  du 
fommet  (Ftg.  yo.) ,  la  partie  AL  =i/>— i^i ,  on  deveroit  en  L 
la  perpendiculaire  LO  =  i  ^ ,  &  tirant  O A ,  on  décriroit  du  cen- 
tre O  &  du  rayon  OA  un  cercle  qui  couperoit  la  parabole  en  un 
point  B ,  où  l'on  meneroit  la  droite  DB,  &c. 

Mais  fi  on  fuppofoit  i  a  plus  grand  que  \p ,  on  prendroit  furie 
diamètre  AB  la  droite  AL=xi  a  —^p ,  &  la  perpendiculaire  LO 
s=if,&c.(f/^.n.) 

tf8.  Si  la  courbe  eft  un  cercle ,  on  (ait  pat  la  Géométrie  ordi- 
liairç  qu'il  n'y  a  qu'à  mener  du  point  donné  D  une  droite  au  cen- 
tre,  pour  avoir  la  plus  courte  ligne  qu'on  puiffe  mener  de  ce 
point  à  la  circonférence  ,  ainfi  il  fctoit  inutile  de  la  chercher 
par  d'autres  voyes.  " 

69.  Si  la  courbe  eft  une  Ellipfe.(F/ç.  ja.) ,  je-  éonftruis  de  Ja 
.  même  façon  ,  &  nommant  l'axe  AC=s<»,  le  paramètre = A  ,la 
«droite  DR=^,  la  droite  AR=;7,  l'abfcjffe  AM=*,  l'ordon- 
jiée  MB=)>,  la  droite  BD=%  ^  &  fuppofant  que  le  point  R 
tombe  entre  A  &  C,  j'ai  RM==AM  — AR=*— /»^BT, 
&  TD = RD — MB = q  — y ,  donc  3ans  le  triangle  reâangle 

BTD,  j'ai  BD«=BTh-TÏ)ou  a;»— jc*— .a^«-+-;yH-fj'— a^y 
^^yy»  &  prenant  la  diffêrence  de  cette  équation  ,  jai  22& 
=  2xdx  —  2pdx  -h  ay^—  2qdy  ,  Udz^  x'hc-ti^-^yij—giy  ^ 

&  regardant  z  comme  la  moindre  ordonnée  4'une  courbe^  j'ai 
.<fe ï=  o ,  &  par  conféquent  xdx — pdx-^ydy — qdy=:o. 

Or  l'équation  à  l'EUipfe  eft  ayy = bax —  èxx ,  &  fa  différence 

2aydy=ùadx--^2bxdx,  d'où  jetireiy=**^7*^'^,  &  met- 
tant c*tte  valeur  de  dy  dznsxdx — pdx-+-ydy — qdy^o,  j'ai  * 
-P'+-ih-^'i^^^^=^,ouax--.ap^iab^x=^itf^^ 

(5c  fuppofant  que  i  b  foit  plus  grand  que/» ,  je  fais  pour  abréger  le 
calcul  \  b  —  p=h  ,  &  a  —  3  =  i  ,  ce  qui  donne  ix  -+-  ha 

^^  ^"]^*  ^*  >  &  élevant  tout  à  la  féconde  puiffvice  ,  j'ai  «x* 
H-a4A/*H-^wM«=l!i!il=±^^f:±±i!i*  ,  &  mettant  au  lieu 
de^  fa  valeur -**y***,  je  trouve  «/*»  -H  2ahix  -*-  aahh 

^iaic-^fx —  >  ^   multipliant  tout   ^zt.^ax 

*—  iixx ,  puis  ordonnant  l'équation ,  je  trouve 
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\^^hiix^'+^  4^abiixi  '+'  Saobbéx*-^  4a3^M^— a3^*^*=F0 
'^  iabhixi  —  ^aabhhx^^^a^'bbq^x 
—  ^b^q^ax^ 

&  diyifant  tout  par -<-4;tô^  je  trouve 


qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré,  laquelle  étant  conftrui- 
f  e  j  donnera  la  valeur  de  x.  Or  félon  les  fuppôfitions  que  nous 

avons  &ites,  on  comprendra  aifément  que^  eft  moindre  que  a, 

&  que  par  conféquent  le  fécond  terme  de  cette  équation  a  le  fi* 

Îjne  moins ,  &  on  trouvera  de  même  que  le  troifiéme  doit  avoir 
e  fignc  plus.  Pour  abréger  donc  on  fera  — /égal  au  coefficient 
du  fécond  terme  ;  -f-^  égal  au  coefficient  du  troifiéme  j  —  /  égal 
au  coefficient  du  quatrième,  &  ^K  égal  au  dernier  ^rme.  Âinfi 
réquation  fera  x^ — fx^  H-^^* — /v  H-  ^K  =  o ,  &  conftruifant  fe^ 
Ion  les  règles  que  nous  avons  enfeignées  dans  le  premier  Livre  , 
on  trouvera  la  valeur  cherchée  de  x. 

70.  Si  la  courbe  étçit  une  hyperbole  ^  agifiant  de  m^me  que 
ci-deflus ,  on  trouveroit  une  équation  qui  ne  différeroit  de  la  pré* 
cédente  que  par  quelques  figiies ,  &  que  l'on  conftruiroit  de  là 
même  façon. 

On  prouvera  de  même  que  nous  avons  fait  pour  la  parabole  , 
que  la  droite  la  plus  courte  que  Toti  peut  mener  d'un  point  exté- 
rieur D  à  une  courbe ,  eft  la  perpendiculaire. 

On  pourroit  conftruire  Téquation  pour  FEUipfe  ,  en  employant 
deux  équations  locales,  dont  lune  feroit  l'Ellipfe  ,  &  l'autre  un 
cercle  ,  fiç  de  même  pour  l'hyperbole  ,  on  pourroit  employer 
deux  équations  locales  ,  dont  l'une  (croit  l'hyperbole  même  ; 
jnais  cette  manière  qui  paroît  d'abord  devoir  abréger  les  opéra*- 
rions ,  eft  cependant  plus  longue  que  la  méthode  ordinaire ,  de 
d'ailleurssil  fe  trouve  des  cas  à  Tégard  de  Thyperbole ,  où  elle  ne 
réuffit point,  ainfique  M.  le  Marquis  de  rHôpital  Ta  très-bien^ 
jremarqué  dans  fon  Traité  Analytique  des  ferions  coniques  ;  c'eft 
pourquoi  on  pourra  très-aifément  s'en  paffcr,  ficc'eft  ce  qui  stCs^ 

Oo  iiî 
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obligé  de  n  en  point  parler  dans  mon  premier  Livre.' 

D^un  point  pris  daus  l'Aire  d'une  Courbe  ,  mair  hors  de  fin 
Axe  y  mener  à  cette  Courbe  la  plus  courte  ligne 
qu'on  puifi  tirer.  . 

-  71 .  Soit  la  parabole  ABC  {Fig.  îsO  ^  fuppofant  la  chofe  faîte  ^ 
je  mené  Fordonnéc  BM ,  k  droite  DR  parallèle  à  Tordonnéc  ^ 
&  la  droite  DT  parallèle  \  Taxe ,  je  nomniç  le  parametre=  a  ,  - 
la  droite  AR  =^p ,  la  droite  DR  =  ^  >  l'ordonnée  MB=^ ,  & 
rabfcifleAM=Jc,  doncMR=AR— AM=p— a:=DT,  fie 
TB=MB-.MT=.MB-^RD=;=;^— ^.        ^  . 

Daosle  triangle reaangle  DTB ,  jai  DB=  DT  H-TB  ,  donc 
z^=pp — 2pX'+-xx^y^ — ^^J'^^^y  &  ï^  différence  de  cette 
équation  çft  7,zdz  =  2xdx  —  2pdx  -+-  2ydy  —  aqâ^  ,  donc  dz 
^3-  — ~jw-H^y~y»^  g^  regardant  ?  comme  la  moindre  ordon- 
née dune  courbe  >  j'ai  ^5» o,  fie  par  conféquejat  ;v^x — pdx 
Hrydy^^dyr^Ch 

Ox  Féqugtion  de  la  psyabole  eft^j/,= oa:  ,  fit  fji  différence  2ydy 

-ts^adxy  donc ^* ses—',  fie  mettant  cette  valeur  de  ^x  dans  xdfc 
-—fdx-^ydy-^qdy  •=  o ,  j'ai  ÎÇ  —  ^  -+-y — ^  s=s  o  ,  &  met- 

tant  aulieu  de  x  f»  valeur^  j*ai  ^  —  ^  -f-j^— ^==0  ,  ou  y^ 

'^\aay — avy — ^a^q  5=?  o ,  qui  eft  la  même  équation  que  nous 
avons  trouvée  dans  la  queftion  précédente ,  fie  par  conféquenton 
la  xefoudra  de  la  même  façon. 

Si  la  courbe  étoit  une  Ellipfc  ou  une  hyperbole ,  ficc.  on  trou- 
vera encore  la  même  chofe  que  dans  la  c^ueftion  précédente. 

Puifque  x^a: — pdx  *+-ydy — ^^  =  o  ,  donc^îy — qdy  :=^pdx 
--*^«cg  =  J=ffic^^«e=l>.  Or^^eftlexpreffiondela 
fouperpendiculaire  qu'on  trouveroit  en  menant  une  tangente  au 
point  B ,  donc  cefte  foûperpcndiculîdre  eft^Ç2!  ;  maisles  trian- 
gles femblables  DTB,  PMB,  Jonncht  TB,  A  :  :  BM,  MP, 
doncjf-^,;;-:.,^,^%doncMP«Ç^=^',  donc 

la  pbs,  courte  ligne  qu'on  puiflc  mener  à  une  courbe  d'un  point 
pris  dans  fon  aire,  eft  la  perpendiculaire. 
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72.  Couper  une  ligne  droite  en  deux  parties  AC ,  CB  (  Fig.  J4.  ) 
en  forte  que  le  ritlangte  AC  x  CB  y  foitplus  grand  que  tout  autre 
rtSangh  qu^on  fourroit  faine  en  coupant  ia  ligne  en  deux  parties. 

J'appeÛc  la  ligne «nticre  a,  la  partie  AC=^>  donc  l'autre 
partie  CB  cft  ^  — jc  ^  ôc  par  conféquent  le  redangle  <l€XMndé;| 
oc  que  j'appelle  yy  eft  égal  a  ax —  xxiotÇijQ  confidérej^  com- 
ine  la  plus  grande  ordonnée  d'une  courbe  fa  àiSéancc  dy  fera 
égale  a  zéro  ;  prenant  donc  la  difiér-ence  de  yy^^ax — xx^ 

fai  2ydy  :=s=z  adx -^  2xdx  y  &  par  conféquent  4y  =  ^~-^^^J  I 

dûoc^x — :24fi/x=o,&  a=aapou^  =  |^^ceqmmc  fait  voir 

q&'afin  que  k  i^^angle  AC  x  CB  foit  le  plus  grand  de  .tous  ceux 

qu'on  peut  faire  -en  ooupant  la  ligne  en  deux  parties ,  il  faut  que 

AC  foit  égal  à  CB,  c'eft-à-dirc  que  la  ligne  AB  foit  coupée  en 

deilk  égal^ent. 

Si  on  veut  que  le  produit  d  une  puiflânce  de  AC  par  la  même 
ou  par  une  autre  puiflânce  de  CB  foit  le  plus  grand  produit  de 
tous  les  produits  temblables  qu'on  pourroît  faire  en  coupant  la 

ligne  etf  deux  parties ,  alors  Téqùation  fera y^'^^^sssix^x  a — x^, 
&  fa  différence  «M^xj^'""*'"~  ^dy^mx"^"-  x  J==^"  dx^-mT 
X 1^=^--  dx,  donc  dy  «  .^^"~'xi^i.-^»f 

ôc  comme  oh  a  ^/y  s=  o  ,  dcœc  mx^'^^  xa^x^  dx — noT 
x^=:i"—  'i;e=  o ,  d'où  l'on  tirem^'^^'x!^".  :^  w(^  '         \ 

^a—x'^'^^ySc  divifant  tout  par  **" ~  ^  Xii —  *""^  ^onaura ma  '  j 

-'^mx^=nx  y OM  ma  =^nX'^mx 9  donc  x=:i  -^^. 

Sîw=='5  yfj==i,.onaura  ^«if  a^fiiw^sp^,  !?==  i^onaura 
^===f^,  &  ainfi  des  autres.  .        > 

7  3 .  Sur  une  droite  AB  prife  pour  hypothénufe ,  confiruire  un  trian^ 
gle  reSf  angle  ABC  qui  fait  h  pkfS  gmrtd  de  tous  ceux  quon  peut 
conjiruire  fur  la  même  ligne. 

Suppoifant  la  chofe  faite  je  homme  la  droite  AB  ==s:  ^ ,  le  côté 

AC  =  ;(?  ;  or  par  la  propriété  du  triangle  rcûangle  on  a  CB 
ÂB—ÂC^  donc  CB=^a~xx,  ôc  CB=y^^^r-*-*^i^ 
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multipliant  CB  par  h  moitié  de  AC>  j  ai  ixVaa-^xx  qui  eft  la 
valeur  du  triangle  ^  appellant  donc  ce  triangle  j^  ^  jdiyyssz  i.  x 

Vua  —  XX  ou^=^^     *^  j  or  fi  je  confidércj^  cbmpie  la  plus 

grande  ordonnée  d'une  courbe  ^  fa  différence  ày  fera  égale  à 

zéro,  prenant  donc  la  différence  de^^='"^'''~*^  ou  de  ^* 

=  aaxx  —  x^  y  j  ai  ^y^ày  s=  o^aaxàx  —  ^x^àx  ,  donc    iy 

= 5J1 ;or4K  =  o,donc -^ — =o,   fie   par 

ponféquem  7,aax  s=: 4x3  ou  2aa  ==  4^^ ,  d'où  Ton  tire  x=\^-^aa; 
zinCixx=:^'^aa  Ce  aa=  2xx,  ce  qui  fait  voir  qu'afin  que  le  trian- 
gle demandé  foit  le  plus  grande  il  faut  que  les  quarrés  des  deux 
cotés  AC  y  CB  foient  égaux  entr  eux,  fie  que  par  conféquent  ces 
côtés  foient  égaux ,  il  n'y  a  donc  qu'à  clécrire  un  demi-cercle 
fur  l'hypothénufe  AB  prife  pour  diamètre  ^  puis  partager  k  demi« 
circonférence  ABC  en  deux  également  en  C  fie  mener  les  droites 
AC,BC 

74.  Trouver  quel  eji  le  plus  grand  triangle  qu^onfuijfefaire  y  ifopi- 
^rimene  a  un.triangle  donné  ABC  fur  une  même  bafe  AC  (  Fie.  Ç5.) 

Je  fiippofc  queîc  triangle  qu'on  demande  foit  le  triangle  ADC, 
je  nomme  la  bafe  AC=/i ,  le  côté  ADtî=jif ,  le  contour  du 
triangle  donné  ABC  =  2/;  donc  la  moitié  de  fon  contour  fera 
/,  fie  le  côté  DC  du  triangle  cherché  fera  a/— ^ — x  à  caufe 
que  ce  triangle  étant  ifop^imetre  au  triangle  donné ,  fon  côté 
DC  doit  être  égal  au  contour  2/*,  moins  la  bafe  a ,  moins  le 
côté  X. 

Je  prcns  l'excès  de  la  moitié  du  contour*,  c*eft-à-dîre  Texcès 
de /fur  chacun  des  côtés  AC ,  AD,  DC ,  fie  j'ai  /— ^  =  pre- 
mier excès  v^-—  X  ==  deuxième  excès ,  / —  a/-+-  a  -f-  x = «  •+-  « 
— /=  troifïémc  excès  j  je  mulriplie/par  le  premier  excès/—  a  y 
fie  It^^ùàtik  eft/"— /îf,  je  multiplie  ce  produit  par  le  fécond 
excès  / — Xy  fie  le  produit  tfifi  —  ^ — j^-4-^>  je  mulriplic 
ce  dernîer  produit  par  le  troifiémc  excès  ii-+-x — /,  fie  je  trou- 
va-h  2^ —  iaffx^^aaff'\^aafx^2Px — ffx^^afx^-^J^i  or 
il  je  tirois  hrracin^  quarrée  de  ce  produit,  cette  racine  feroit  égak 
au  triangle  cherché ,  ainfi  que  nous  Tavons  enfeigné  dans,  notre 
Théo)rie  &  pratique  du  Géomètre -^  noounant  donc  ce  triangley* 
nous  aurons  y^=^2afi  —  ^affx  —  aaff^aafx  -f-  2/5 a:  —  ffx\ 
•4-  afx^  -rrf^  9  confidérant  donc^  comme  étant  la  plus  grande  or- 
^çnnée  d'une  x:ourbe,  fa  différence  dy  fera  égale  à  zéro  ,  ainfî 

prenant 
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prenant  k  diffêrence  de  Téquation  qui  eft  ^y^dy  =»=  -^  J4^ 
-f-  ûafdx  •+-  ^àx  —  2ffiedx  ^  za^dx  ,  nete  aUtoofe  4"* 

'^ */*-  â^*,  &  *=  5^1+f2t:^w=  Vl~î£±-  fit. „jet. 
tant  cette  valeur  de  *  dans  l'expreffion  2/ —  a—xde  l'autre  côté 
DC,  nous  aiirons  DC  ^  'tfj^M^t:!?^^;*'-!^^ +lf£±5L    & 

Corrigeant  1  cxpreffion-nous  aurons  DC  =  */' -7  ?^'^- **v  ofcet^ 

te  valeur  eft  la  même  que  nous  venons  de  trouver  pour  AD 
=7  *  j  donc  les  deux  côtés  ÀD ,  DC  font  égaux ,  &  le  plus  gtahâ 
.triangle  ifopérimetrc  a»  triangle  donné  ABC ,  ÔC  fait  fut  la  même 
bafe  eft  le  triangle  ifocele ,  ce  qui  s^accorde  parfaitdneht  avec 
ce  que  nous  avons  démontré  la- deffus  dans  1  ouvrage  cité. 
.  Pourtrouver lecôté  AD,  ou  DC  fon  égal  fans  avoir  recours 
à  fôn  expreflîon ,'  iî  n  y  a  quà  ajouter  enféiiible  les  deux'côtés 
AB ,  BC  du  triangle  donné ^.&. la  moitié ;de  leur  fonunc  fer» 
la  valeur  de  AD,  ce  qui  eft  évidenp,  puîfdue  les  deux  côtés 
AD,  DC  pris  enfemble  vaudront  alors  les  deux  AB,  BC  pris 
^iiiemble  ,  ce  qui  rendra  les  deux  triangles  ifopérimetres  à  eau- 
le  de  la  bafe  commyne  AC» 

!$•  Entre  tous  /es  parallélépipèdes  égaux  à  un  cube  d<mni  PM 
^  *7^*  Î7-  )  ^  ^^i  ont  un  coté  commun  AG  j  trouver  quel  efi  celui 
qm  a  la  plus  grande  furf  ace  en  y  comprenant  les  hajes. 

Suçpofant  que  le  parallélépipède  AD  foit  celui  que  Pon  cher- 
<?he,  je  nomme  fon  côté  inconnu  AB=  *,  le  côté  connu  AG 
==^  le  cube  PM  =  a^  je  multiplie  le  côté  connue,  par  l'inçon- 
nu  * ,  &  le  produit  hx  eft  le  produit  de  deux  dimenfîons  du  pa- 
rallelçpipe ,  &  comme  ce  fonde  eft  égal  au  cube  a3,  il  eft.  vifî- 

ble  queA  divifant  a^  par  ^x  le  quodent  ^  fera  la  troisième  di-- 

menfîo^u  le  côté  BC ,  je  multiplie  ^  par  ^  &  le  produk  ~  eft 
égal  à  la  face  BCD£ ,  de  mêmç  le  produit;  hx  çft  égsd  à  I5I  face 
ABEG ,  enfin  multipliant  at  par  ~  le  produit  ^  eft  égal  à  la  bafe 

ABCH.,  dope  les^trois  produits  ^  -+-  ^x*  -i-  ^  valent  la  moitié 
de  la  furface  totale  du  parallelepide  chetché  ,  appellant  donc 
cette  furface  ay ,  j  ai  j^  =  —  -H  ^^  •-H'^  i  ainfi  fuppofant  que  y 
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&lt  *U  pl^  glande  prdoi^néçrd'iwe  courbe  ^  ou  bien  que  y  fçit 
le  pîus  grand  plan  élémentaire  d  un  fdide  curviligne  ^  fa  diffé* 
rence  dy  fêta  égale  à  zéro  ,  &  prenant  la  différence  de  Féqua- 

tîoïi  nous  aurons  dy  ±=:  tdx  — •  —  =  ô  ,  donc  è9tkdx  —  a^dx 
==  oy  ^o»  Ion  tiïc  lfxx.=^,a}  & x=:^^> ^mettant  cette v^cur 
de  X  dans  BC  =  4^  nous  aurons  BC  =  -^  :=  ^^  =    ~  > 

#  >  "a 

aîfifi  BC  '&  B A  doivent  Ôtre  égaux. 

'  Maïs  fi  on  dématidéit  fi»plement4e  trouvet  entre  tous  les 
frtttaBekpîpédès  égaux  au'cubc  PM=îa43 ,  celui  qui  à  laïnoin- 
dre  fueface  >  nominanfi  x,  lundescâtés  incoimus ,  les  deux  au- 
tres côtés  feroîcnt  chacun  ^  comme  on  vient  de  Yoir>  mul- 
tîplîàn*  don»  x  par^l'Wf  des  côtés  égaUx  le  {)*oduît  o^— 
5SS5  ^î!/ff  ;«s:y 5jc  fîwcit  la  valeur  d  ufte  face  ,  multipliant  de 

même  x  par  l'autre  côté^gal ,  j'auroîs  encore  V'â^qm  feroît  la 
valeur  dune  autre  face>  &  enfin  les  deuji côtés ^gaux  lun  pat 

l'autre  fauroîs  -^  qui  feroit  valeur  d  une  troifiémè,  face  >  dbnci» 


t 


moitié  de  la  furface  fçroit^  ==  —  4-  2/45;^  ou^=  ^  -+-2xa3x* 
icfadiflérence  feroit  <fy  s«  —  ~  -f-  ~  ;  or  en  rcgardantj^  com- 


XX  _ 

aix  » 


MïcU  ipoindre  prdpnnée 4 une  courbe ,  on  auroit  ^«=0 ,  do;K— ?' 
~  -+•'  ^l  =*^  o  j  &  mùhîfiliarit  par  xxy  puis  par  Wx'^  on  aùroit  — 

jiîjj^  X  riii*^  -t-^A^f^  »:  o',  ^  divifam  pat  a^dx  on  aur^^âix* 

'i+-JÇX»Ô>OU  A;X«^J^^*  ,dbnC  JC*e=eî^l3jC,X3  =  iï3j  fit  JCe=^j 

mettant  donc  cette  valew  de  *  dans  lexpreffion  ^—  delundes 

côtés  égaux ,  on  auroit    7-  =  V'a^  =«  tf ,  ce  qvi  fait  voir  qu  en  ce 

cas  le  <;ube  donné  à  k  furface  moindre  qu  aucun  des  patallc* 
kpipedes  qullui  fQnt.égauxw 


ET   L  ft  C  W UC VV  I N t  E € R'Â^'i  L i  Y ï^^î I.  £^^ 

7<î.  Une  ligne  AB-  (  Fig«  JS.  )  étant  divijee  en  deux  parties  ùà 
point  C ,  ^ivifer  l^une  de  fes^partiay  par  exemple  CBjen  deux  paf* 
ties.en  un  point  Q.,  eo/ftrie^.éàJilidefMipdes^ipaisipartivi^ACf 
ÇQ,. QBJhit k pku gniidfdlide  ^^npuijfe.fàirei en coMpOMt CB- 0$ 
^tutd fartiez.  ':>.;■      t  -       '  '    i''-.      -•  -    :1  ;.  .j---  -!• 

•    Suppofant  ht  chdfe  faite ,  jp  npmme  la  ligne  AB=s=  i,  fai'pât.- 

~      —     r*,doncOB=AB-rAÇ 

'^r'x,  6c.lt  ^ôdiiit'J* 
^  ôff'Je  fofide  deiiian:(ié;J 
ÔÉ  ftomniantcp toliàeyy j'aiyj'îîs abx --^ Wa -^ i»* ,  je &ftfi^ére 
^  comme  létant  la  plus  grande  tArdonfl^e  dune'  tourbe ,'  cé^uî 
lue  donne  -dy^'ox.Tit  piens  la  différence  de  Nqo^tôon  &  f ai 

.<&  p4r  .conféquenX  ^^^  -r  ^^  =»5t^iV ,  fie  j:  ^rfs-.-}  ^  !  -^^  —^  r  C  cft 
à  dire  que  là  partie  CG  doit  /être  k  miDitié.de  i»  ^^  ii  =»  CB* 

*  Mais  fuppofons  qu'ojv.demandocîflQPup^r^.I^^ 
Y  p..)  en  trois  partî^V/ dont  aucune  nfe,  foit  détc,rmiij^c>  &  qii*p4 
Veuille  que  le  folidefa^t  des  trois  parties  (bit  le  plus^rand  qu'on 
i^uifle  faire  en  coupant  \  ligne 'eh  trois  ;  jeTuppofè  B  thofe  faîte 
&L  je  nomme  la  ligne  cntifere*  AB^b/la  pretDîère  partie  AQ 
=i=2;j  la  féconde  CO;=t:.i»2  >  Ja  ;graitdeur  m  cft  indéterminée  , 
dpjip  1^  troifiéflje.  OB  ferarfr— rjjr~ifii->.  iSc^  maltxpdlanrces  trois 
partieç-enfemJble,  j'ai  llm^^•--^>fl2Q3*rHrmm^3'»p:Jyi,&.Meîtant-k. 
ilifiëre«ice  j.ai  3Ly*^  =-a^/iie^>«— ^mfcîrfa — 3Jalm^^df^•^  &  4y 

^ >....i, - 3>»»ry->"^^^:^^,:aùhc-^^'= 2  ;&  met- 

tarit  cette  valeur  dé  z   dans  Ofi  =  a -7-^ — la»  ,  j*ai   OB 

;s^  ^^ '  ^^      g8=sï  ^ç=3^-*  ;  donc  la  oartie  OB 

dokétre  la  tt:oifiéi«fefiastkd(;ÀB}  «rais  cette  partie  étant  détér^ 
minée  ^  nous  ayotts  t^éKïvé  q^U*-i?açtrèîpsttie  OA  doit  être  coû- 
tés en*  deijx  également ,  donc  OC'Sc  AÇleroht  aiifli  ch'âcùneTe 
tiers  dé  la  ligne  AB-^  fie  par  cmiêqù^t^i/i  faut  pour  réfotidre  le 
Problême  couper  la  ligne'^lWiftGÎS  parties-  égsdes. 

0n;:vditpar-ik  que  rindétGrmlqcçi^  qu^  no.us Avons  «Bpjpj^ 


zam 


ne  peut  ^'alpir  que  i  ,r<;a^  P«^  âvoiis  tJsçjwé  ACsi=z.«5'i^j^^^ 

'  .  •     '        Ppi;  ■■■'■•, 
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^  OB==^]t]^;  or  ces  deux  expreflions  ne  fauroient  être 

égû^ïim.étpit  plus  grand  ou  moindre  que  i ,  donç^  &c. 

î)e  niéme  fuppofons  que  la  ligne  AB  (  Kg.  yy.  A^.  )  foit  déjà 
divifée  en  .trois  iparties  aux  points  C  >  D  ^  À  quon  demande 
de  couper  Tune  des  parties  DB  en  deux  autres  patries  en  O  > 
en  forte  que  le  produit  des  quatre  parties  AC  ,  CD ,  DO ,  OB 
ibit'  le.  plus  gt3»d  qiu'bjpi!puil|re^.f^ire  q^  divifant  DB  en  deux 
|jarti«^jcV^ipxnc  Uligde  AB.c=  la  par- 

tie CI)  ===icr^  la  partie'jpp,==>|  dÔAÇ  OB=a=^-— *— ^r  !— Af  , 
&  par  cpnféquent  le  produit  des  quatre  eft  ^i^^^-—^^^  — bccx 
r^bcxx  f  /6c  la  difFérencq  eft  abcdx  —J?bcdx—bccdx — abcxdx 

s=s  o.j  4AnO:X  «97  "ur"^^"      s?i  ^    ^~,^  f  c'eft-  à*dke  que  la 

partie  DBr'dëit'êtrèdLviàectt'deuï^g^  •  '- 

Et  11  l'on  rie  dAermine  que  la  première  partie  ;  comme  Je 
lâîs'  que  parhri  les  trois  atitrcs  il  doit  tout  au  moins  s'en  trouver 
deux  qui  foient  égales  comme  on  vient  de  vcit^  je  nomme  la 
donnée  ==^,  cbacuhe  dei  égt\c$^x ^  &  par  conféquent  la 
troffiÀiic  'fe?a  /f^— 'f -^i':ir^  &ic  pi^duît  des  quatre  parties  fera 
^bxx' — ^f5^— 2*^*  ^  dont  là  Vflfférence  eft  2abxdx—2bèxdx 

i—  6bx^ die ^ ol^.of où  Ton  tjtre  ,x  ===  "V^j~:.  =  — -— jdoncpuîir 

que  chacune  desjégabs  at  déterre  é^le  au  ûets  de  la  ligne  etmere 
moins  le.  ti^rfide  la  prenûeirepfkrcic  j  c'eft-^à^dire  au  tiers  de  CB  > 
il  senfuit.quela  cyaatriém^pârtia  doit  étr4  égs^ie  au  tiers  de  CBj 
&  que  par  Conféquent  il  doit  y  avoir  trois  parties  égales. 

£nf)n  fi  on.ne  déterroinoit  aucune  des  quatre  parties  comme 

Ja  fais  qu'il  doit  s'en  trouver  au  moiosjrois  d'égales ,  je  noiSb 

me  chacune  de  ces  égales  x  j  donc  la  quatrième,  fer^  a  — j^^^ 

-^  par  conféquent  le  produit  fera  ax^  — r  ix'^  ^  dont  la  différence 

-cû  ^ax^àx — x^xlJix^à^Oy  d'où  Ton  tire  xs5=  >j.tf5=^^;  ainfi 

5;hacune  dçs  ég^lef  ^;^^t  égale  ^.  7  4  >  la  qvatriéme  e(|  aûiïi  émi» 

à~i^^  6ç  par  conféq«entle  plus tgraridprpdttit qu'on  {HiKleiaire 

en  coupant  la  ligne  en  quatre  parties  eft  lorfque  ces  parties  font 

.égalef.ei]itrt«l]e$>&  on  prouvera  la. même  chofepoui:  les  pxo* 

-duits  d'un  plus  gran4;qoml)rQide:piirtiep...      •  ■  .;  ;    .r 

Parexemple  /fî  laligne  doit  étire  diviféeen  fix  parties^  &  q^  on 

'^n'déteîmihe  quatre^  d^  faudra  que  les  deux  autres  foient  égales  y 

ii^ii  veut  avoif  le  plus  grand  prodtÀ  qu  on'  puifFe  fidre  de  ces  fix 

.^|>arçiesi  fiiOit--  n'en  détermine  ijue  crois  ^  les  trois  autres  doivent 
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être  égales  ;  Sron  n'en  détermine  que  deux  y  les  quatre  autres  fe* 
ront  égales  ^  &c.  6c  fîon  n  en- détermine  point  du  tout^  il  faudra 
couper  la  ligne  en  fîx  également }  ce  que  rondémbntterade  la 
même  façon. 

REMARQUE. 

77.  Lorftju'cfl  cherchant 'tirie^/ifr^/x»i^qua'^^  ft^ppô- 

(îtîon de  4y«=  ô riedctohe tteôi  à 'connoîére;  îrfîUtYuppc^^t ^ 
=00 ,  car  alors  la  courbe,  dontPon  imalgînc  qùe^^  dt  la  plus  gran^ 
de  ordonnée  a  fa  concavité  tournée  yers  lairgne  desablciflcs,  ou 
fa  convexité.  Si  fa  concavité  eft  tournée  vers  lilîgftc  A^  dés^âbf- 
cidës  {JPig.  5p.) ,  le  rapport  des^  aux-tfyr^gmeme^^^  1 

&  diminue  enfuite  df  Oen  C  ^  doAc  les  ày  di^ônuent'd?  ^^^ea 
P  >  êc  augmentent  epfuite  y  donc  le  ^y  <^^<V^<^fpondant  à  k  .plus 
grande  ordonnée  dtégal  à  zéro.  SI  au^cp^f^aire  la  courbe  a  fa 
convexité  tournée  vers  la  %ne.  AC/d^^abicîjQTesfF/^^  38.)  lexap- 
port  des  dx  aux  dy  diffiin^ie  de^  e^  ^.Ap^  /IHgff?^^^<ïi?  ^  Ç0*^> 
donc  les  dy  angpientant  die  A^ajt'^  &,diQ)igiuen,^  de)p  ^v^^i^y  âc 
le  dy  correfpondant  à  la  plvs  grapde  02;4onnéeefi^^gaià  l'infini 
par  rapport  à  dx^  Oi^  comme  il  n  eft  pas  néceflaire  de  décrire  la 
courbe  ,  dont  on  fuppofe  que  ta  phi  çrakde  quantité  j^  quoa 
cherche  eft  une  ordonnée  >  ÔC  qu'on  ne  rairpds^  elle  a  facon^ 
vexité  tournée  vers  la  ligne  des abfdl&s  ou  fy  concavité^  voilà 
pourquoi  il  faut  fuppofer  dytrtttcf^^iotfqaG  lar  Aippefitionde  dy 
==0  ,  ne  fait  rien  connoître. 

Dé  même  lorfqu'en  cherchant  une'  moindre  quantité  j  la  fkp- 
'pofition  de  ^  =  00  3  ne  donne  rien  à  connoître  ^  il  faîitfuppofet 
^==0  ,  caria  courbe  dont  Ton  imagine  que)'  eft  une  ordonnée 
a  .fa  concavité  y  ou  fa  convexité  tournée  vers  la  ligne  des  abfcHles  ; 
fi  elle  a  fa  concavité  tournée  vers  la  ligne  des  abfciffes  RT^^F/ç* 
58.)  9  le  rapport  des  dx  aux  dy  diminue  de  R  eaS  j  êc  augmente 
•de  S  enT,  &  par  conféquent  les^  augmentent  de  R  en  S,  & 
diminuent  de  S  en  T  ;  donc  le  dy  correfpondant  à  la  moirée  or- 
donnée BS  eft  efy=  00 .  Si  la  courbe  a  fa  convexité  toorâéè^ers 
.  la  ligne  des  abicifles  HL  {Fig.  4 1«)  y  te  rapport  dbsisfi»  aU)t  ^  aug- 
mente de  H.  en  P  ^  êc  diminue  de  P  eh  L;  dotjcles^  diminùeni 
de  H  en  P  ^  &  augmentent  de  P  en  L  ^  èclcdy  oori^pondam  à 
la  moindre  ordonnée  PB  eft  ^=:  o  :  ainfi  lorfque  la  courbe^  dont 
en  fuppofe  que^  eft  la  moindre  ordonnée  nfeft  pas  coniUie^Uls»^ 

Ppiii 


302  Le   Calcul  Différentiel; 

fuppofition  de  ^  =  00  ne  donne  rien  à  connoîcre  ^  il  fau^  fuppo* 
fer  iy=o. 


CH  APIT  RE    IV- 

D^s  Dférences  ficondes ,  troifiémes ,  Ù'c.  de  leur  Calcul^ 

'    Ù*  de  l'ufage  de  ce  Calful ,  pour  trouwr  les  points  - 

d Inflexion  &*  de  Rébreuffement  dans  les  Courbes. 

78.T  O  R  s  Q  u  E  la  quantité  infiniment  petite ,  dont  une  gran- 
..  M  j  deur  X ,  ou^ ,  ou  u  augmente  ou  diminue  à  chaque  in- 
ftant,  eft  toujours  égale  à  elle-même,  fans  foufFrir  ni  augmen- 
tation ni  diminution  y  cette  (^antité  s'appelle  différence  eènftantej 
ainfi  n  cette  quantité  eft  dx^oudy  ^  ou  du  y  on  dit  que  dx  ;  eft 
conftante  ou  ^  ^  ou  ^m  ;  &  au  contraire ,  lorfque  cette  quantité 
reçoit  à  chaque  iaftant  une  augmentation  ou  une  diminution  infi-" 
niment petite  par  rapport  à  elle,  on  dit  que  cette  quantité,  par 
exemple  dx  y  ou  dy  y  ôcc.  eft  variable. 

7p.  L'augmentation  ou  la  diminution  infiniment  petite ,  que 
dxoudvy  &c.  reçoivent  à  chaque  inftant  lorfqu'ils  font  variables 
s'appellent  différences  de  différences  y  ou  fécondes  différences ,  &  fi  ces 
fécondes  différences  fontauffi  variables,  la  petite  quantité  dont 
elles  augmentent  ou  diminuenr  à  chaque  inftant ,  s'appelle  troî/tf- 
w^  ^/^/r^«r^,  ôcainfi  de  fuite. 

80.  Dans  les  courbes  dont  tes  ordonnées  font  parallèles  en- 
tr'elles ,  ordinairement  on  prend  les  dx  pour  conftantes,  c'eft-à- 
dire  les  différences -des  abfcifles.  Nous  parlerons  dans  la  fuite 
des  courbes  dont  les  ordonnées  partent  a  un  même  point  nom- 
mé communément  Pô/^. 

81.  Pour  trouver  les  fécondes  différences  des  ordonnées  ë  une 
courbe  dont  on  fuppofe  les  dx  conftantes ,  foît  la  coitfbe  ACB 
{Fig.  6\.)  qui  tourne  fa  concavité  du  côté  de  Taxe  AV.  Conce- 
vons les  ordonnées  infiniment  proches  CR,  ES,  HT,  &c.  les 
petites  lignes  CD ,  EF  ,  GN,  &c.  paralieicis  à  faxe,  les  itrfe- 
ront  les  droites  AR ,  CD ,  EP ,  &ci  lc6  dy  -les  droites  CR ,  ED^ 
GF,  ON,  &c.  &  les  du  y  les  petîts^arcs  ouïes  Petites  coïdeS 
AC ,  CE  ,  EG ,-  GO ,  &c.  je  mené  la  droite  RD ,  &  du  point 
C  la  droite  CP  parallèle  à  RD  ,  &  je  prolonge  SE  en  P  i  à  caufe 
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des  parallèles  CP  y  RD  &  RC ,  DE ,  clous  aurons  CR«PD  , 
donc  DE  =  DP— EP=CR— EP,  ceft-à-dire  qucEPcft  la 
diâférence  du  premier  à^  au  fécond  ^  ,  ou  de  CK  à  DE,  Je 
mené  DF  ^  &  du  p<Mnt  E^  la  droite  EH  paraiiek  à  DF^-âciâ  droii;e 
HG  eft  la  différence  de  ED  à  GF  ,  od  du  fécond  dy  au  troifiéme 
^  y  àL  continuant  de  la  même  façon  y  on  trouvera  toutes  les  fé- 
condes, diffiérences. 

&Z.  Les  fic4mdes  déffétenccî  d^ane  courbe  qtd  to^frm  /^  concavité 
vers  fin  axe  y  font  nègatrues  ,  car  au  lieu  que  les  ordonrhées  CR^ 
ES,  GT ,  vont  en  augmentant  en  s'ëloignant  du  fommet  >  enfer- 
re que  leurs  différences  font  pofltives  >  au  contraire  leurs  diffé- 
rences CR,  ËD,GE^  &c.  vont  en  diminuant, ^6c  par  confé*' 
Gucnt  les  différences  de  ces  différences ,  c'eft-à-dire  Içs. fécondes 
différences  PE  ;  KG  ,  ôc'c.  font  négatives, 

8  3 .  Les  fécondes  différences  S  une  courbe  qui  tourne  fa  concavité  vers 
taxe  fans  être  rentrante  vont  en  diminuant  toujours  à  mefure  qu^  elles. s'é- 
loignent du  fonimet  :  foitla  courbe  AC(Fi(ç.  6^.),  dont  le  fommet  eft 
-en  A ,  &  qu?  eft  toujours  concave  yen  fon  axe  fans  êtrç  rentrante. 
Concevons  que  les  premières  différences  QB,  PE^  jGF,  jScç^  des 
ordonnées  foicnt  tranfportées  perpei^iculaiVcmentfur  l'axe  àTex- 
trémité  de  chaque  dx ,  c'eft-à-dîre  que  les  droites  OP  ,  QR,  ST , 
&c,  foient  égales  à  ces  différences ,  la  courbe  PZ  qui  paffcra  * 
par  ^extrémité  de  ces  lignes ,  tournera  fa  convexité  du  côté  de 
4  ax^;  car  le  rapport  des  dx  ,'aux  dy  de  k.  courbe  AÇ  %  augmjcnte 
ttï  s'éloignant  du  fommet,  &  comme  }e$  dx  font  conilantes,  il 
VenRiitque  les  ày  vont  ea  diminuant,  $c  par  conféquent  les 
droites  OP,  QR,  ST ,  &c,  égales  aux  dy  ,  vont  en  diminuant 
vers  X ,  &  la  courbe  PZ  ne  rencontrera  cepêndanjt  .Paxe  qu'à 
Tinfini  y  parce  que  la    courbe   AC   n^étant  çoii>t  rentrante  ^ 
ainfi  que  nous  la  fuppofons  ,  H  y  aura'  toujours, un.  dy  \tr 
<iuel  étant  tranfporté  fur  Taxe ,  empêchera  que  la  courbe  PZ  fte 
le  touche ,  ainii  l'axe  AX  fera  l'afymptote  de  la  courbe  PZ ,  qui 
sen  approchera  toujours  du  côté  de  A*  Or  les  différences  ,QP  > 
QR ,  ST ,  Ôcc  étant  les  ordonnées  de  la  courbe  PZ  y  il  eft  vift-  . 
h\t  par  les  principes  établis  dans  le  Chapitre  préccdcnt^qu/Çileurs 
différences  ST,  ^R,  oP ,  &c.  vont  en  aqgraentant  à  mefure 
qu  elles  s'éloignent  de  X  en  tirant  vers  P  ,&  par  confpqucnt  elles 
diminuent  en  allant  de  P  vers  X  ;  iBaiffces  différences  (ont  Ics^ 
fécondes  différences  des  ordonnéesàlacourbe  AC^jdoncles  fe^ 
condes  différences  de  ces  ordonnées  vont  eu.  dimiuwuu:  à  mo^^ 
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fure  qu  elles  s'éloignent  du  fommet  A  ;  nous  fuppofons  toujours 

les  dx  confiantes. 

84.  Les  fécondes  différences  d^une  courbe  rentrante  concave  vers 
fon  axe  j  vont  en  diminuant jufqu^ à  laflusrrande  ordonnée^  &  en* 
faite  en  augmentant.  Ceci  eft  évident  par  la  feule infpeôion  delà 
Figure  6^  ;  car  on  voit  aifément  que  fi  Ton  ttanfporte  les  dy.  fin 
l'axe  AC  ^  la  courbe  qui  paiTera  par  leurs  extrémités  y  fera  uneau«- 
tre  courbe  rentrante  qui  aura  fà  convexité  tournée. vers  l'axe ^ 
qu'elle  touchera  au  point  de  la  plus  grande  ordonnée  parce  que 
cette  ordonnée  n'a  point  de  diflérence  >  d'où  il  fuit  que  les  diffiî- 
rences  de  ces  difFérençes  y  qui  font  les  mêmes  que  les  fécondes 
différences  de  la  courbe  AEC ,  iront  en  diminuant  de  P  vers  H^ 
&  en  augmentant  de  H  vers  R. 

8j.  Soit  une  courbe  ACB(Fyg-.  62.)  y  qui  a  fa  convexité  tour- 
née vers  l'axe  AV  ;  concevant  les  ordonnées  infiniment  proches 
CR ,  ES ,  ,GT ,  &c.  ôcles  petites  lignes  CD  ,  EF,  GN  y  êcc, 
les  dx  que  nous  fuppofons  confiantes  feront  les  droites  AR^  CD^ 
EF,  ôcc.  les  dy  feront  les  droites  CR,  ED ,  GF,  6cc.  &lesiK 
feront  les  petits  arcs  ou  les  petites  cordes  ÀC,  CE,  EG,  &c. 
or  pour  trouver  les  fécondes  différences ,  je  mené  RD,  &  du 
point  C  la  droite  CP  parallèle  à  RD ,  ainfi  PD  eft  égal  à  CR , 
flc'par  conféquent  EP  efi  la  différence  de  CR  à  ED ,  c'eft-àrdife 
du  premier  dy  au  fécond  dy.  Je  mené  DF  j  6c  par  le  point  E  la 
droite  EH  parallèle  àDF ,  &  j'ai  HF«ED ,  donc  GH  eft  h 
différence  de  ED  à  GF,  ou  du  fécond  dy  au  troifiéme  ^  &; con- 
tinuant de  la  même  f^çon ,  on  trouvera  toutes  les  fécondes  diffé- 
rences. 

85.  Les  fécondes  différences  £une  courbe  convexe  du  çStéde  F  axe 
font pojttives  ;  car  les  ordonnées  allant  en  augmentant  ^  inefure 
t]u  elles  s'éloignent  du  point  A  ,  leurs  -différences  dy  vont  aufli 
en  augmentant,  &  par  conféquent  les  différences  de  ces  dy  y  ou 
lëis  fécondes  différences  de  ces  ordonnées  font  pofîtives. 

87.  Les  fécondes  différences  d*une  courbe  convexe  vers  fon  axe  vont 
en  augmentant  à  mefwte  attelles  s'éloignent  du  point  oà  Paxe  touche 
le  centre:  foitla  droite  AC  {Fig.  6$.)  toujours  convexe  vers  fon 
axe  AS  ,  fi  Ton  conçoit  que  les  différences  de  fes  ordonnées 
foient  tranfbortées  perpendiculairement  fur  l'axe  à  l'extrémité  do 
chaque  abfciffe,  la  ligne  AD  qui  paffera  par  leurs  extré^iités  fera 
-iine  autre  courbe  qui  aura  fa  convexité  du  côté  de  l'axe ,  ôc  qui 
^'en  éloignera  du  coté  de  S  ^  car  fi  nous  concevons  que  la  c6ur« 

be 


ET  LS  Calcul  Intégral  >  Livîie  IL  ^oy 
hc  AC  ne  rencontre  Taxe  A  qu'à  l'infini^  les  différences  de  fes 
^ordonnées  en  allant  vers  A  iront  en  diminuant  j  donc  ft  Ton  tranf- 
|)orte  ces.diâërencesfur  Taxe  la  courbe  DA  approchera  toujours 
4e  Taxe  du  côté  de  A  ^  ôcne  le  rencontrera  quarinfini  >  ainfi  AS 
iecalbaafymptQte  >  maisiune  coyrbe  qui  a  une  afymptote  a  tDu-* 
joura  ià  cony exité. tournée. du  côté  defon  afymptotei  donc  ^  8c q^ 
joc  AD  étant  convexe  vers  AS  lea  diâérences  de  fes  ordonnées  » 
^onc  en  augmentant  de  A  vers  S  9  &  ces  ordonnées  font  les  difSé* 
jences  de  la  courbe  AC ,  donc  les  différences  fécondes  de  cette 
-cottcbe  vont  ea  augmenrant  de  A  en  C^ 

8&.  On  .peut  remarquer  en  paifant  quelorfque  la  courbe  eft 
-toujours  concave,  du  côté  de  l'axe  fans  rentrer  en  eile-m^e  la 
-courbe  ZP  (Fig.  6j-)  formée  parles  diflSfrences  de  fes  ordonnées 
J8L  pour  afymptote  non-feulement  l'axe  AX ,  mais  encore  la  taa«^ 
gente  AV.au  fommet  de  la  courbe  AC^  car  le  rapport  des  dsç 
4tux  dy  y  dans  la  courbe  AC  allant  en  diminuant  vers  le  fommet 
A  9  les  dy  augmentent  en  allant  vei;i  A  auquel  point  dy  fe  trouve 
^4nfîni.6c  feconfond  avec  la  tangehte  ;  que  lorfque  la  courbe  AEC 
jrentre  elle-même  (ii>.  64.)  j  la  courbe  PHR ,  a  pour  afymptotcs 
Ja  rangcnte  AV  en  A ,  ôc  la  tangente  CK  en  C  pour  la  même 
«raifbn  \  que  lorfque  la  courbe  AC  {Tig.  58.)  eil  toujours  convexe 
:vers  fon  axe  la  courbe  AD  y  n'a  point  d'afymptotes. 

Sp.  Lorfqu  une  courbe  ABC  eft  d'abord  concaye  vers  jR>n.axe 
^igi  66.)  p  &  epfuite  convexe ,  ou  convexe  au  commencement 
4^Fig.  57.)  6c  enfuite  concave,  le  point  B  où  la  courbe  celTe  d'être 
fConcave  pour  devenir  convexe  ,  ou  d'être  convexe  pour  devenir 
concave  >  s'appelle  point  d^inflexion. 

9Q.  Lorfqu^ une  courbe  ABC  eji  d^abord  concave  vers  fon  aocf 
(Fig,  .66.)  &  enfuite  convexe  ,  la  féconde  différence  dé  F^ràotmie  au 
f  oint  d^ inflexion  eJi  égale  à  zéro  }  car  concevant  que  les  premières 
^différences  foient  tranfportées  perpendiculairement  fur  l'axe , 
x:elles  de  la  partie  concave  feront  les  ordonnées  d'une  courbe 
:OPR  convexe  vers  l'axe ,  &  qui  approchera  (Je  M  >  &  les  diffé- 
rences de  la  partie  convexe  BC  feront  les  ordonnée^  d'une  cour- 
be convexe  qui  s'éloignera  de  Taxe  du  côté  de  D ,  donc  l'ordon* 
.née  MR  correfpondante  au  point  d'inflexion ,  fera  la  moindre  de 
toutes  les^  ordonnées  de  la  courbe  ORS  ^  ôc  par  conféqu^nt  la 
différence  de  l'ordonnée  MR  fera  égale  à  zéro  par  les  règles  du 
Chapitre  précédent^  mais  la  différence  de  l'ordonnée  MR  efl  la 
Xpconde  différence  de  l'ordonnée  BM  au  point  d'inflexion  ;  donc 

Qq 
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la  fcGOnde  différence  au  point  d'inflexion  eft^^gak  àzcco^ 

51.  Lhrfqt^me  Côurh  AfiC  <Fig,  (5^*)  eft  t^sbmd  convexe  i;err 
f(M  axr,  &  enfuftf  conà^rw  ,  h/e(cbf$de  différmtt  de  hréom^e  sm 
point  d^f^^ioH  dfi  égaie  à  fifi^i  y  car  les  premières  4ifféwtices 
des  ordonniées  ^rant  nranfp^téespetp^XKliculattremttotfiff  Taxe  y 
celles  de  la  ][)artie  côiivexts  fe»»vt  les  «Adonnées  <i'«itt  Côorbe 
AR  ci3nvexe  têts  l'axe,  &  itjui  s'en  ékdgnera  en  allam:  vttrsM  > 
^  cteMes  de  la  ^anie  concave  ferc^nt  ies  ordonnées  d  une  couiv 
ht  RS  convexe  vers  Ta^ce  Ôc  qui  s'en  approchera  ^en  ailaM  ven  S^ 
donc  la  plus  grande  ordonnée  de  >la  xoutbe  AR5  feca  ToMbc^ 
«ée  MR  côrre%ohdk6fe  au  pokirtdlnflexion ,  duicia  diffâence 
^e  cretre  ordonnée  fera  ^alê  à  i'infmi  par  les  ve^s  duChaipî- 
tre  précédent  ;  mais  ia  àOlétetict  de  l'ordonnée  jVIR  «A  la  fe- 
-«bttéè  diifêrèi^ce  de  Toïdt^née  MB  m  poim  d'infieMon,  «tonc 
la  fètond^  dîfti^éA^  eu  égale  à  l'infini  an  point  d'Hifieidon  B. 

;^'i.  Il  y  a  dès  'â(&(irbes  <]frà  ayant  toujours ieurccK$av4fét«»cnr-* 
née  vers  taxé  RS  {Fi^.  ^«,),  ©û  leur  convexité  (i^.4îip.)>ft«  laîï- 
fèntpas  que  d'^avôir  ^1  pôin«  d'inflexion  B.  ÛrdMus  kspremie- 
reS'de  ces  coiSfbbt  (ftg.  (5^8^),  îes  ^  vont  en  augmentant  de  A 
en  fi  ,  6c  enf(àité  eh  diminuimt  de  È  en  C  ,  d'oÙ4i  fuk  qtie  le  ^ 
coi'rë^ondatlt  au  point  B  eâ  infini  i  de  dans  les  feî::ondes  les  ^ 
vont  en  diminuant  de  A  en  B  ^  de  en  augmentant  de  B  en  C  /éc 
par  c^onféquèiMt  le  dy  corrâïpondaht  au  poi^nt  B  «ft  infiniment  oe* 
tît  ;  aîhfile  point  d'inflexion  dans  ces  aem  fortes  de  courbes  fe 
trouve  de  nîéme  <ju  on  trouve  la  plus  grande  ou  la  moindre  or- 
donnée >  c'eft-à-diree-n  ikifânt  rfy  =i=  o.,  ou  ^y  ==  «^  î  mais  il  n'en 
eft  pas  dé  même  des  courber  dont  nous  venons  de  parler,  car 
ort  voit  bien  que  dans  les  Figures  66  daS^y  cen'eft  pas  l'ordon- 
née BM  qui  eft  là  plus  grande  ni  la  moindre  ordonnée ,  jmais 
fimplement  fa  différence ,  c'èft  pourquoi  ce  n'eft  pas  dy  qu'il  faut 
fuppofer  =  0 ,  ou  =  00  ^  mais  la  différence  de  dy^  c'eft-à-dirc* 
la  leconde  différence  de  Tordonnée  BM,  &  c'eft  ce  que  nous 
enfeignérons  après  que  nous  aurons  montré  de  quelle  façon  on 
doit  exprimer  ces  fécondes  différences. 

5r5,;  Lorfou'une  courbe  AC(F/g^.  72,  73.)*  s'étant  éloignée 
pendant  quelque  tems  du  point  d'origine  A ,  rebrouffe  fon  che- 
min en  allant  vers  B ,  le  point  C  oùfe  fait  cexetour  s'appelle /v/>ir 
de  rehroujfemenu 

P4*  Dans  les  courbes  qui  ont  un  point  de  rebrouffcment ,  les 
diflKrences  des  ordonnées  vont  en  diminuant  dans  la  partie  coik 
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cave  jufqu  au  {mim  C  >  ^piÀ«  quoi  fi  la  partie  CB  s'éloigne  4c 
l'axe  en  allant  vers  B  ^  les  différences  des  ordonnées  vonc'en  avgr 
mentant  ^  ainii  le  point  C  eft  Tendcoit  ou  fe  trouve  la  moindre 
difiërence  {Fig.  7^)  >  &  par  cpiiféqjiient  lf(  feçpnde  diffcrei^eeil 
égale  às^éro^  -, 

Mais  fi  la  partie  CB  s'approche  de  l'axe  en  fi|lant  ver^  B  ^  le$ 
âi0ërencesvonten4iminaantdeC  vers  B^  c'pft-à-dire  en  aug- 
mentant de  B  vers  C ,  dp  forte  que  le  point  G  eft  le  point  loufe. 
trouve  la  moindre  différence  de  la  p^r^ie  poqc^ye  ô/l  la  plus 
grande  de  la  partie  convexe  i  ainfi  la  féconde  différence  dan^.  la 
partie  concave  eft  ^ero  en  C  j  &.dans  1^  partie  c^onvexe  ellpe^iii'^ 
finiment  gpnde  au  même  point ,  de  fo^e  qu'il  faut  iaifre  {4^1^  Iz 
ièconde  difl^rence  égale  à  zéro  eu  à  l'infini. 

Sf^^  Jufqu  ici  nous  avons  fuppofé  dx  con%nçç.»  majis  çoQiœe 
il  y  a  des  cas  où  ïon  pçpt  fuppofer  dy  ou  4»çoiiftan{^$  ^^  v^ci 
•comme  on  trouvera  les  fécondes  différence». 

Soit  la  courbe  MHT  concave  ou  convexe  vers  iqti  axe  (Fig; 
7o«7iOles  MR^  HS,  font  les  ^at^I^»  RH  ^  ST/pnt  les  ïy  ;  les 
petits  arcs  ou  cordes  MH^  HT^  font  les  du  ;  je  prolonge  la  cor-- 
de  MH ,  du  centre  H  <9c  de  l'infîervale  HT  >  j^  «décris  un  petit 
arc  TL  ,  je  mené  TN  parallèle  à  HP,  &  OQ^  NP  p^allefes  à 
TS  ;  cette  conflruâjoh  faite ,  û  l'on  yf^ut  que  le$  4îSi  foient  con- 
tantes, les  triangles  MHR>  H^SK,  fpnt  fen^j^iables  &  égaux, 
donc  TK  efl  la  di^rence  de  ^ir  ou  la  féconde  4i^re^e  de j/  ôç 
KL  la  diâérence  de  ^n  ;  fi  Ton  veut  que  les  du  ibiem  confiances , 
les  triangles  MHR,  HQL  font  fçn^blable^  ôc  égaux  ,  donc  .<SQ 
kTO  eft  la  différence  de  dffy  (icPL.eft  la  différence  de  dy  i 
enfin  ii  l'on  veut  que  les  4y  içieiif  f  Q.nftantes  le$  triangles  MHR^ 
HPN,  foflc  ferabiables  4c  égauic^  donc  SP  ^  la  di^f^fce  de 
Àf^,  èL  NL  eft  la  différence  de  dv^ 

De  la  manière  d exprimer  {es  Différences  fécondes  ^    ■ 

troifiépteu  &(^^  ^      . 

p^.  Pour  marquer  les  différences  étdx ,  dy  y  du- y  c'eft-à-dîrè 
les  fécondes différcncps  dçs  changeantes  x ,y ,n ,  &c. on  écrit 
ddx ,  ddy ,  ddu  ^  "ôcç.  Pour  na^quer  les  différences  de  ddx ,  ddy , 
44»,  &c.  ou  les  troifiémes  difl^j:e,ncqs  des  changeantes  a:  ,^ ,  u , 
&c.  on  écntdddxy  dddy,  dddu  ,  &c.  ou  d^Xy  d^y,  d^Uy  &c, 
&  ainû  des  différences  quatrièmes  >  cinquièmes ,  &c. 

5)7.  L*expre(ïîon  des  différences ,  fécondes ,  troîfîémes  ,  qua 
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trîémei,  &c.  diffère  de  celle  des  quarrés ,  des  cubes ,  &c.  des? 

f)remieres  diflërences  dx^dy  y  d»,  &c.  en  ce  que  pour  marquer 
é  quarré  ou  le  cube ,  ou  la  quatrième  puUTance ,  ôcc;  de  dx  j.on. 
écrit  tfcc*  ydx^  i  dx^y  dx^ ,  &c.  au  lieu  ique  pour  marquer  les* 
différences  fécondes  j  troifiémes  y  quatrièmes  ^  6cc.  on  écrit  dix  y 
dddx  y  ddddx ,  ou  d^x  y  d^x ,  d^x ,  &c. 

p8.  De  même  que  les^  ddx  font  infiniment  petits  par  rapporr 
aux^AT^  les  ^^<ix  infiniment  petits  par  rapport  aux  ddx  y  ôcainfii 
de  fuite ,  de  même  auflfi  les dx'^ font  infiniment petitspar  rapport- 
aux  dx  y  tes  dx^  infiniment  petits  par  rapport  aux  dx^  y  &€.  car 
les  dx  étant  infiniment  petits  par  rapport  auxx^  peuvent  être  re- 
gardés comme  des  fraâions  dont  le  numérateur  eft  infinimenr 
petit  par  rapport  au  dénominateur  ;  or  les  dx^  font  les  dx  rnuki^ 
plies  par  eux  mêmes',  donc  ils  font  comme  des  fraâions  infini-» 
ment  petites  qui  (ê  multiplient  elles-mêmes  y  &  par  conféquent: 
comme  des  fraâions  defraâions  y  ou  comme  des  infiniment  pe<» 
ïits  dmfininient  petits  j  d'oili  il  fuît  que  les  4^je  étant  des  infini- 
ment petits' du  fécond  gepre  y  les^^r^  fontauflidesinfiniment  pei- 
nts du  fécond  genre  y  que  les  d^x  étant  des  infiniment  petits  dur 
troîfiémé  genre  ,  les  dx^  font  aufli  des  infiniment  petits  du  troi- 
fiéme  genre ,  &c. 

P5^.  On  trouve  les  différences  d'unegrandeur  compoféedediiS^ 
rences,  de  la  même  façon  qu'on  trçuve  les  différences  d'une  gran^ 
deur  compofée  de  variables  ;  ^dnfi  pour  trouver  la  daiérence  des 
dx  dyy  on  regardera  dx&cdy^  comme  deux  grandejirs  variables  y  & 
1  on  multipliera  la  i  ^  dx  par  la  différence  ddf  de  la  féconde,  £c  la  fc^ 
condb  dy  par  la  cfifférenec  ddx  de  la  première  ^  &  Pon  aura  dxd^ 
^dyddx  y  ou  dxd^y -+- dyd^x  y  qui  fera  h  différence  cKerchée  ; 
mais  fi  Ton  fuppofe  dx  confiante  y  on  multipliera  dx  par  la  diffé- 
rence ddyy&i  ion  aura  dxd^y  qui  fera  la  différence  qu'on  de* 
mande  ^  &  fi  Ton  fuppofe  dy  confiante  ,*  on  aura  dyd^x. 

La  différence  de  x^axdy  en  fuppofànt  dx  confiante  kn2xdydx^ 
^x^dxddyy  oh  il  faut  remarquer  que  quoique  dx  foit  fuppofée 
confiante >  A?*vne  ïeft. cependant  pas  ,  puifquil  aune  première 
difiérence  ;  c'efl  pourquoi  prenant,  k  différence  de  x^  ,  qui  eft 
axdx  y  &  la  raulripliant  par  dxdy  y  j^ai  axdydx^  ;  en^  fuppofànt  dy 
confiante,  la  différence  eft  ix^dx^  -^x^ifddxyà^  fuppofànt  que 
dx  &  dy  font  variables ,  la  différence  efl  2xdydx^  -+-  x^dyddx 
^x^dxd^. 

£a  diffîrence  de  x^dxy^dyuidu ,  en  fuppofànt  dx  confiante  y  e&? 
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;  ^x^^uidydudx^  -+-  2xiu^ydxdudy?-  -+-  xiy*uidxduddy  -+-  jxîy»/»»- 
dxdydu^-hxiy^uidxdyddus  en  fuppofanr  4y  confiante  3*»j^»4y«3- 
<&  <i**- -*r  *îy%î^<&>i/<ic  -I-  ^x^yuidxdftày* -^  3xY»*dxdydH\ 
^x^y'-uidxdyddu  ,  en  fuppofant  du  Gonflante  sx'y^uidydHdx* 
^  x^y-ttidydttddx -H ax^yuidxdttdy^ -hxiy*uidxduddy-+-  3xîy»«»-  , 
dxdydu^,  &  fuppofant  que  les  trois  grandeurs  dx ,  dy ,  du  font 
variables  ,  ^*y*uSdydttdx*  •+•  xiy^uidyduddx  -+-  2xiyuidxdudy' 
^^xiyHfidxduddy'+-3xiy*u*dxdydu*-+-xiy*u3dxdyddu  y  &  ainû 

<des  autres^ 
La  diflFérencc  de  |  en  fuppofant  ^ifÔC^yyariabfes  eft  ^'^-f^* 

«n  fuppofent  </* confiante— ^  ,  en  fuppofant  dy  confiante- 

àfidx ^ 

de*  dy* 

La  diiÈférence  de^  en  prenant  dx  pour  confiante  >  eff 

'dxiy*  -{-.dnydiy <iy*  -hyddy 


d» 


,   en  prenant  dy  pour  confiante 


f!î5:lg*^,&  prenant  iy  &  rf^  pouryariaWe^  i>>»»^y-^,i^; 
La  différence  de  --i^=-  en  fuppofant  iv  coijftamé  ,  eft 


^ 


«n  luppofânt  ^^  confiante 


d|y»Vrf*»' 


_é^^:^^^:=^^ .  en  fuppofant  iy  & V:.  yatiables^ 


15^ 


j_i 


iy»<Ix»  -t-  rfjr 4  -t- yd» « (iijr  —-ydydxddx' 
dx'-^-dy^Vdx^-^dy* 

La  diiFérence  wj?*""  '  dy = </*  en  fuppofant  J*  confiante  >  eft 
(^»'.4-»,j^'"~^<^s=so;  en  fuppofant  <fy  confiante 
dy*^  =^  ddXf  enr fuppolknt  ij^»  &  dst  variables. iww- 
+- wy* ~  ^ddy=ddx,  &  ainfi -dcsaytrcs* 

TrottXffv  U  point  et  Inflexion  ou  de  Kéhhujfem^nr 
{tune  Courbe^ 

ïoo.  Soit  la  courbç  APC  {Bg,  7^.)  une  dènai-cydoïdeiaSbttv 


tnm-r-rnyT' 

—         m— X 

rmnT^my 

ZIrây''-*dy^. 
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gée;  ;e  fuopofc  la  chofe  faite,  &  nommant  la  d'cmî^circonfô 
renceARf)«a,laWeDC«è5lc  diamètre  AD-^^^^^^^^^ 
affeAS^;r,l>ordonnéeSP==^,  la  droite  SR==.i\^' 
AK^H,  j  ai  par  la  propriété  de  la  cycloïdc  ARD ,  DC^  AR^ 
RP,  donc^,^  :  :«,  ^_Rp  ,  &  p,,  conféquent  SP=SR' 
^-RP=:.H-  ^ ,  donc  j,=;.  -f-  ^ eft  l'équation  de  Ja  courbe  , 
&  fa  différence  eft  dy^dz-t-—. 
Ot  par  Ja  propriété  du.cercle  j'ai  SR  =  AS  x  SU ,  ou  z»  =^  :»,^ 


Je  mené  une  autre  ordonna  infiniment  croche  .r    *u      • 
«  perpencUcnlairerM,  &  jai  Mr^r/jWRl'li^'y'^: 
=  ^»,  «nfi  xegardanr  Rr  comme  une  p'eme  ligne  <koiS,  fe 

,.  ^'.T "  'f '" ^'  ''" *"'"'*•  -^ •'  «fi^reice  de  l'é^. 
*ondelaco»rbe,aieft^«=&,+!^.&je„„^^.^.^g^ 

"7^; '  &mettantao  Heu  àcdz^  fa  valeur,  je  trouve  ^y 

^V,^;r::;:^     >  «  prenant  la  différeace  en  fuppofant  d» 

.confiante  i  j'ai  <fA>s=:*E~^^!^xdi(«  ,,     „    , 

-^      »^.>>gxx4^..7.rr:s*  o'^«é'  eu  égal  àzcro 
au  pomt  d'inflexion  ,  donc  ^^îEEH^^^  àx* 
ri  I  ■  »« — >*xtfi/W— :,,"=' °J  oc  par  con- 

l^érr—,ï(rc«=ô,  d*oùjctii3e**=êf£i:i«_     !_4r      V^*""^*^ 

doBCune  troif»émep«,pûrtiott«cIle  aux  ^^^  \  ^'"' 
.  «joutant  à  cette  prorordon^^l      *"  V     *  ^^^^^  ^y^^c,^ 

^enée,  lepdintPferafep^t^^^  ^- 

font^m^yetn  l^^^^^  dont  ks  ordonnées  RR- 

xeaangIccirc4fôSe^^^,^^'^  *?  ordonnées  PR  dun 

*?««««  *'04'  de  cette  parabole.  Suppofaiit  la 
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choft  faîte  ,  &  nommant  k  paramètre  de  la  parabole  =5=  ^i^  Ijt 
droite  PR  =  ED  ==FC=i ,  rabfciffe DR=ÉP=  a:,  lordon- 
aiée  à  la  parabole  OR=^j  flc  Tordonnéc  RBs=t: ,  fai  lordon^ 
'néePO=PR— OR=*— j^;  ainapuifquc  :  :  RP,RB,  OP, 
j'ai  :  :  *  ,  Zy  h — y  y  ôc  »;=*i-—i^jrcftréquation  de  la  courbe, 
2c  £1  dilffifrenceefl:  szdz^Bs^^iéfy,  ou — i/sss?  -^  ^  caria  difiëœnce 

de  RB  eft  négatiire  à  cauTe  que  les  ablciiTes  DR  cocâlEutt  y  les  or« 
données  RB  diminoeat. 

— — i 

Mais  par  la  propriété  delà  ç»ral>olej^=  \^ax  ==  ax  *,  donc  ^îfe 

s=7iiiArx.ajc     ^ ,  fie  par  la  piopricté  de  la  courbe  z=ybh — iy 
.  mettant tJonc  les  valeurs  de^  ytly^z  dans — dz-^sz-^ ,  j'aî—^^ 


hhaad» *  xâx     ^     hhaadx *  X ax"* '      èhaâdx » 


.-^ — ,-  ~  >  &  élevant  tout  au  quatre  ,    je  trouve  ^* 


ooamax  -  i     j  •  i* 

"— ;^       fr.    >  W  Ja  01*- 

tébb^^iéhVax         tébb  —  Vi^ébbax  Ubbax — VvsêaTgbxl 

férence  de — dz^  étant  égale  à  zéro,  la  diffërence  de  fon  quarré 
ou  de  fa  valeur  eft  auffi  égale  à  zéro  y  ainfîXupporant  dx  confiante  ; 

je  trouve  ■  —      ■■  \'        -^^  ^=^  o  ;    donc 

Ubbûx  —  V%^6a^bbx^ 

zi^à^x^  X2s€a^ikxi  ^  =  i,  &  multipliant  tout  i^dX2y6a^bbxi^ 
j'ai  24^*;^*  rsV'ajtftfJ^^xJ ,  &  élevant  tout  au  quarré,  je  trouve 
$T6a^x^=^2$6a\bbx^  y  d  où  je  tire  a?  «=  ^^  ;  prenant  doac  une 

troifiéme  proportionnelle  aux  deux  lignes  ^ay  ^b  y  ùi  portant 
cette  propomonnelle  de  D  en  R ,  Fordonnée  RB  c[u*on  mènera 
^  point  R  coupera  la  courbe  au  point  B  d'inflexion.^ 
Lorfque  a=by  onz  xt=^fa. 

1 02.  Soit  la  courbe  ABC  (Fig.  j6.)  dont  les  ordonnées  BO  font 
5^.  proportionnelles  aux  ordonnées  OE  dun  cercle,6caux  ordon- 
nées Ou  d'une  parabolejfuppdfantla  chofe  faite ,  je  nomme  le  pa- 
ramètre delà  parabolc=a,k  diamètre  du  cercle  AL=^,rabfcifle 
com  mune  AO=;c,rordonnée  du  cercle  OE=  u  j  l'ordonnée  à  la 
piaraboleOD==y,&rordonnéeà  la  coUrbe  OB=^^  ainfiréquadon 

eft  x=:  ^i  or  par  la  nature  de  la  parabole  ^on  a  j/^^=x^w  ,&  par  Ji 
propriété  du  cercle  on  z  u=sybxrr'xx  î  mettant  dàviO^ees^^ 


çia  ijE  CaICUI  DrFFBail*TI£l. 

Vbx  —  XX 


leurs  dans  l'équation  ^  j'ai  2=    .,  ,   &  ^z 


= ' — - — jj*ns — ^  ^  *^  multipliant  tout 

.  j  •»   •  abxdx'-^axxdx — ^ahxdx-haxxdx  aèxdx  ^ 

par  i/^x— flfAT ,  )  ai .    '        .]- ■    ■>  =  ■  ,  ^,-~=  l 

'^  ^*  —  XX  Vbx  —  XX  XXbx-^XX  V ^X— XX  • 

or  ^la  différence  de  dz  ç&  égale  à  zéro  au  point  d'inflexion  i 
jdonc  en  fuppofant  dx  confiante  ^  Je  trouv/s  ii^  ==: 

— —  '  ,       _  -«__  __  I 

labdx^xbx—xxVbx—xx'-isbxdx ^yb^xxVbx—xx—ahxd ^^^x^fnéx  -  xxVbx-^xm  •     » 

— . -1=^- * 


>x  ^x—  xxV^x  — -X* 


i6c  multipliant  par  le  dénominateur,  puis  par  \/bx — xx^  &  divî-* 
fant  par  dx^ ,  je. trouve zab xfix. — xx^  — ^ ^abx x k — 2,x x bx^-^xx 
=0,  6c  dîvifant  encore  par  ^jc — xx ,  jVi  2<j^  x  bx — xx = 3^je 
^b—2Xj  ou  2ab.xT^x=iabxb — 2*,  ce  qui  donne  2^ 
^—2abx=^  Sabb — éabx  y  doù  je  tire  ^abx^^abb,  &  x=^' 

=^  ^.  Prenatit  donc  1  abfciffc  AO=^AL«=^^,  ficmenam 
Tordonnée  OB  ^  le  point  B  eft  le  point  d'inflcxiop. 

Si  j'avois  fuppofé  ddz  =  ©0  ,  le  numérateur  de  fa  valeur  auroit 
été  infini ,  &  par  conféqucnt  fon  dénominateur  auroit  été  égal  à 

zéro  ,  .donc  axbx^—^xx  Vbx — xx^=^o  ,  ce  qui  donne  ^^xl 
—  ixb^x^'^  I2bx^' — ^x^=zo,  ou5c3 — ^bx^'^^bbx — ^3  =  o, 
donc  la  racine  eft  x — rè  =  o,,  &  par  conféquçnt  x^=b  ;  or  quand 
^  eft  égala  ^^  Tordonnéé  a  la  courbe  eft  infinie  pjrce  qu'elle  eft 
troifiéme  proponionnellc  à  l'ordonnée  du  cercle ,  qui  eft  alors 
zéro,  6c  à  l'ordonnée  de  la  parabole  ;  ainfi  cela  me  fait  voit  que 
la  courbe  ne  peut  avoir  d'autre  {)oint, d'inflexion  qu'à  Tinfini. 

.105.  Dans  Jes  exemples  que  nous  venons  de  donner  nous 
avons  toujours  fait  ddy  =  0,  parce  que  les  dy  alloient  en  dinib 
nuant  depuis  l'origine  jufqu'au  point  d'infl«ion,  6c  nous  aurions 
fc^it  ddy=sQf^  ,  n  les  dy  étoient  allez  en  augmentant,  que  fi  on 
avoit  l'éqpation  d'unp  courbe  6c  qu'on  voulut  favoir  fi  elle  a  yn 
point  d'inflexion  ou  de  rebrouflement  fans  être  cependant  obligé 
.de  la  décrira,  on  kxoitddy=Oy  puis  ddy=  00  ,  6c  fi  l'une  ou 
l'autre  de  ces  fqppofitions  donnoient  à  connoître  la  grandeur  a: 
pu  la  grandeur^,  ceiçroît  une  marque  que  la  courbe  auroit  un 
point  ou  de  rebrouflemept  pu  d'inflej^ion ,  mais  fi  ces  deux  fup- 
'pofitionsne  donnoient  rien  à  connoitre,  la  courbe  feroit  ou  tou-- 
4ppr$  çoQçaye  ou  toujours  convexe  du  même  coté» 

four 
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Pour  mieux  taire  entendre  ce  que  nous  <levonis  dire  ^^^ns 
le  refte  de  ce  Chapitre/ ûoùs  Allons  faiieici  quelques i:emar4ue9 
touchant  les  courbes  en  général.  

104.  On  dit  qu  une  courbe  eft  toujours  concave  ou  toujours 
convexe  du  même  côté  lorfque  tous  Jes  côçés  du  polygtmc  q«î 
lui  eft  infcrit  font  toujours  du  même  côté  par  rappt>ct  à  cette 
courbe;  ainfi  la  courbe  ABCDEF  (  Pig.  77;.)  çft  toyjburs  con-r 
cave  du  même  côté  à  caufe  que  les  côtés  AB>  BC  >  CD  y  Jkc. 
du  polygone  infcfit  font  toujours  du  mênse  côté;; au  contraire  k 
courbe  ABCDEFG.(Fi;g-.  78.  )  neft  pas  toujours  concave  ou 
toujours  convexe  du  même  côté,  à  cailfe  que  les, côtés  AB^ 
iBCj  CD,  du  polygone  îhfcrit  ne  font  pas  dû  même  côté  par 
rapporta  cette  courbe  que  lés  côtés  DÉ,  ËF,  FG. 

lo;.  Dans  toute  cour  h  toujours  concave  ou  toujours  conptxf  du 
même  câtép  &  qui  t^tji  fpint  rentrante ,  il  y  a  un  point  où  la  cqurbt 
fait  un  coude ,  érfa  plus  grande  concavité  ou  convexité  ejî  dans  te 
coude  j  foie  la  courbe  AB  toujours  concave  du  ipême^  côté  (  Fign 
7p.)>A  on  la  conçoit  prolongée  au-delà  de  B  fie  de  Aà  Tinfini  ,  les 
droites  CR,FR  oui  ne  la  toùcheroiem  d^  part  &  d'autre  qu  a  rinftni 
ne  pourront  pas  être  une  même  &  feule  Jigne  i  car  puiique  AC  eft 
toujours  conyexe  du  côté  de  RC>  &  qu'çlle  fi'«n  approcha  par 
exemple  du  côté  de  C ,  il  faut  nééeiËurement  qu  elle  s'en  éloigne 
du  côté  de  R,ou  qu'elle  ceite  d'être  convexe  de  ce  côté-là  ,  ce  q^i 
eft  contre  la  fuppofition  ;  or  ces  deux  lignes  étant  prolongées 
feront  un  angle  CRF  dans  un  efpace  fini  ou  dans  ^uie  efpac« 
infini  auquel  cas  elles  feront  parallèles,  Ac  dans  l'une  ou  l'autre   » 
de  ces  fuppofitions ,  il  eft  viûblo  que  la  courbe  ne  peut  aller  de 
C  en  F  lans  faire  un  coude  qui  fera  4u  côté  de  ce^  aoglej 
donc,  &c.  •  .      ..  ^ 

Suppofant  donc  que  ce  coude  foit  «1  D  ,  je  nMAC  par  ce  ' 
point  une  droite  RF  qui  pafle  par  l'angle  R  fait  par  les  tangentes 
ou  afymptotes  RC, RF,  ou  qui  (bit  parall^lf  à  ces  tangentes 
il  elles  ne  fe  rencontrent  qu'à  linfiai,  &  prenant  fur  cect^  ligne 
un  diamètre  de  cercle  DÉ  d'une  grandieur  arbitraire  >  je  décris 
un  cercle  DE  qui  pafTe  par  le  point  D ,  je  conçois  un  polygona 

Rr 
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infcrit  dans'ce  cercle  d'un  nombre  de  côtés  tous  égaux  entr*cux\ 
&  un  polygouè  infcrit  à  la  courbe  d'un  même  noiùbre  de  côtés 
audi  tous  égaux  entr'eyx  &  à  ceux  du  cercle. 

Oii  fait  que  l'une  des  propriétés  du  cercle  eft  que  les  cotés 
d'un  polygone  régulier  qui  lui  eft  infcrit  fini  ou  infini  j  font 
entr'eux  des  angles  égaux;  cela  pofé',  Je  dis  que  les  angles  du 
polygone  infcrit  à  la  courbe  Vont  en  augmentant  de  part  fie  d'au- 
tre a  mefure  qu'ils  s'éloignent  du  point  D  ;  car  fi  l'on  veut  que 
les  angles. qui  font  fur  le  côté  DAC  foient  égaux  entr'eux  jj  il 
s'enfuîvra  que  les  côtés  du  polygone  infcrit  formeront  un  demi- 
cercle  qui  ne  fera  pas  différent  du  demi-cercle  DKE ,  puifqulls 
font  égaiik  aux  côtés  du  polygone  infcrit  à  ce  demi-cercle ,  & 
en  même  quantité  i  fie  il  faut  dite  la  même  chofe  des  angles 
fur  l'autre  côté  DF,  donc  la  courbe  en  ce  casferoît  rentrante, 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofition ,  que  fi  oh  veut  que  les  angles 
du  polygone  infcrit  à  la  courbe  aillent  en  diminuant^  il  senr- 
fuivra  vîfiblement  que  la  courbe  fera  encore  plus  rentrante  que 
le  cercle  'fie  formera  une  fpirale  ,  ce  qui  eft  encore  contre  la 
fuppofitîon ,  donc  puifque  les  angles  du  polygone  infcrit  à  la  cour- 
be ne  peuvent  être  ni  égaux  entr'eux,  ni  aller  en  diminuant,  il 
s'enfuît  qu'ils  doivent  alleren  augipentant  ;  or  quand  ces  angles 
augmentent  la  courbure  diminue V  donc  la  plus  grande  courbure 
éftau  point  ^D.        ' 

\o6.  Si  une  ligne  cauthe  AB  aptes  avoir  rencontre  une  tangente 
AD  (Fig.  80)  rebroujfe  fon  chemin  de  f  autre  cSté  vers  C ,  enjorte 
'^è  Bï>  foit  at^  tangente  à  h  partie  BG  ;  il  peut  arriver  que  les 
ahgtts  du  polygone  in/èirit  auxcStesBA^I^C,  aillenten  augmentant  à 
mefure  qu  ils  s'éloignent  du  point  B  ou  quih  aillent  en  diminuant;  car 
fi  l'on  conçoit  que  les  branches  B  A ,  BC  foient  prolongées  de  part 
Ce  d'autre  à  l-infini  fans  rebrouffcr  leur  chemin,  elles  auront  cha- 
cune un  point  de  plus  gratide  concavité  ou  convexité;  ainfî  fî 
ces  points  font  du  côté  de  A  fie  de  C  les  angles  des  polygones 
înfcrits  iront  en  angmentant  à  mefiire  qu^îk  approcheront  du 
point  B,  fie  au  contraire  fi  les  ^points  de  plus  grande  concavité 
ou  convexité  fe  trouvent  au-delà  de  B  vers  O  fie  P,  les  angles 
des  polygones  infcrits  iront  en  augmentant  à  mefure  qu'ils  sV- 
loîgneront  de  Ofie  F  fie  qu'ils  s'approcheront  deB ,  de  forte  quctt 
allant  vers  A  ou  vers  C  ils  augmenteront  toujours. 

1 07.  Quoiqu*à  proprement  parler  on  ne  doive  appeller  axe  d*uiie 
courbe  que  la  ligneRFÇft^^  7^.)  qui  pafle  par  le  point  de  plus 
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gtaiide  convexité  bu  concavité  >  &  qui  divife  les  ordonnées  S>hs 
courbe  en  deux  parties  égaies  ,  cependant  dans  la  Figure  80.  on 
appelle  la  tangente  BD  axe  de  la  courbe  ABC,  parce  qu  on  ne 
confidére  alors  cette  couii>e  tça'en  tant  qu  elle  eft  cappoctée  k  la 
droite  BD ,  Ôc  fans  avoir  égard  aux  propriétés  qu'elle  peut  avoit  *. 
par  rapport  à  fon  véritable  axe..  ,  - 

108.  Si  Pon conçois  que  dans  um  combe  ABCDF  ( Figé' %i.)mi\ 
polygone  ^une  it^té  de  cStés  tojfis  égaux  ait  été  infcm^y.&  qaeJ^on  . 
ftolonge  de  fart^&  J^ autre  ^  chacun  des  côtés  du  polygone  ^  les  angles 
externes  iront  en  diminuanf  à  mefwe  qeùils  s^éioignerom  dupoim^È^^ 
de  plus  grande  concavité  &  en  augmentât»  à.mefi$reaiiUs  s^en:aptfi 
procheront  ,  Tangle  ABC  eft  moindre  qpe  Tangle  6CD  >  dpact 
Vangle  HBC  complément  de  Tangle  ABC  à  deux  droits  eft  plus 
grand  que  GCD  complément  de  Tangle  BCP  à  deux  droits  ; , 
or  la  même  chofe  arrivera  toujours  à  meiùre  qu'on  s'éloignera 
du  point  A ,  donc ,  6cc.  que  fi  les  angleà  exj^rnes  HBC ,  QQD  » 
Ace.  vont  en  diminuant  à  .mèfufe  qu'ils  s'éloignent  de:  A ,  il  èft 
vifible  que  les  angles  externes  PCB ,  KBA  en  approchant  de 
A  vont  en  augmentant  ^  donc ,  ^c^ 

109.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  y  fi  de  chaque  angle  dupoly* 
gone  infcrit  (Fig.  82.)  pris  pour  centre ,  e^  ^un  r^yan  égal  au  coté  • 
infcrit  on  décrit  des  petits  arcs  FC  ,  GD  ,  HE  ,  6f  ç,  ces  arc^ 
front  en  dimùmant  à  mefure  quils  s^éloigneront  du  point  A:  Lea 
angles  FBC,  GCD ,  HDE ,  &c.  iront  en  diminuant ,  donc  les 
arcs  FC ,  GD ,  HE ,  ôcc.  qui  (ont  la  mefure  de  ces  angles  iront 
auflî  en  diminuant»,         .  '.♦  - 

Il  faut  bien  obierver  ceci-.  Car  c'eft  de  C^s  arçs  que;  j'appelle 
arcs  différentiels  que  dépend>ce  que  nous  alloâs  dke  touchant  lea 
courbes  dont  les  ordonnées  partent  d'un  même^point.- 

1 10.  Si  une  courbe  ABC  (Fig.  %o.)eft  toujours  convexe  vers/on. 
axe  BD ,  les  arcs  différentiels  tournés  vers  B  iront  en  augmentant  â_, 
mefure  quils  s*  éloigneront  de  B  vers  Aqu  C  dMSs  le  cas  oàja  pltts  grarf-  r 
de  concavité  fera  vers  AouCy  mais  ils  iront  en  diminuant jle  B  vers. 
A  M  C  lorfque  la  plus  grande  concùvité  fera  du  ç^é^  dt:  P,oi»  Qj 
tout  cela  eft  évident  par  les  principes  que  iious  venons,  d'établir. 

111.  Si  une  courbe  AlàC{Fig.  83.)  .eft  d'abord  concave  i^er» 
fon  axe  AR  &  enfuite  convexe  y  les  arcs  différentiel^  iront  en. 
diminuant  de  A  juiqu  en  B,  après  quoi  ils  iront  ou  en  augitaen- 
tant  de  B  en  C  ou  en  diminuant  félon  que  la  plus  grande  cotir* 
bure  de  la  parue  BC  prolongée  de  part  &  d'autre  fera  du  côté 
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de  C  ûù  da  câié  de  B^  mais  de- quelque  manière  que  U  ^^0h 
fait  y  le  poii^  B  fera  toujours  ou  le  point  du  moindre  arcdifiëreiH 
tiei  de  la  partie  AB  6c  de  la  partie  fiC  >  ou  le  point  du  moândre 
arc  différentiel  de  fa  pâme  AB  >  £c  du  plus  grand  de  la  partie 

BC* .  •         \  .  •     .       : 

112.  Si  une  courbe  ABC  (Fif.»4^>eftd*aboi!à convexe veû 
fon  àxe  AR^  êc  enfuite  concave ,  les  arcs  difilérentiels  iccoit  en^ 
angmenrantou  en  diminuam  de  A  vers  B  félon  que  la  plus  gatk^ 
de  courbure  de  la  partie  AB  prolongée  de  part  fie  d  autre ,  fera 
oit  (hi  côté  de  B  ou  du  c6të  de  A  >  après  quoi  ils  iront  en  dio»* 
nuant  de  B  vers  C  ,  ma»  <ts  quelque  mamese  qoe  la  cbc^e . 
foîty  il  fera  toujoi)tis  vrai  de  dire  ou  que  le  point  B  eft  le  pouit 
du  plus  grand  ave  dtlïl^réiitiel  de  Tune  de  l'autre  partie  ^  ou  qu'il 
eft  ir  point  du  moindre  arc  de  la  partie  AB^  &  duplusgcaiid  de  la 
partie  BC^ 

•  «15.  Sok  une  courbe  AD  (  fi^  8^0  ^^^^i^^^^^^^^j^^^^ 
qui  eft  le  Polo  d  où  partent  toutes  fes  ordonnées  PB >.  PC, -fitc. 

le  point  A  en  eft  le  iommet ,  la  droite  AP  eft  ion  axe  >  àt  les  ot- 
données  doivent  être  conçues  infiniment  proches ,  je  mené  les. 
cordes  AB,  BC,  fitc.  que  je  prolonge;  du  centre  P  jic  décris 
les  petits  arcs  AMy^  BN,  &.c.  de  l'extrémité  de  chaque  corde 
prile  pour  centre  èi  d'un  intervalle  égal  à*  cette  corde ,  )e  décris 
d^  petits  arcs  CX>  6c€«  je  fais  avdc  le  ptolMigenwoK  BT  de  la 
corde  AB,l  angle  TBR  éjgal  à  l'angle  6PN;  je  mené  ladroiteSC 
parallèle  à  l'arc  BN  que  je  regarde  cor^mie  U9e  petite  ligne.dï:Qite: 
perpendiculaire  à  CP  ;  car  un  arc  de  cercle  tel  que  iu>us  fucpor 
fbns  BN.  à  càulfè  de  llnfînie  proximité  des  ordonnées  BP>NP , 
n  eft  pas  dîffôrbm  de  la  petite  portion  di^  fa  tangente^  fie  pax^ 
confequent  il  efft  perpendiculaire  fur  CP' ,  enfin  je  mené  W 
droites  Hl ,  SQ  parallèles  à  PN  ;  cela  fait  dans  le  triangle  re- 
âfcangle  PNB  ,  Tangle^NBF  plus  Fangle  infiniment  périt  BPN 
vaut  lin  aogle  droit,  d^c  FanglePBTcompoléderangleNBP,, 
de  rangle  TBR  é^al  à  Fangle  BPN,  to  de  l'angle  RBN  vaut 
lin  droit  plus  Tàngle  RBN  ;  or  le  même  angb  PBT  étant  exté- 
rieur au  triangle  reâangle  BAM  vaut  auffi  l'angle  droit  BMA 
plus  l'angle  BAM,  donc  Taugle  BAM  eft  égal  à  l'angle  RBN 5 
ceIapo(e,  -  - 

Je  nommd  les  arcs  AB,  AC ,  ficc.  =t:ii ,  les  ordonnées  BP  >. 
GF,  &c.  aac^  ^  les  arcs  ou  petites  droites  infiniment  petites  AM , 
BN,ôea=x:^j^/ain(îBC:^^«,  fieBM,  CN,ficc.«=4y>  fie 
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comme  on  peu^ppoifer  dx  conflai^e  oy^dUf^oixdy,  voyons  ce 
qui  arrivera  dans  clsacune  de  ces  fuppdfitions. 

Ltafqm  dx  eft  cmfiame  ks  du  &  Us  iy  vont  en  diminuant  à  me- 
fure  fu  iksUhignent  dufùint  âùrigine  A  ;  car  puifque  AM  =  BN  ; 
les  triangles  fembiable$  ABIVi^,  oS^ti  fom  égaux  entr  eux  >  donc 
1^  NR=BM,  mais  RN  cft  pluâ  grand  que  CN  =  4yt  donc 
BM  eft  plus  grand  que  CN  >  ainfî  les  dy  yont  en  diminuant  y 
donc  ,  2^  BK=AB  >  mais  BH=BC  eu  moindre  que  BR, 
donc  Tare  AB  eft.  plus  grand  que  Tare  BC^nfi  les  du  vont  en  di- 
minuant ,  &  il  faut  ob&rver  que;  dans  ca:te  fuppofition  des  dx 
conftante&les  difiiérences  des  dy^dit;  cefi:-à-dire  ks  ddy  êL  le'&7 
ddu  font  négatives ,  car  les  ^  &  les  »  croiffent  à  raefujre  qu  ils» 
s'éioignesxt  do  iommet  A  au  lieu  que  les  ^^  i»  diminuent  com- 
me on  vient  de  voif  . 

•  Lorf^tlei  du  font  confiantes  les  dx  augmentent,  &  les  dy  dimi-^ 
nuent  en  s  éloignant  de  A;  car  à  caufe  de  BH  =  Be=  AB  , 
les  triangles  lemblables  ABM  >  BIJI  font  égaux  ^  donc  i^.  BI 
=5  AM  ;  mais  BI  eft  moindre  que  BN  =  dxy  dqnc  AM  eft  moin-- 
que  RN,  &  par  conféquent  les  dx  augmentent,  donc  a*".  HI. 
=  BM ,  mais  lO  =  NC=i/y  eft  moindre  que  HI,  donc  lO  eft. 
moindre  -que  BM ,  ainfi  les  ày  vont  en  diminuant. 

Lorfqme  les  dy  jont  confiantes  ks  du  &  les  dx  vont  en  augmen-^' 
ttmt  à  meftiwe  ifuth  s^ éloignent  dâ  A  ;  car  à  caufe  de  SQ=  CN. 
=  i)^=BM  les  triangles  reÛanglés  femblables  BSQ,  ABM 
font  égaux  ,  donc  i^  BS  »=AB ,  mais  BS  eft  moindre  que  BH 
»sBCs7=^tt,  donc  AR  de  moindre  que  BC,  ainûles  du  vont, 
en  augmentant ,  donc  2^  BQ  ^sss  AM  ;mais  BQ  eft  moindre  que» 
BN=^a;,  donc  AM  eft  moindre  que  BN^  6c  par  conféquena 
los  dx  vont  en  augmentant* 

Dans  la  fuppôfition  de  dx  confiante  on  a  HR  =ï — ddu  &  RC 
s== — ddy  j  dans  la  fuppofition  de  du  conftante.on  a  NI=:OC==</rf^ 
&  HO  =  —  dify  y  enfin  dans  la  fuppofition  de  dy  confiante  on 
zliS^ddu6LSC^QN=ddx. 

Les  mêmes  chofes  que  nous  venons  d'obferver  arrivent  à  Yé* 
garé  des  courbes  dont  les  ordonnées  font  parallèles  entr'elles , 
&  qui  font  concaves  du  côté  de  leur  axe  (  Ftg.  70.  )• 

1 14.  Soit  une  courbe  AC  {Fig.  S6.)  convexe  vers  le  point  P 
d'où  partent  fes  ordonnées ,  le  Iommet  cft  en  A  ou  du  côté  de 
A,  je, confirais  de  même  que  ci-deifus ,  c efi-à-dire  je  mené  les 
cordes  AB,  BC  que  je  prolonge  ;  les  arcs  AM,  BN ,  Farc  CH^ 
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&c.  âc  faifant  RBT  égal  à  Tangle  BPR  ,  on  trouvera  de  même 
que  ci-dcffus  que  langle  SBQ  eft  égal  à  langle  BAM ,  tiom-* 
mant  donc  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes  noms  i  voici  ce  qui 
arrivera  félon  qu'on  fuppofera  confiantes  dx  y  ou  du ,  ou  dy^ 

Lorfque  dx  eji  conftanu  les  du  &  Us  dy  augmemem  en  s^éiai- 
gnani  du  point  A  ;  car  puifqu  on  fuppofe  BN=î=îAM  les  triangles 
rcâangles  fembiables  BRN,  ABM  font  égaux  entr^eux  ,  dohc 
lO.  BR  =  AB,maîs  BR  eft  moindre  que  BH=BC=iir,  donc 
ABeft  moindre  que  BC  y  ainfi  les  du  vont  en  augmentant  ^  donc 
2^.  RN  =  BM  ;  mais  RN  eft  moindre  que  NC  =  dyy  donc  BM 
eft  moindre  que  NC  ^  &  par  conféquent  les  dy  vont  aufli  en  aug* 
mentant. 

■  LorfqUe  du  eft  confiante  les  dx  diminuent  &  les  dy  augmentent  en 
^éloignant  de  A  ;'car  puifque  BH  =  BC  =5  ABpar  la  fuppoittion  > 
les  triangles  reâangles  fembiables  HBI^BAM  font  égaux  >  donc 
1^  BI=BM ,  mais  BI  eft  plus  grand  que  BN  =<ic,  donc  AM 
eft  plus  grand  que  BN^  ainfî  les  dx  vont  en  diminuant  5  donc 
a^  Hl  =  BM ,  mais  HI  eft  moindre  que  lO  :;=  NC=  dy ,  donc 
BM  eft  moindre  que  NC ,  &  par  conféquent  les  dy  vont  ça 
augmentant. 

Lorfque  dy  eft  confiante  les  du  &  les  dx  vont  en  dirninuant  à 
tnefure  quils  s^ éloignent  de  A;  car  puifqu'on  a  BM^=CN=SQ 
les  triangles  reâangles  fembiables  SBQ  >  BAM  font  égaux  en* 
tr'eux,  donc  i^  BS  =:AB^  mais  BS  eft  plus  grand  que  BH=BC 
s=  du  jàonc  AB  eft  plus  grand  que  BC>  6c  par  conféquent  les 
du  vont  en  diminuant ,  donc  2®.  BQ  ==  AM ,  mais  BQ  eft  plus 
,  grand  que  BNss=iAr,  donc  AM  eft  plus  grand, que  BN,  ainfi 
les  dx  vont  aoffi  en  diminuant.     . 

En  fuppofantij:  conftante  on  a  RH=s^^»,  &  RC=^/(Éfy, 
en  fuppofant  du  conftante  on  a  NÎ=:ddx6L  HO=Jiy,  erifin 
en  fuppofant  dy  conftante  on  a  NQ^=ddx  &  HS  = —  ddu. 

Les  mêmes  chofes  arrivent  à  Tégard  des  courbes  dont  les  or- 
données font  parallèles  entr  elles ,  &  donc  la  convexité  eft  tour- 
née du  côté  de  leur  axe,  (  Fig.  71.  ) 

1 1  ;1  En  fuppofant  dx  conihnte  les  du  diminuent  dans  la  partie 
concave  en  s*éloignant  de  Forigine  comme  on  vient  de.  voir , 
maïs  quand  les  du  font  cbnftantes  les  arcs  diflFérentiels  FC,  GD  , 
HE ,  &c.  (  Fig.  82.  )  vont  en  diminuant  (  N.  lop,  )  donc  à  plus 
forte  raifon  ces  arcs  diminuent  lorfque  les  du  diminuent ,  ainfi 
les  arcs  XC  (  Fig.  8y.  )  qui  font  les  arcs  difiërentieU  diminuent  ; 
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mais  en  fuppofant  toujours  dx  conftantejes  angles  BPN  que  les 
ordonnées  font  entr'elle  vont  en  diminuant  ;  car  le  rayon  BP  étant 
plus  grand  que  le  rayon  AP  >  il  faudroit  que  l'arc  £N  fut  plus 
grand  que  l'arc  AM  fi  l'on  vouloit  que  les  deux  angles  BPN  ^ 
APM  fuflent  égaux ^  donc  les  angles  TBR  vont  en. diminuant 
£c  leurs  arcs  auffi  i  or  (i  des  arcs  différentiels  qui  vont  en  dimi- 
nuant on  retranche  les  arcs  XH  qui  vontaufli  en  diminuant  >  les 
reftes  HC  iront  encore  en  diminuant  ^  &  par  conféquent  le  petit 
arc  HC  fera  un  moindre  au  point  B  d'inflexion  (jp/g.  85.)  &  ^^ 
pbis  grand  ZM  point  d'inflexion  {  Tig.  840- 

De  même  en  fuppofant  dx  confiante  les  du  augmentent  dans 
la  partie  convexe  (  Fig.  9^6.)  en  s'éloignant  du  point  A  ;  or  fi  nous 
fiippofons  que  leurs  arcs  différentiels  CX  augmentent  lorfque  les 
du  font  conftantes ,  à  plus  forte  raifon  augmenteront-ils  lorfque 
les  du  augmenteront ,  ainfi  fi  on  ajoute  à  ces  ards  les  petits  arc$ 
HX  qui  font  la>  mefure  des  angles  HBX  ou  BPR  qui  vont^en 
diminuant  les  fommes  CH  en  iront  encore  plus  en  augmentant  ^ 
ainfî  le  CH  fera  un  moindre  au  point  d'inflexion  (  Fig.  85. .)  ôc 
uiv  olus  grand  au  point  d'inflexion  (  Fig,  84.  )• 

Que  fi  nous  fuppofons  que  les  arcs  différentiels  diminuent  en 
^^éloignant  de  A  lorfque  les  du  font  confiantes  >  les  HC  ne  laif- 
feront  pas  que  d'aller  eijKpore  en  diminuant  lorfque  les  du  aug«- 
mentent^  parce  que  fi  les  arcs  différentiels  fouffrent  une  augmen- 
tation par  la  grandeur  de  leur  jambes  ^  ôc  auffi  par  la  grandeur 
de  Tangle  externe  du  polygone  infcrit  ^  lequel  ira  en  augmen* 
tant  d'avantage  que  fi  les  du  étoient  confiants  ^  cette  augmenta*» 
tion  fera  compenfée  par  l'addition  des  petits^  arcs  HX  qui  iront 
en  diminuant  àxaufe  que  les  angles  dont  ils  font  la  mefure  di- 
minuent^ il  e#vrai  que  les  petits  arcs  XH  reçoivent  auffi  une 
augmentation  par  l'accroiffement  de  leur  jambes  ^  mais  après  tout 
foit  que  les  augmentations  l'emportent  fur  les  diminutions^  ou 
les  diminutions  fur  les  augmentations  ^  ou  qu'enfin  il  fe  faffe  une 
çompenfation  de  part  &  d'autre  >  il  fera  toujours  vrai  de  dire  que 
Tare  HC  fera  ou  un  moindre ,  ou  un  plus  grand ,  ou  enfin  zéro 
au  point  d'inflexion  B  (  F/g^.  85. 84»)  fie  on  prou verojt les  mêmes 
chofes  çn  fuppofant  du  confiante. 

116.  Le  petit  arc  différentiel  XC  ^  6c  le  petit  arc  HC  ne  dijflFé-^ 
nnc  entr^eux  que  d'une  très-petke  quantité  qui  va  toujours  en 
diminuant  vers  le  point  d'inflexion,  il  eft  vifible  qu'à  ce  point 
en  peut  le  prendre  lun  pour  l'autre  i  or  je  dis  q^  l'arc  difurear 
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tiei  XC  dont  lexpreOton  Algébrique  que  nous  allons  doimer 
nous  fervira  à  trouver  le  point  d'inriiexioxi  »  ed  non  -  feulement 
un  moindre  ou  un  pks  grand  au  point  dlnfiexion^  mais  qu'il  eft 
encore  égal  à  xero  ou  à  l'infini ,  &  pour  le'  prouver  ^  conce- 
vons que  les  ordounées  ne  iè  rencontrent  au  Pôle  P  quà  une 
'  diâance  infinie,  il  t&,  confiant  que  ces  ordonnées  deviendront 

Kraileles  entr'cdles];  car  des  lignes  qui  ne  fe  rencontrent  qu  à 
ifini  ne  ie  rencontrent  jamais  ;  or  dans  cette  fuppofition  les 
ordcmnées  fe  trouveront  difpofées  comme  dans  les  rigures  66^ 
6l  67,  &L  les  arcs  différentiels  feront  les  mêmes  qu'auparavant , 
car  la  longueur  ou  la  brièveté  des  ordonnées  ne  changent  rien  en 
eux;  mais  il  cû  vifible  que  dans  les  Figures  66.  6l  6j.  Tare  diffé- 
rentiel au  point  d'inflexion  ne  fera  pas  différent  de  la  féconde 
différence  de  Tordonnée  BM ,  Ac  nous  avons  vu  ci-defFus  que  la 
féconde  différence  de  cette  ordonnée  eft  égale  à  zéro  ou  à  fin- 
fini  ,  donc  l'arc  différentiel  eft  aufli  égal  à  zéro  ou  à  l'infini  au 
point  d'inflexion* 

117.  J'aurois  pu  abréger  toutes  ces  remarques^  mais  com* 
me  les  commençans  ont  ordinairement  moins  de  peine  à  corn* 
prendre  le  calcul  que  les  principes  furlefquels  il  eft  fondé,  Taî 
pris  le  parti  de  démontrer  ces  principes  d'une  manière  purement 
<jeométrique  en  faveur  des  perfonn^s  à  qui  les  raifonnemens 
Métaphyfiques  ne  plaiient  pas  ;  venons  maintenant  au  calcul. 

Trouver  une  exfrejjian  générale  quifirve  à  trouver  le 
point  {f  Inflexion  dans  les  Courbes  qui  ont  un 
Foie  (toù  partent  les  ordonnées. 

11 8.  En  conftruifant  de  même  que  dans  la  Tigure  9y ,  & 
donnant  les  mêmes  noms  aux  mêmes  grandeuas  entre  lef^ 
quelles  nous  fuppofons  dx  conftante  ,  les  triangles  femblables 
RNB^  RHC  donnent  RB,BN::RC,CH,donc^ir,<fA:::—^ 

_  t^^  CH,  &  les  feaeurs  femblables  BPN,  HBX  donnent 

du  ^  ' 

K>,  BN::BH,  HX,  donc jf,</*::i&,iy?«=  HX, donc  CH 

^Uyip^^^^^i±^;0!^i  or  CH-hHX^CXi  ainfi 

rare  différentiel  CX=  *^' ~^^^  ;  mais  cet  arc  eft  égal  ï 
zéro  ou  à  Tinlim  au  point  d'inflexion ,  donc  mukiplianc  ^9xyd» 
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Zc  divifant  par  dx  nous  aurons  dtt^ — yddy=^Oy  ou*  du^-^yddy 
=  •© ,  &,  mettant  au  lieu  de  du^  fa  valeur  dx^'^dy^  à  caufe  que 

^ans  le  triangle  reôangle  BCN  on  a  BC=*  BN  -H  NC  on  aura 
dx^^dy^ — yddy^=  o  ou  dx^ '^-dy^ ^^^yddy=  oo  au  point  dm": 
'flexion. 

Si  la  courbe  eft  d'abord  convexe  &  enfuite  concave  Tare  dif-. 
férentîel  fera  de  laurre  côté,  &  par  conféquent  fon  expré(fîon 
deviendra  négative ,  ainfi  Ton  aura  XC  :=yddy — dx^ — dy^  =  9 
ou  00  au  point  d'inflexion. 

Si  Ton  fuppofe  les  du  confiantes  on  mènera  HZ  parallèle  à 
'SC,  les  triangles  femblables  BIH,  HZC  donnent  BI,  BH:: 

^C,HC,  dpnc  dx,  du::^ddy,^^^UCy6cle${éâeuts 

ftrablables  BPN,  XBH  donnent  BP,  BN::BX  ,  XH,  donc 

y,dx::duy  ^«XH^fic  par  conféquent  XH-hHC=XC 

= 3r^^^  ^^""à  —  jorXC=o,ouoo  aupointam<» 

£exion.,  donc  multipliant  ^ztydx  &  divifant  par  du  oh  aura  J^^ 
yddys=:o  ou 00,  &  mettant  au  lieu  de  dx^  la  valeur  du^ — dy^ 
on  aura  du^ — dy^ — yddy^=o  ou  8,  &  fi  la  courbe  eft  d'abord 
x:onv^xe  &  cnfiiite  concave  x)n  aura  yddy  -+-  dy^—^du^  =  o 
ou  00. 

Les  mêmes  triangles  Semblables  BIH^  CZH  donnent  auftt 

IH,  BH::HZ,HC,doncify,d^::4^*,^=HC.&  les 
feflteurs  femblables  BPN ,  XHP  donneqt  BP^,  PN  :  :  BX ,  XH, 
dûncjf,^;c::i;ir,^«=XH,dancXH-f.HC=XC  =  ^ 

•+-  -^  »=s  — — TT|"^  ?  *  ;  or  XC  s=  o  ou  00 ,  multipliant  donc  par 

ydy  y  &  divifant  par  du  on  aura  dxd^  -^-yddx  =  o  ou  00  au  point 
d'inflexion  ^  fi  la  courbe  eft  d'aborci  convexe  &  enfuite  concave 
on  aura — âxdy — yddx = o  ou  00  . 

Il  ne  faut  pas  s'étonner  fi  en  fuppoûnt  dx  confiante  j'ai  fuppofé 
RB  =  ^M  au  lieu  que  c'eft  HB  qui  eft  égal  z  du  y  mais  il  faut 
prendre  garde  que  HR  étant  une  différence  du  fécond  genre 
n  eft  rien  par  rapport  z  du  y  Oc  qu'ainfî  BH ,  BR  font  égales. 

■  I  ip«  On  peut  encore  en  fuppofant  dx  confiante  trouver  la  for* 
mule  dx-  -i-  dy^ — -^  J^=oou  00 ,  d'une  autre  façon  dont  il  eft  bon 
^e  dire  un  mot  i  loit  la  partie  concave  AC  (  FJg.  87.  )  dont  l'on-. 

Sf 
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^ine  eil  du  coté  de  A^&  les  ordonnées  inliniment  proches  BP^  DP^ 
)e  mené  fur  chacune  d'elles  une  peroendicolaire  PT  ^  PI  au  point 
P  ^  6c  des  tangentes  aux  points  B  ^  D  ^  lefquelles  rencontrent  les 
perpendiculaires  aux  points  T  ^  I,  hors  de  Fsûre  de  la  courbe,  c  eft- 
a-dire  au-delà  de  l'origine  ;  comme  les  angles  du  polygone  inf- 
crit  à  la  courbe  vont  en  augmentant  à  mefiire  qu^ils  s'éloignent 
de  A ,  il  efi  vifible  que  les  angles  externes  faits  par  les  tangentes 
BT  j  DC  qui  ne  font  autre  chofe  que  les  prolongemens  des  cô- 
tés du  polygone  diminuent  à  meiure  qu  ils  s'éloignent  de  A^  ainfi 
la  panie  IH  de  la  perpendiculaire  PI  comprife  entre  deux  tan* 
gentes  doit  aller  aufli  en  diminuant ,  de  forte  qu'au  point  d'in- 
flexion cette  partie  doit  être  zéro  ;  du  point  P  pris  pour  centre 
&  de  l'intervalle  PB  je  décris  l'arc  BM,  ÔcdePintervalle  PT  l'arc 
TO,  je  nomme  PB=^ ,  BM=si3(p,  donc  MD==rfy.  Les  arcs 
BM ,  TO  étant  infiniment  petits  peuvent  pafler  pour  des  peti- 
tes lignes  droites  perpendiculaires  fur  PD  y  PO  ;  les  triangles 
rcaangks  BMD ,  HPD  font  fembhbles,  or  l'angle  BHP  extcr- 
ne  au  triangle  THP  vaut  les  deux  internes  HTP ,  TPH  ,  & 
l'angle  TPH  eft  infiniment  petit,  donc  l'angle  HTP  ne  différant 
de  Tapgle  BHP  que  d'une  quantité  infiniment  pente  eft  par  con-- 
féquent  égal  à  BHP,  d'où  U  fuit  que  les  triangles  redangles  TBP  ^ 
HDP ,  BDM  font  femblables,  mais  les  deux  BDM,  TBP  donnent 

MD,MB::PB,PT,donciy,^::^,^==PTj  les  fedeurs^ 
femblables  PBM,  PTadonnent  PB, BM::PT,  TO,  &  par 
conféquent  j|^,  dx  ::^,  ^^  =TO  j  enfin  les  triangles  fembla- 
bles BMD,  THO  donnant  DM,  BM::TO,OH,  donciK> 
dxw  -^y  ~-=OH;  or  TPétant^fadiflférenceenfuppofant 

ifccoiiffaftteeft^îî±l=^  donc  IO=IP-TP=^"'^*^^*^^ 

&  IOH-OH:=IH=^^^^^-y-^^^  ;  or  IH  devien't  égal 

à  zéro  ou  à  Pinfini  au  point  d'inflexion  ,  donc  mulripliant  par 
dy^y  &4îvifant  par  dx  on  aura  dx^'+^dy''^^yddy=sooa  oa  de 
même  qile  ci-deuus. 

Si  la  courbe  AC  (  Fig.  8S.)  cû  convexe  vers  fon  axe ,  on  prou- 
vera aifément  que  IH  fera  un  moindre  ou  un  plus  grand  au  point 
d'inflexion ,  félon  que  les  angles  du  polygone  infcrit  feront  fuppo- 
fés  aller  en  augmentant  ou  en  diminuant^  éo  plus  k  diffifrenco. 
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ÏO  fera  négative,  ainfi  HI«  lO  -  OH  =:  -"^^'-^^J^f^^r-^?. 
"de  multipliant  par  dy*  puis  divilant  pat  dx  on  aura  yddy  —  dx^. 
.— 4^'  ss  o  ou  «•  <ie  même  que  ci-deflus. 

Trouver  le  point  dh^xiûn  d'une  CxnUtbe ,  dent  les  ordou^ 
nées  fartent  d'un  nsêjne  point. 

120.  Soit  la  courbe  AFX  (  Fig^  Sp,)  une  conchoSde  ;  concevant 
h^  chofe  iâite ,  Çci^  ^e«x,  ordonnées  infinim^it  proches  PF ,  P/» 
ie  décris  .les  ^fiàfs  ancs  FG,  DU,  je  nomme  A3=^«>  BP, 
s=h,  l'ordonnée  PF  =  y ,  llnconnue  PD  s=  s,  ôc  le  petit  arc  FG 
s==dx,  par  la  propriété  de  la  conchoïde  ona  DF=ï  AB ,  donc 
PF  =:  PD  -4-  FD  =s  2  -i-  «  >  &  par  conféqucnt  l'équation  eft  y 
ssiz-i-a,  êc  fa  différence  eft  i(y:==:iz. 

Dans  le  triangle  reûangle  DBP  on  a  DB  =x  ro— PB'^  donc 
DB  =  Vzz — bè,  les  triangles  reâangles  DQP ,  dHD  font  fem* 
blables ,  car  l'angle  externe  PDB  eft  égal  aux  deux  internes 
pPi>  PiD;  mais  DP^  eft  infiniment  petit,  donc  P^D  ne  dif- 
ilfere  de  PDB  que  d'un  infiniment  petit,  &  lui  eft  par  conféquent 
égal  ,  ainfi  on  a  BD,  BP::^>DH,  donc  V'zx — èSyb::  dz, 
■  ifli  ■  s=DH,  lesièâeurs  PDH,  PFG  font  fembkbles ,  donc 

PD,PF:;DH,  FG,  6c  par conféqucm  z,  z^ha::-^^ 

*îÈ±=^=r=FGj  or  FG=^;e,  donc  dx^^^^^^^A^hToa 

tire  dz^sssdysss  *-— ^^—  j  je  preas  encore  la  différence  en  fup- 
po£mt  dx  confiante,  6c  j'ai  ddzass  ddy  =  bzdzdxV-zz  —  bb 
'+-abdzdx%^zz — bb  ■+•  -^3  *+■  ^^^—bzdzdxv^zz — bb,  le 

tout  divifé  par  le  quarré  de  bz -h  ab,  Sx.  réduifimt  les  entiers  en 
ftaaion  on  aura  ddy  ^"'^  H.x.to~.^]xj»j>^;g^g^^3^. 

en  fubftîraant  la  valeur  de  dz;  maintenant  fi  je  conçois  un  petic 
arc  difiërentiel  au  point  d'tnflexioa  F  ^  cet  arc  fera  dx^-^-dy^ 
— yd4y^=  >  donc  yddy  =  dx^^dy^ ,  &  mettant  dans  cette 
équation  la  valeur  z-+- a  de^ ,'  j'ai  zddy^  addy  =  dx^  ^  dy^  ^  (jx^ 
fobftîtuant  au  lieu  de  ify  >  6c  de  (/^  les  valeurs  que  nous  venons^ 

Sf  ij 
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de  trouver  ;  oa  aura  eh  divifant  le  numérateur  ôc  le  dénomma!^ 
teur  du  premier  membre  par  bz-^ab  y,  &  en  réduifant  les  ter- 
mes du  fécond  au  même  dénominateur^  g  -f-zmz       ah  zx.  x» 

^'^+xai,bz^Mxd^.  qui  fe  réduirai  27^^3t^^—abi=-o  ou 

x3  — xhl^z  —  ^abh=  o  j  &  cette  équation  étant  conftruite  félon: 
les  règles  que  nous  avons  donnée  dans  le  premier  Livre  don- 
nera  une  valeur  de  2  à  laquelle  ajoutant  la  valeur  de  a  on  aura 
cell^  de  PF  ^  ôc  par  con(<&}uent  du  centre  P  &  d  un  intervalle 
égal  à  PF  décrivant  un  ârc'>  cet  arc  couperai»  combe  en  ua 
point  F  qui  fera  le  point  d^inflewon. 

Sia=b  ,  réquation  fera  tn^ — ^aaz — |tf3  =  o,  &  divifant 
par z^aon  aura  z*  =  az — l  aor^sxs  0  ou  x* — az  =7  aa ,  donc 
z^  —  az-^laa^^aa  &  z— v4ï==V^f^&^==•^-~«^-V£a^^ 
^ricPF=ia-hv^|^.         • 

On  trouvera  de  la  même  manière  le  point  dmflexion  dan5 
toutes  les  courbes  dont  les  ordonnées  partent  (f  un  même  point; 
mais  il  arrive  quelquefois  qu  on  peut  réfoudte  k  qucftion  plus  ai=- 
fëment  en  menant  des  ordonniées  parallèles  à  la  courbe,  ainlî 
qu'on  va  voir- 
ie repréns  la  niême  conchoïcfe  ,  &  firppofant  Fa  chofe  faite* 
je  mené  du  point  F  (  Fig.  po.  )  la  droite  FE  parallèle  à  rafynt- 
ptote  BZ ,  &  du-  point  D  la  droite  DL  parallèle  a  PD ,  je  nom- 
me AB  =  a  y  BP==^ ,  BE==^ ,  EF  =j/ ,  dansle  triangle  reûan* 

gle  FLDona  FX*=FD  — DL,  doncFLl=^w— ;ca:,  &  FL 
i=  \^aa — XX ,  les  triangles  femblables  DLF  ^PEF  donnent  DL  ^ 

LF::PE,  EF,donc;e,v^^J=r;^::^H--y,'"^"^;"~^^=EF; 

orEF=^,  doncj^==   "*"*   ^^     ^^i  or  fi  Pon  conçoit,  que  les 

ordonnées  à  là  courbe  foient  toutes  prifes  parallement  à  BZ ,  il 
€ft  vidble  que  la  féconde  différence  de  Pôrdonnéè  qui'paffepar 
le  point  d'inflexion  fera  égale  à  zéro,  je  prens  donc  la  différence 

dej^  &  de  (avaleur,  &  }'alA{«==ii^^  diffé. 

rence  dfiy  eft  négative  à  caufe  que  les  x  augmentant  les^  di- 
«ûnuent ,  donc — ^  s=s  *J  ^  !  ;  je  prens  encore  la  différence 
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^n  fuppofent  rfjc  coudante  ,  &  j*ai  -—  ddy=^     ""*.      ^^^      ^^-'       — 

or  cette  féconde  différence  eu  encore  négative  à  caufe  que  AE 

cft  U  partie  concave ,  donc  ddy  =  — =  o  ^ 

À:.fflultipliaAtpar  le  dénominateur  y  puis  divifant  par  dx^  on  aura 
aa^  —  aaxi  —  ^aahx^=^o  ,  &  divifant  par — aa  on  aura  x^ 
H^jfec*  —  2tf*(&=o,  &  cette  équation  étant  conftruite  donnera 
Une  valeur  de  x  que  Ton  portera  de  B  en  E^  &  menant  du  point 
E  l'ordonnée  EF ,  Iç  point  F  fera  lepoiot  d'inflexîbn.  - 

Sr  ^ = i ,  Péquation  fera  x^  -H  ^ax^  —  2aaa = o ,  &  divifant 
par^5c  -4-  a  on  aura.^*H-2«^-^2/i*= o ,  donc  x^^^^ax  =  2^*  î 
x^  •+-  2<iwc  H-  ^a  =  3a*  &  ^  -^-  a  =  v/J^  ,  donc  ;v  =  — ^ 

I2Ï.  Soit  une  autre  concBoïde  AFX  (F/g^.  pi.)  dont  la  pro- 
priété eft  que  fi  Ton  mené  du  Pôle  P  une  ordonnée  FF,  le  re- 
âangler  PD  x  DF  cft  toujours  égal  au  reftangle  PBxBA  ;  je 
fijppofe  kchofe  faite,  &  concevant  les  deux.prdonnées  infini- 
jnent  proches  PF  y  P/&  les  petits  arcs  FG ,  DH  je  ©ompie  AB 
==  ^ ,  BP = * ,  PF  r=^  y  PD = ;?;,  .FG  =  dXy  doHQ  DF=::  PF 
—  PD  =^y — z  ;  or  par  la  nature  de  la  courbe  PD  x  DF  =  PB 
M  BA  y  donc  yz-^zz=ab  eft  l'équation  de  la^  courbe ,  d  où  je 

ab-^zz  o      j  z*dz  —  ahdz 

Or  dans  le  triangle  reftangle  DBP  on  a  DB==Ptf--PBV 

— -* 

donc'DB=z2  —  bb,  &  DB  v^zz — ^*;lcs  triangles  fetnblables 
PBD,  dilY>  donnent  BD,  BP.::i/H,  DH,  donc  Vzx.^bb,  b 
::iç,  ^;^^  =  DH,  &  les  feaeursfemblables'PDH^PFG^ 

.donnent  PD ,  PF  :  :  DH,  FG-y  &  par  conféqucnrz ,  j;  :  :   ^^  . 
'  /  ^  -, ,  Ôc  mettant  au  lieu  de  y  fa  valeur  ■  "*"^  on  aura  FG 
"".VS::ITA>^^=^^^>  donei*«:  ;;;r,-^;:z^,<i%tontire' 

'^=:îi^*',"T**»  &  mettant  cette  valeur  de  dz  dans  la  va- 
leur  de  ^  qae  nous  venons  de  trouver  nous  aurons  dy 

'^^^"''IZbl^^'^^^^  >  ^  ^  difiërence  en  fuppofanr  .«i^à; 
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conftanteltrfrfy=ïî= _ ,  &  mettant  I« 

M  -hj,zx   Vzx — bb « 

valeur  de  dz  on  aura  ddy  =  *'''i*'"-^i"<''—^iyir:^^'^*><i»Z, 

M  -(-  bzz   ■ 

Or  fi  je  conçois  un  petit  arc  difiërentiel  au  poihc  d'inflexion  ^ 
cet  arc  ièra  iw * -+- <^* — yddy^t=o  comme  nous  avons  vu  ei-^ 
deflus ,  mettant  donc  la  valeur  de  y  nous  aurons  ^"^'-^"^ 

i=i  dx^  •\- dy^ ,  SiL  mettant  les  valeurs  de  dy*  àcddy  Sx.  réduifanc 
tout  au  même  dénominateur  on  aura 

~~     ;aa  -^  1^' =«o,  d ou  Ion 

tire  eabbz^-i-^aabiz^^iab^*  —  8ii»*^  —  24î**a=so%  &  divi-'  - 

fant  p&r6ailf  on  auraz^-f-f^^z*  —  f^*2» — fabî -!.4»^*ï=o 

qui  eft  une  équation  du  quatrième  degré  au  on  peut*  réfoudçe 
jÎ™?®  ^fant  du  fécond  à  caufe  que  l'inconnue  eft  toujours  en 
degré  pair  dans  fes  termes  ,  &  la  folution  de  cette  équation  don^ 
nera  la  valeur  de  a.  . 
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Pour  refoudre  ce  Problème  en  fe  fervant  des  ordonnées  parai"" 
les  à  I  afymptote  BK ,  je  nomme  l'inconnue  BE  ===  a?  ,  l'ordon- 
ut  Ir  ^^*^J^^  connues  AB  =?« ,  BP = *  ;  Icjs  triangles  fem- 
^^^à^^  f  rR^  ^^^>  *'°""«»f  Î'I^/PB  ■  '  DF^E  ,  donc  PD 
xDF,eftaPBxBEcnndfondoubléedeDFàBE,oudePFà 
PË,ou  comme  lcj[uarré  de  FFauquarrédePEj  ainfî  PD  xDF, 

PBxBE::PF,PE.  OrPDxDF==^,  PBxBE=^:.,  PE 

=^^-ha^-|-**,  &  dans  le  triangle  redangle  PFE  on  aTF, 

«=PEH-EF=H=M-f-a3*-t.jM:-Hjjy,  donc  aif,hx;:  bb-^^bx 
'^xx'^yy,bb^:tbx'^xx,  &  par  conféquentona^îAr-f-a^^*» 
'^bxl-^bxyy=^abi^2abbx'\'abxx  ,  &  divifant  par*,  puis 
tranfpofant ,  enfuitc divifempar  x on  ^yy=  itL±lft±J!:!L=:Jtî£ 

'~=^_^ktcdmtky^:=^^^^^^^^^^! ,  doticy  = 
*-+-*  X  ^i=-*  =  }/ax—xx^b  ^^ ,  dont  la  diflKtencc  eft 

^  "^^  — txVax-I^'  *>  or  cette  différence  eft  négative  à  caufe 
que  les  X  augmentant  les  y  diminuent  ,  donc  —  <iy  d=  — 

'*dx^tx,ix-^,bdx      o  JL  1      Jl-rr,  r  ^       ' 

^       ^j — = — ,  oc  prenant  encore  la  différence  en  fuppofant 
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ièe.conftame ,  otittoijyexA-^ddy^  ""^•~^'"'^"^^^"'^^**  -or cet- 

te  différence  cft  encore  négative  dans  la  partie  concave,  &  au 
point  d'inflexion  elle  cft  égale  à  zéro  ,    donc  ddy  == 

^Aab  — *  iuijc  -MM 44^x X  dx *  ••    X  t> 

44**— 4x»xv'«r  — i;  ~  <»  >  a  o»  *  o»i  ^e  en  multipliamparle  dé- 
nominateur, ôcdivifànt  par  rf*S*==;;;i^= -il.  j   faifant 

donc  la  partie  BE  =  J^  ,  &  meaaxtt  l'ordonnée  EF,  le  point 
F  fera  le  point  d'infleadon. 

Pour  connoître  fi  cette  courbe  ne  feroît  point  rentrante  dans 
quelqu'une  de fes parties ,  on  faitq^ie la diflferencede  lordonnéç 
qui  repond  au  point  où  la  courbe  rentre  cft  égale  à  zéro ,  c'cft 

pourquoi  fàiûnt-rf^«-£:*l±i^^f*i^=,o,  on  aura  en 

multipliant  par  nxVax^xxt  fie  divifant  pari»,  ^xx^ax^tb 
=wo,ou** — \ax^\ab =0 ,  &  rcfolvant  cette  équation , les 
deux  racines  feront  *  =  •-^Vm-Ç^ïS»  ^  ^_.  ^-^vm-Lus    ^^  g 

fi^^eft  plus  grand  que  tf^,  ces  deux  racines  feront  inwgînaires; 
mais  fi  8alr  eft  moindre  que  aa  y  ces  deux  racines  feront  réelles  - 
c'eft  pourquoi  prenant  BG=:l±:lîfIl!îf  (  F/f.  $2.  )  ,  &  BI 

,  &  menant  les  deux  ordonnées  GL>  IL^  ks 


•  1/M"— 94^ 


4 

points  H^  L  ^  feront  les  points  où  la  courbe  eft  rentrante  6c  le 
point  d'inilexion  F  fe  trouvera  entre  ces  deux  points. 

Mais  fi  Sab=i  aa  y  alors  les  deux  racines  feront  égales  <^  c'eft« 

à-dire ,  elles  feront  Tune  &  l'autre  a?  «;==  1  &  il  n*y  aura  qu'un  feul 

point  F  (F/^.  pi.)  auquel  la  courbe  feroit  rentrante  s'il  ny  a  voit 
point  d'inflexion  ,  de  forte  que  le  point  d'inflexion  eft  le  même 
que  celui  où  la  courbe  rentreroic^  ôcen  e£fet^  conùne  en  lup- 
pofant8a^=^i^^  on  a8^=ii^  àcb=szjay  fi  Ton  met  cette  va-» 

leur  de  ^,  dans  BE=  ^znri  ^^®  ^^^^  avons  trouvée  ci-deflus 
pour  le  point  d'inflexion ,  nous  aurons  BEs=  ^  ^ =^  a  y  ce  qui 
lait  voir  que  l'ordonnée  qui  répond  au  point  d'inflexion  y  eft  la 
même  qui  répondroit  au  point  où  la  courbe  feroit  prête  à  rentrer,^ 
puifque  Tabfciffe  de  l'une  &  de  l'autre  eft  a?==:  j-  a. 
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CH  APIT  RE    V. 

De  Pufage  du  Calcul  Différentiel  ^  .pour  trouver  les  rayons  ^ 
^  la  nature  des  Développées^ 

422. Ç^I  Ton  conçoit  qu'une  courbe  AB  {Fig.  ^^3.)  istyant été  en-^ 
^  veloppée  d'un  fil,  on  vienne  à  détacher  peu  à  peu  cç 
jfil  par  fon  c;ctrémité  A ,  enforte  qu'dn  tienne  toujours  la  partie 
détaphée  bien  tepdue ,  lextrémité  A  décrira  une  courbe  ADÈG 
quQû  appelle  ligne  de  Développement  ;  la  cojurbe  AHB  fe  nomme 
la  Développée,  &  les  parties  du  fil  DH  ,  EB  détachées  delà  cour- 
be fe  noniment  Rayons  de  Développées. 

I25.  Si  te  fil  eft  précifeoient  é|;al  à  la  courbe  y  c'eft*à-âîré  y  Gl 
après  en  avoir  enveloppé  la  courbe  ^  il  ne  relie  riea^  il  eft  vifible 
que  chaque  partie  détaclxée  >  par  exemple  ^  le  rayon  DH  eft  égal 
à  lare  AH  dont  il  a  été  détaché  ;  mais  fi  le  fil  eft  plus  grand  oii 
moindre  que  la  courbe  y  le  rayon  DH  fera  aufli  plus  grand  ou 
moindre  que  Tare  AH. 

1 24.  Le  rayon  efi  toujours  tangente  à  la  développée  :  car  fi  Ton  con- 
çoit la  courbe  AQ(F/g^.  p^.),  comme  un  Polygone  d'une  infinité 
de  côtés  AB,  BC,  DE ,  &:c*  ileû  évident  que  le  rayon  GB.  eft 
le  prolongement  du  côté  BC ,  &  que  par  conféquent  il  touche  la 
courbe  fans  Ja  couper,  de  mêm.e  le  rayon  HC  eft  le  prolonge- 
ment du  côté  .CD  y  -&  ainfi  des  autres,  donc,  Ôcc. 

lay.  Le  rayon  eji  toujours  perpendiculaire  à  la  ligne  de  développe-- 
ment;  car  tandis  que  la  partie  AB  du  fil  fe  détache  ,  elle  décrit 
un  arc  AG  dont  le  centre  efi  en  B^  ainfi  le  rayon  GB  eft  perpen^ 
diculaire  fur  cet  arc  ,  de  même  tandis  que  le  f^  pafie  de  la  pofi- 
tion  GB  à  la  poûtion  HC  ,  fon  extrémité  décrit  un  arc  ÔH  , 
dont  le  centre  eft  en  C ,  &  par  conféquent  Je  rayon  HC  eft  per- 
pendiculaire fur  cet  arc  ,  &  on  prouvera  de  la  niême  façon  que 
le  rayon  DJ  eft  perpendiculaire  fur  le  petit  arc  HI ,  le  rayon  EK 
fur  Tare  IK  ,  &  ainfi  des  autjes.  Or  la  ligne  du  développement 
AL  n'eft  autre  chofe  que  la  fpqime  des  petits  arcs  AG ,  GH. , 
HI ,  &c.  donc  puifque  les  rayojis  de  la  développée  fontpcrpen- 
diculaires  fur  ces  arcs ,  ils  font  auflS  perpendiculaires  fur  la  cour- 
J)e ,  c  cft-à-dire ,  que  fi  on  mené  des  tangentes  à  la  courbe  AL 

aux 
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aux  points  G,H,  I ,  K,  &c.  les  rayons  GB,  HC,  ID,  ôcg. 
feront  perpendiculaires-fût  ces  tangentes.     •. 

125.  Si  i  on  continue  du  côte  de  L  le  petit  arc  IK  décrit  par 
le  rayon  lE  ou  KE,  il  touchera  l'arc  KL  en  deffous  &  paflera 
dans  Taire  de  la  courbe ,  à  caufe  que  le  rayon  KF  ou  LF,  qui 
décrit  Tare  KL  ,  eft  plus  grand  que  le  rayon  KE  qui  décrit  Tare 
IK ,  &  fi  Ton  continue  du  côté  de  A  le  même  arc  IK ,  il  touche-. 
xa  lare  IH  en  dehors  &  paiTera  hors  de  Taire  de  la  courbe  à  caufc 
que  le  rayon  HDlou  ID  qui  décrit  Tare  IH ,  eft  moindre  que  le 
rayon  lE  ou  KE  ,  qui  décrit  Tare  IK ,  ainfi  le  cercle  de  chaque 
rayon  touche. la  courbe  en  dedans  ôc  en  dehors,  &  la  coupe 
en  même  tems  à  un  même  point  ;  c'eft  pour  cette  raifon  quô 
quelques  Auteurs  appellent  ce  cercle  ou  fon  rayon ,  cercle ,  qu 
rayon  èaifant.  .  . 

^  127.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  fuit  que  chaque 
point  de  la  développée  eft  le  point  de  concours  de  deux  lignes 
infiniment  proches  qui  font  perpendiculaires  fur  la  ligne  de  dé- 
veloppement ;  par  exemple  le  point  D  eft-  le  point  de  concours 
des  deux  droites  HD  ,  ID,  infiniment  proches  &  perpendicu- 
laires a  la  courbe  AL  &  ainfi  des  autres. 

128.  Toute  ligne  courbe  de  (jfUelque  nature  qu^ellefoit  peut  être  r^- 
gardée  comme  étant  la  ligne  de  développement  â!une  autre  courbe  qui 
en^Jl  la  développée  :  car  comme  il  n'y  a  point  de  courbes  à  tous  les 
points  defquelles  on  ne  puifle  mener  des  tangentes,  il  n  en  eft  point 
auffi  fur  tous  les  points  defquelles  on  ne  puifle  élever  des  perpen- 
diculaires. Or  ces  perpendiculaires  n'étant  point  parallèles  en- 
tr'elles,  fe  couperont ,  donc  fi  Ton  conçoit  qu  elles  foient  infini- 
ment proches. ,  tous  les  points  de  concours  de  deux  perpendicu- 
laires immédiatement  voifines  feront  les  points  d'une  autre  cour- 
be qui  fera  la  développée ,  comme  on  vient  de  voir  dans  Tarticle 
précédent. 

I2p,  La  courbure  d^une  ligne  de  développement  AL  (Fig.  p4.)  di^ 
mime  en  s^ éloignant  du  point  d^ origine  A ,  car  le  rayon  BG  de  Tare 
AG  étant  moindre  qtie  le  rayon GC de  Tare  GH ,  Tare  GHeft 
moins  courbe  que  Tare  AG  &  ainfi  des  autres. 

130.  Si  la  ligne  de  developpcmeru  AL  eft  une  courbe  gepmc* 
trique  connue ,  on  pourra  toujours  déterminer  la  longueur  des 
rayons  de  la  développée  ,  &  par  conféqiacnt  trouver  la  quadia^ 
ture  &  les  propriétés  de  cette  développée ,  puifqu'il  eft  évident 
que,  fi  par  exemple  le  rayon  LF  eft  connu  Tare  AF  le  fera auflin^ 

Tt 
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ôc  ainfî des  autres.  Or  pour  cela  il  ne  s'agit  que  de  trouver  les* 
predion  du  rayon ,  &  c  eft  ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le 
relte  de  ce  Chapitre» 

Trouver  une  exprejfftm  générale  four  le  Rayon  dp  la 

Développée, 

1 5 1  »  Soit  h  courbe  de  developpensent  AMm  (Fig.  p  f .)  que  Je 
fuppofe  connue  >  &  à  laquelle  on  fâche  mener  une  tangente  à  un 
point  quelconque  M ,  ôc  iuppoions  que  fon  axe  (bit  la  droite  ÂB 
fur  laquelle  les  ordonnées  font  perpendîctilaires  ;  je  mené  du 
point  M  l'ordonnée  MP  &  enfuitc  une  autre  ordonnée  «rp  infini» 
ment,  proche  ^  j'élève  aux  points  M  ^  m  ^  les  perpendiculaires 
MC  y  mC  &  du  point  C  de  concours  ^  ;e  mené  CE  parallèle  à  ÂB 
&  (pu  rencontre  les  ordonnées  MP^wp  prolongées  aux  points  £ 
r;  ^e  mené  MR  parallèle  à  AB,. 

Je  nommeAP=^,PM=j^  ,  l'inconnue  ME=:&^  donc  Ee 
=i?p=BM=^dx  y  Bjn=^dyr=dz  &Mm=>/^xM^/;  Ica 
triangles  reûangles.  MRm ,  MEC  font  femblaUes ,  car  Fangle 
droit  EMR  ,  étant  égal  à  Tangle  djoît  CMm,  fi  on.  ôte  départ  & 
d'autre  Tangle  commun  CMR  Tangle  aigu  CME  fera  égal  à  Tan- 
gle  iwMR  ,  ce  qui  rend  les  deux  triangles  reftangles  mMR, 
MCE  femblables  ;  ainfî  on  a  MR,  Mm  :  :  ME  ,  MC  ,  ou  dx  > 

i/3r*HH^S  «  >  * — '  ^  ^  a=:MC>  mais  le  point  C  étant  le  point 
de  concours  des  deux  perpendiculaires  MC,  iwC>.ce  point  eft 
un  point  de  la  développée  ,  &  les  deux  perpendiculaires  font  éga« 

les,  donc  h diflférence  de  MC=îî^^~t$!  cft  égale  à  zéro  î 
prenant  donc  cette  diffêrence  en  fi^pofant  dx  confiante  ,  nous 
aurons  — dxVdx^-hày* —  =  o ,  &  mulnpliam  par  le  dénomiiiar 
tour  nous  aurons  z=^^^l±^^ ,  &  mettant  m  lieu  de  dz  & 
valeur  dy  ,  nous  aurons  J^^^-  =  « = ME ,  &  mettant  cette  var 
leur  de  z,  dans      '"']^^  =  MC  ,  nous  aurons  MC 

L^^-i-dy^xVdx^^dy^      .,..  w.  •        1  J 

•^"^ — .^dxddi >  uavt  bien  faire  attention  a  ces  deux  va* 

leuttdeME-:  '^^^^  fie  de  MC  ^^^^^^^^^  parceque 
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c^eft  de  là  que  dépend  la  folucion  des  Problêmes  que  nous  allons 
bientôt  propofçr. 

Si  la  courbe  A'D.{Ffg.  ^6.)  a  fes  ordonnées  qui  partent  dun 
même  point  B»  je  mené  du  point  de  concours  C  la  droite  CE 
perpendiculaire  fur  TordonnéeBM^  &  la  droite  C^  perpendicu- 
laire fur  l'ordonnée  Bm;  je  décris  le  petit  arc  MR  &c  nommant 
BM.=yyME-=^z,ecMK==dx/}ùBjn=^y,Mn^ 

Les  triangles  reûangles  MRm^  MEC 'font  fcmb^abîes,  car 
Tangle  CMm  étant  droit  de  même  que  Tangle  BMR ,  û  Ton  ôte 
de  part  &  d'autre  fangle  commun  OMR,  il  refte  l'angle  aigu 
KfAm  égal  à  langie  aiig^u  BMC ,  ce  qui  rend  les  deux  triangles 
reaangles  MRm  ,  MEC  femblables ,  ainfi  MR ,  Rm  :  :  ME  , 

EC,  donc  dx,  dy::z,  ^= EC  ou  Er ,  car  ces  deux  lignes  ne 

différent  que  d'une  grandeur  infiniment  petite  ;  de  même  MR  , 

Mmi.ME,  MC,  donc dx,\^dx^ -h dy-::z/'''^\'^^^' 

=  MC.  Or  MC=teC ,  à  caufe  que  ces  deux  lignes  partent  d'un 
même  point  de  concours ,  donc  la  différence  de  MC  eft  égale  à 

zéro  y  ainfi  fuppofant  dx  coudante ,  nous  aurons  ~~y^i:fjT — 

= o ,  d'où  nous  tirerons  z  =   -■_^^   —  ;  or  les  triangles  fem-« 

blables  BMR,  CfG,  donnent BM,  C^::  MR,  Gc  ,  donc>, 

^:  :  dx ,  ^=G^,  &  la  droite  EM  étant  égale  à  BM— BE, 

fa  différence  eft  aufli  égale  à  la  différence  de  BMLmoms  la  difië« 
rence  de  BE  ,  c'eft-à-dire  à  Rm  moins  GE ,  donc  dz^=^dj 

'-"■y  =  ^^       ^\  &  mettant  cette  valeur  de  dz  dans  z 

=» -z::^^  nous  aurons  ME  ==2; :==e 'f_^^  ^     % 

fiiazJx*'^zdjii-^zyddy^ydx^-+-ydy*,  donc z=^ -J^^^^ 
sss  ME  ,  &  mettant  cette  valeur  de  ME  ou  z ,  dans  celle  de  MC 

«ouvée  ci-deffiB  nou.»ron.  MC  =  '.i5;i2SçË^5^. 

On  peut  trouver  les  mêmes  valeurs  de  ME ,  MC  de  plufîeurs 
autres  manieres.que  f  on  peut  voir  dans  TÂnalyfe  du  Père  Renaud  j 
&  dans  le  Traité  des  Infiniment  Petits  de  M.  le  Marquis  de  rH6<j 
p|tal. 

Si  l'on  fuppofe  dussMm  confiante  {JP^^f»)  ^  d^<^>'ence  de  MQ 

Tti; 
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:= ^^-JL  fera jj^ ^  =o  ,  donc  t 


izdn 


=  -^ ,  &  mettant  au  lieu   de  àz  fa  valeur  dy  ,  on  aura  « 


=  ^  =  ME,&  mettant  cette  valeur  de  %  dans  celle  de  MC,on 

dzdx 


aura  MC==  ^•^^'^^*^"^'^'^'  y  &  pour  la  Figure  p5.  on  aura  2= 


4^x        ^  ^  r £> —  ^ d^  > 

or  dz  =  ^^^^~^^J^  ^  mettant  donc  cette  valeur  de  iz  dans  celle  de 

Zj  on  zm?iZ^=^^^^—^^  y  ou  zyddx^zdydx==^ydydx  donc  2 

r/*!^*  j7-  «  &  mettant  cette  -valeur  de  z  dans  celle  de  MC  ,  on 

dydx'h'yddx^  ^ 

\Jtr^       ydyVix*-hdy* 

aura  MC=  -^-r-rrr"  • 

aydx  -hyctdx    * 

Enfin  fi  Ion  firppofe  dy  confiante  pour  la  Figure  9 y.  la  dîfFé- 
rencedeMG=  ^   ,;^  ^  ,fera ^^7;;;=;===—  =  0, 

d»    X  ij          .                 dzdx^  ^dzdxdy*  ^,  dx^ -^  dxdy*  -jl^j^ 

oui  on  tire  z=t ,,>,,,    \ouz=      ^^^^^      —ME  ,  en 

mettant  au  lieu  de  dz  fa  valeur  ^ ,  &  fubftitliant  cette  valeur  de 
z  dans  MC  ;  on  aura  MC  =  — ^  dltdx  ^ ~  ^  &^pour  la  Fi* 

_  ^  dzdxi  ^  dzdxdy*     ^      ,_        ydy^~>zdy 

gure  p  5  on  aura  z  ==    '    ^  a^^^  '     ^  or  rfz  =  "^ -^  ,  mettant 

donc  cette  valeur  de  dz  dans  la  valeur  de  z  ,.nous  aurons  z 
;=,y^''--'^'''^^y^^y*^''^''y*  ^  ou  zydyddx  +  2^3  H-  zdxJy- 

^ydxs-^yldy]  d'oU'on  tire  z=:  ~^^^^^  =  ME  ,' 

&  mettant  cette  valeur  de  z  dans  MC=      ''^^^''^*  ,  on   aura 

l/»^  ligne  courbe  étant  donnée  y  trouver  les  Clayons  (âr  la 
nature  de  fa  Développée. 

1J2.  Soit  la  courbe  donnée  AB  (F/ç.py.)  une  parabole,  je 
prens  deux  points  infiniment  proches  M ,  wa ,  fur  lelquels  je  con- 
çois les  deux  perpendiculaires  MC ,  Mr  ,  dont  le  point  de  con- 
cours eft  C,  je  mené  la  tangente  MT  &  l'ordonnée  MP  que  je 
conçois  prolongée  en  E  jufqu  à  ce  qu'elle  rencontre  la  droite 
jCE  parallèle  à  l'axe  ÂP  y  ainfi  nommant  le  paramètre  =  a  Tabir 
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ciffe  AP  =  * ,  l'ordonnée  PM  =y ,  fzi yy  =■  ax  par  la  nature  de 
la  parabole;  je  prens  la  différence  2ydy==adx,  d'où  je  tire  4y 

==  ^ ,  &  mettant  au  lieu  dey  fa  valeur  y^âx,  j'ai  dy=  j~  , 
je  prens  encore  la  différence  en  fuppofant  dx  confiante ,  ce  qui 
donne  ddy= —  —=.  ;  or  la  valeur  de  ME  eft  ^^5^  ^mettant 
donc  à  la  phce  de  dy*  &  ddy  les  valeurs  que  nouj  venons  de 
trouver  ,  nous  aurons  ME  = —  =vax'\ — —^ 

Pour  conftruire  cette  valeur  de  ME  ,  je  mené  la  tangente 
MT,.&  au  point  T,j'éleve  fur  cette  tangente  la  perpendiculaire 
TE  qui  coupe/ MP  prolongé  au  point  E  ,  car  les  triangles  fem- 
blables  MPT ,  PTE,  donnent  MP,  PT =PT ,  PE ,  donc  ^/ax, 
2*:  :2*,  ^  =  PE,  &  multipliant  le  numérateur  &  le  déno- 
minateur par  v^Z'fû  PE=^  ,  donc  MP  -*-  PE  =  ME 

./—    ._  4xV^ 

*    • 
Pour  trouver  la  valeur  de  EC  ,  je  trouve  dans  les  triangle» 
femblabies  QPM,  CEM,  cette  analogjePM,PQ  :  :  ME ,  EC  i 
or  PQ=  J  <ïpar  la_propHeté  de  la  parabole,  donc  Vax  j^a:-, 

»/T.-h1^-^1',  i  i^*-4.i^;g-'oui»-+.2x=EC;  je  prens  fur 

l'axe  la  partie  QNi=2;e*,  ce  qui  fait  PIS  =  PQ -+-  QN=i4 
-+-  2^  ;  j  élevé  en  N  la  perpendiculaire  NC  ,  jufqu  à  ce  qu'elle 
rencontre  la  droite  EC  parallèle,  à  l'axe,  &  le  point  C  èft  ua 
point  de  la  développée  >  car  EC  =  PN =i  «  -4-  2X. 

Dans  le  triangle  reûanglé  MEC  on  a  ME-+-EG=MC> 
donc^  aa -h"  3  ax-+-  12xji:-+-  •'"  ■  — MC. 
.    Si  l'on   prend  l'expreflion"  générale  de  MC  ,-    que   nou» 
avo^   trouvée   dans   l'article   précédent  ,  c'eû-à-dire, 

€I±^^^^J^l±tL' ,  &  qu'on  fubftitue  à  la  place  de  dy  &  de^jç 
les    valeurs   que   nous   venons  de  trouver  ,   on  aura 

tllS^J!^'  *  "îl^l!!!!!^  —  4^^"^^^^^  v^:^^^P7x  4>v7« 

♦î:±:X11±JÎ;=;MC^ pubien  en  multipliant  tout  par^v^*,  01» 

.-^  Ttuj 


53*  Le  CALCut  Différentiel, 

auraMC==^î2L±ii^Jjîil±j-;dattslctrianglc  rcOanglc  MPQ; 

on  a  MQ  ==  MP  -H  PQ  ,  donc  MQ=s  a^-f.  i  04=— ^ 

doncMQ=i^4a*-H^;  mais *-^±^^^^^^^,  cft  le  cube 


fi  l'on  fait  une  progreflîon  géométrique  de  quatre  termes  ^  dont 
le  premier  foit  le  paramètre  a  ^  &  le  fécond  foit  2MQ  y  ou  le 
double  de  la  perpendiculaire  9  la  moitié  du  dernier  terme  de  cet- 
te progredîon  fera  le  ràvon  MC  de  la  développée  correfpondant 
au  point  M  de  la  parabole;  car  cette  progreflîon  fera  iia^  ^MQ^ 

^-^f  -7^^  &  ?^  conféquent  ce  dernier  terme  divifé*par  a 

fera  -^  =  MC ,  mais  fi  au  lieu  de  prendre  le  double  de  la  per- 
pendiculaire pour  le  fécond  terme  de  la  progreflîon  ;  on  prend 
iimplement  la  perpendiculaire  >  alors  la  progreflîon  fera  :  :  a 

MQ,  -7^  >  TT  ^  ^  P^r  conféquent  le  rayon  de  la  développée 
fera  quadruple  du  quatrième  terme  ;  car— ^s=i-^, 


*  • 


On  trouvera  de  la  même  manière  les  autres  points  de  la  deve^ 
loppée. 

Lorfque  le  point  M  dé  la  parabole  fera  infiniment  proche  du 
fommet  A  ,  alors  x  fera  égal  à  zéro  ,  donc  effaçant,  dans  MC 

=  ^*"^^ ^^^^* "^ ^  tous  les  termes  où*  fe  trouve,  on  aura  MC 

s=r  ^  ==y4  ,  ainfi prenant  AB=x^>  le  point  B  fera  le  fom- 
met de  la  développée. 

Si  l'on  continue  la  parabole  de  l'autre  côté  de  Taxe  (Fi^.  9p.) 
il  efl  vifible  que  la  développée  rebroufTera  chemin  vers  «►,  & 
que  fon  point  de  rebroufTement  efl  le  point  B  diflant  de  7  a  du 
fommet  A  de  la  parabole. 

Maintenant  pour  connoître  la  nature  de  cette  développée ,  jû 
nomme  fon  abfciffe  BN=«  (F/f.p7.j^,  fon  ordonnée  NC  =/ J 

orNC=PE  =  lî^  ;  donc  t^^^.dc  plusBN=  AP+PN 
•~AB,  6c  nous  avons  trouvé  ci-deffus  PN=s7a-+-2*  ,  donc 


r< 


£T  LE  Calcul  Intbghal^  LivueIL       95; 
BNssxH^fa-h2X — ia=i^xss=uftLx^ss^u  ,  mettant  donc 

cette  valeur  de  x  dans  j=— ^  nous  aurons  r=s  -~ ,  par  con- 

féquent  ïr=  ^^  =  ^177  &«'==ff  ^'^^  ce  qui  fait  voir  que 
cette  développée  eft  la  féconde  parabole  cubique  &  que  fon  pa- 
.rametre  eft  à  celui  de  la  parabole  qui  eft  le  développement  coin* 
*"*  î^  à  î  tf  >  c'eft-à-dîre  ,  comme  27^16. 
Le  rayon  de  la  développée  au  point  B  étant  ^a ,  il  eft  vifîble 
le  fi  du  rayon  MC  on  retranche  i  a,  le  refte  £bra  la  valeur  de  l'arc 
C  de  la  développée  ^  aiiifi  la  reétiiîcation  de  la  féconde  para-^ 
l>ole  cubique  eft  trouvée. 

On  .pèut-trouver  ce  que  nous  venons  de  voir  d'une  autre  fa« 
çon  dont  il  eft  bon  de  dire  un  mot  afin  que  les  commençans  n'y 
foient  pas  embarraffés  ;  l'équation  de  la  parabole  étant  yy=:ax^ 
&  fa  cfifiérence  étant  2ydy  =  adx  nous  avons  ci-defTus  divifé 

par  2yy  ce  qui  nous  a  donné  4y  =  ^i  &  P^r  conféquent  ddy 
=  ^-^  ,  m»ntenant  fans  dîvifer  par  2y  prenons  la  différent 
ce  de  2ydy=:iadx  en  fuppofam  dx  confiante  ^  &  nous  aurons 
2dy^  -H  2yddy^=.  o,  d*oii  Ton  tire — ddy  =  -j  >  &  mettant  cette 

valeur  de— i/rf)r  dans  ME=^4f^  nous  aurons  ^^''  '^^^  '^'"^ 

s=:jr  -*-^  y  d  oà  il  fuît  que  PE  ~  ^^  &  pour  conftruire  cet- 
te valeur  il  faut  de  même  que  cî-deflus  mener  la  tangente  TM  ^ 
^  la  perpendiculaire  TE  ;  car  la  différence  de  PM  étant  à  celle 

de  AP  comme  PM  eft  a  PT ,  on  ^dyydx  v\y  >^  =Py ,  &  le» 
triangles  femblables MPT ,  TPE  donnent  MP,  PT:  :PT,  PE 

^y^^^-^Ty  y  ^idy-  =^'î^^  ^  ^'^^  ""  ^^  ^^^  ^y  ^^  ^*^ 

leur  V'a^^  6c  au  lieu  de  dx^  fa  valeur  lîl^  4  Ce  enfin  ax  au  lie» 

de>r»  on  trouvera  PE  =  ~-  «stiJf  de  même  qu auparavant, 

ce  qui  fait  voir  que^de  quelque  nsaniere  qu'on  prenne  la  différent 
ce  dé  y  dans  l'équation  ^  cela  revient  au  niéme>dc  ce  qui  eft 
exprime  d'une  fa^on  en  x,  fe  trouvée  exprimé  dé  l'aufreen^  y  fc'cft 

à  dire  qjiie  rcïpreilioa  de  PE  ss  ^^  tiouvéedel2|^femiexeâr 


3y<J  Le  Calcul  Différentiel j 

4on  eft  prdcifément  la  valeur  de  PE=^trouvée,delafecott-; 

de  manière.  * 

153.  Si  la  Figure  AMD  (F/ç.py.)  reprefente  une  parabole 

quelconque  dont  l'équation  60^"*  =  a?,  enfuppofant  le  paramè- 
tre ^=  1  la  différence  çû  my""^^  dy  =:  dx  ,  &  fuppofarit  dx 
confiante  la  féconde  différence  fera  mm  —  my^  '^''dy^-i-my 

ddy  =  o,  d'où  je  tire ~  ddy  ^  '"'"-^"fSl''"'  -=^=^;'~'4'*- 

my 

___  w  — ixiy*  ,  jnçjtant  donc  cette  valeur  de  —  ddydzns la for-i 
mule  ME=.^Jll±#ion  aura  ME  =  ^i^Li^l  j  or  cette  va- 

leur  de  ME  ne  diffère  de  la  valeur  J'^'*~'"^'">*  que  nous  venons 

-de  trouver  pour  la  parabole  ordinaire  qu'en  ce  que  le  dénomi-» 
nateur  eft  multiplié  par  /w —  i ,  ainfi  la  parabole  ordinaire  eft  à 
Tautre  comme  m —  i  eft  i  i  ,  par  conféquent  on  mènera  la  tan- 
gente MT  ôc'la  perpendiculaire  TE,  &  Ton  trouvera  comme 

auparavant  ME=^-^,  /  — ,  puis  onfera'cette  analogie  ;»—  i , 
^i/^^y^^%  'k^^oum  —  i  ,  1  ,  ME,  MS,  &  le  point 

S  fera  le  point  par  lequel  on  mènera  la  parallèle  MG  pour  avoir 
le  point  G  de  la  développée. 

Lorfque  rexpofaiït  m  eft  moindre  que  Fiinité  la  parabole  eft 
convexe  vers-  fon  axe ,  car  cela  provient  alors  de  ce  que  Ton 
appelle  y  la  grandeur  que  l'on  devroit  appeller  x ,  ce  que  Ton 
comprendra  mieux  par  lexemple  que  je  vais  en  donner  ,  foit 
par  exentple  la  parabole  ordinaire  AMD  (  Fig.^S.  )dont  Taxe  eft 
AL  &  la  tangente  au  fommeteft  AP,  Ci  je  nomme  l'ordonnée 
MO  =^ ,  Tabfcifle  OA  =  MP  =  a:  &  le  paramétré  =  i ,  Téqua-' 
tion  fera^*=r  i^,  &  rexpofant  2  étant  au-deflus  de  tunité,  la 
concavité  de  la  courbe  eft  tournée  du  côté  de  Taxe  ;  mais  (i  je 
prens  pour  axe  la  tangente  AP&  queje  nomme  l'ordonnée  MF 
=y  au  lieu  qu'auparavant  elle  étoirA?,&  l'abfciffe  AP=MO=jc 
au  lieu  qu'auparavant  elle  étoit^',  l'équation  fera  xx^=y  ^  où 

j/*:«=^,  &  Pexpoiant  étant  moindre  que  l'unité  la  convexité  de 
la  courbe  eft  du  côté  de  la  droite  AP  que  nous  avons  prife  pour 
axe,  &  la  même  chofe  arrive  à  l'égard  des  autres  pajaboles.; 
celapofé,  Si 


ET   LE  Calcul  Iî4TÈci^AL;L,I^rR.E  U»      JJT, 

Si  Ton  veut  trouver  le  rayoh  de  la  développée  corra%ônéan* 
\  un  point  quelconque  M  on  mènera  la  tangente  MT,  &  furle^ 
joint  T  où  elle  coupe  l'axe  AP  oh  élèvera  la -perpeiKliculake' 

TE ,  &  l'on  aura  ME  ='i2!*±^  j  faifant  donc  *«—  i ,  i  ,;^ 
''^'T/''-  ^^i+2Ô!.ou  w^—  i ,  i  :  s  ME ,  MS >  oii  portera M&; 

fur  PM  prolongé  du  coté  de  P^  6c  du  point  S  menant  SGpa^- 
-fôlJele  à  Taxe  AP,  le  point  G  où  SG  coupera  la  perpendicû-f' 
iaire  MG  fera  un  point  de  la  développée. 

JPojût  trolivcr  la  valeur  dé  S(j(Ftg.  58^)  IcE  triangles,  reâatt^j 
glesPMQ,  SMG  donnent PM^J^Q^-SM^SG  ou PV,  &PQ 

étant  laTouperpendiculaire  vaut— ;doac  cmaj^,  ^  :  :  ^  ^J^vl  % 
m^:±Z^^SG^?V^=Mri,  4-=^iorpou^lapa^ 

labole  pr4«»Ke(Fvp7.)  nows  trouvefb»sPNf=!=^-ît^,^la 

4e  FV  ou  SG  {Fig.  ^  8 .)  ne  diâbre:de^la  valeur  de  PN ,  qu'en  ce  que 
le  dénominateur  eft  multiplié  par  m —  i ,  donc  Tune  .eft  à4  autre, 

comme  m — i  efi  a  j  ;  ainfî  ayant  trouvé  la  valeur  PN=^ 
■**  ^  >  pour  la  parabole  ordipaûje  on  feram^r  '^^  *' •  •  ^  r*»"  ^  » 
■A  "h-  =Ji--  ,  ou  »»—  1 ,1  î  :  PN,  P  V,  &  pat  conféqgént- 

on  aura  la^  valeur  de  PV=SG-»-  *  - 

Dans  la  Figure  p8.  les  droites  MS ,  PV  font  négatives ,  par* 
^e  qu'elles  font  menées  d'un  fens  difFérèiit  à  celles  de  la  Figure 
5^7*  dans  laquelle  les  points  S  ^  V  doivent  tomber  plus  [frès  Tun  6c 
Tautre  du  point  P  que  les  points  E^  N  lorfquc  m — i  eft  plus^ 
grand  que  Tunité* 

Pour  trouver  le  point  où  la  développée  BG  rencontre  la  droite 
AL  (  Fig-.ip8.  )  îl  faut  mener  MO  parttleleà  AP  y  puis  fkifé  atten* 
;tk>n  qmé  qiiand  le  ooint  M  fera  inOftiment  proche  du  fommet' 
A ,  le  point  O ,  c'eft  -  à  -  dire  Textrénfïîté^  de  la  -  droite  MO  fera* 
Ifténiment  prociie  de  A>  parce  qu^^^ts  la  droite  MO  ferainfî^ 
niment  petite  ^.ainHi^  droite  O^  dçviendra  ARr^  ^  le  point  RV 
fera  le  point  de  concours  des  deux  perpendiculaires  infîniment  ' 
ptochès  ÀR  y  MR ,'  dono  ce  pôiftt  ferS  un  poÎRt  âe  k  deveIop-*> 
p(ée  i  i>x  les  droitei  OM'^t^t  txxàût^c^  à  14  Courbe  >  les  droites 
QK  foAtjle^  roup.i$rpensUcMiakeSj  pi^estsiit  doAC  i'f^ypreflloa  ds. 

<  Vv 


1^  roupqfgeodîculaice.  il  eft  iûc  queû  dans  cette  oxpcftCeir ont 

fait  la  droite  ÔA  égale  à  zeca  ,  oti  aurak  ibupetpendiculaim 

çprreij^diuite  à.U.peiçcndiçubire  lilR  iAfii^mem  proche 'de' 

A  f  ôc  par  cbnféquent  04  aura  le  point  où,ta  deyeloppiée  toucho' 

là  drbite  AL  j  pour  cela  dioiâc  3  fe'ùt  rapporter  les  points  de  là.  ! 

{Scutïm  w>n  fjbs  k  h  tati;^pt#  ^^  ji^i«  k  la  dcoité  AL  qnÂ-em 

eâ  le  véritable  axe,  ceqni  fe  feitainfij,.  je  pren»  l'équatioe^'** 
^^x,  &L  comme, les  ordoonées  OM  (bat  nomnées  x  au  lieu  da- 
^,  ôcles  abfciflesAO  faut  j^,>  au  lieu  de  x  rexpre(IUmgeiie««l4l' 

delàibupètpcadiculihitqôi  (^^&ia:ÎGi/|^s»Oft.7«iok'dir-' 
faïence  -de  réqùatïoii  eft  nr^^'.^^dy  =  </« ,  mettant  'dbnc  .cettJr 
valeur  de  dx  daas~=KOR,  nous  aurons  OH^^Zl^^ouy*  —  ^ 

t=:  OR ,  6t  mettant  atu  lîôu^de*"  Ex  valeur^**  nous  "aurons  OIC 

r^fny^^V},  Wfîw*==f  il  eft  évident  quc'/'^'^^rcrat-^  1,8^^ 
pan  confHqqent  OR  ,  c'e&  *  à-  Ace  AR  smnt^=^^»  aiafi  prcnanr 
ibr  la  droite  AL  la  partie  AB^ss  -1:^^  c'eft  -  à  -  dire  à  la  moitié  d» 
|)arameire  j  la  développée  touchera  l'axe  au  point  B^  &  c«^ 
n'arrive  qt|e  dans  la  parabole  ordinaire  ,  mais  fi  21»  eft  moindre 
qfjc  f  ,  alôfS"  k'  grandeut  y  ^oe  s'évanouira  ^oint  ditas  OR: 

^^n^ "~  *  j.  fie  clj^  paflSeï^ au  dé^ominaiieur  ,  parce  quelle  eftï 

négative  ,  ce  qui  fbraOR=ss-^~j^;  ainû  Êûfantj=:o entrai 

AK  =»  ^>  &  par  cojnfêqucnt  AR  fetî^  iiifimment  gpnd',  &  Taxe^ 

ÀL  (F/>.  100.  >icti  l'aTjFinptote  deU.dèvdbpfiée»  ore»€ecas> 
I9  deveU>ppée  CKE  aura;  %n;  point  K  cbt  rebrou0eme»t  j  caries^ 
points  de  concours  des  peroendlculaires  infiniment  proches  qut^ 
Mitent  de  k  partie  AM  cie  la  parabole  fiMonecont  k  branche^ 
kE ,  les  points  de  cooicciw»  des  perpeadiwkiflcs  q^.  partçpjr: 
4e  k  partie  MD  fbi»ie«fi«t  Vautre  brancbç  KC9  nous  dk^eSt 
l^emât  comment  on  trouve  le  poinc  K^de^ /eboDpŒcoMinn  . 
.  Enfin  fi  amefi  plus  grand  qtis  t,k  gr^déucynoVérMO^* 

point  dans  ORa« mj»'*'"^-*^  6c  elle  refieraau  numérateur,  par*- 

ce  qu'elle  eft  gofiove  ,c«  qvhl^ra.  QR  ««'^-p—  >  aipTi',  iài&«> 
yraaio  OH  auta  M^^ef ,  c'ôft-à^dile  ibfmiment  petit,  doné  la- 
développée  touchera  l-axe  au  ToBunet  A  de  k;  parabole.' 


ET  L^  GÂlCtltMMTECHAL^  LiVREIL      9^$ 

Lorfque  dans  TÂjuation  générale ^'"=.;c  rexpofimc  i^  «ft 

f^lus  grand  que  Tunité^  la  parabole  eft  concave  4u  coté   de 
axe  auquel  les  y  fe  rapportent  ^  4ç  Ion  trou  vira  xonune  çfr^ 
dcffus  la  droite  MSr=^^^'i^/t^.&  la  dwjte  5G  =  =:l2fi« 

'  '     (  ^'S?'  P7«  )  aînft  on  trouvera  aifémeat  tel  jtayon  (pç 


l'on  voudra  de  k  dcveloppde  >  dé  snême  Vexpreffion  |;én^ra^ 
'Ûc  fa  foupcrpendicnîaire"F^  fera  ^jxféft  pourquoi  ^itenant  t» 

^Œ^rence  my^"^^  éys^ëxàe  ré^uafioUj  '&'  mettant  fa  valettf 

^c  d»  dans  PQ  nous  »iirottsPQ=;=^  =    /^7  =^^^^, 

Àr  fi  «uasa  on  aura  PQss=A^  ^  t)ar  conflqùent  prenant  AB 
fes=  iî=  i ,  c'(A-2ràixe  à  fa  moitié  du  paramètre  le  point  B  ferk 
îo  point  oit  fa  devek^pée  toudieca  Yzxip,  é  m  eft  moindre  que 

^.  la  grandeur  j  ne  s'évanouira  point  dans  PQ  ==     ^ii;  &  ro^; 

:ilera  au  numérateur  y  parce  qu'elle  eâ  poCtive  ^  faiiant  donc^  =b  0 
wOn  auraPQ  ou  ABs=-^,  c'eft-à-dioe  infiniment  petite  donc  la 
-développée  toucheca  la  courbe  au  fommet  ^  6c  Si  m  eft  piu$ 

grand  que  2,y^T^  étant  négatif  pàflfera  ^  dénominateur/  & 

J  on  aura  PQ  =    ^^^ ,  faifant  donc^  ;;s=  o  on  aura  PQ  ou  AÇ 

ff=^,  donc  AB  fera  infini  Ôc  la  développée  aurapourafymptotè 
faxe  de  la  courbe  ^  d'oùil  fuit  qu'elle  ^ra  qn  poiut  de  cdbcoulTe-^ 
nient  ^  ainû  que  nous  lavons  obfervé  cidêâus^.' 

Pour  trouver  diredlemcntle  rayon  de  la  développée  dans  tou- 
tes lespandbolesjil  faut  prendre  la  formule  de  MC  ou.MG 

:=^i:±fg^^l±! ,  fubftimeî^la  valeur  de  d:ç,&idpdffy  prife  de 
îéquation  y'^  =  x  9   ce   qui  donnera  MC  = 

mm  —  my^        ^  dy^  mm — m/^        ^^î  j 

-i  or  fi  dans  Kfoini>jale  générale  dç 


'iV^m*y^" "-f-l 


mm  —  uijf 


îa  perpendiculaire  qui  eS^^'^'^^'^'j  on  fiiBflltue  fa  valeur  dç 

-yvij 


5^  Le  Calx^vi  'BvFlnKZHTtiLr 


iv  ,  on  aura  MQ  (  Fi^.  ^7.  )  =. ^^ — 


my 


.m — »^^a 


-J5-J iL-^^^ ^  maintenant  fi  Ton.  fait  une  progreflion  de 

qifiajrre  termes  dont  le  premier  foit  le  paramètre  =  i  ^  6c  le  £c- 


^cond  la  perpendiculaire  — — ^^-;- ,  cette  progreflion  fera  ^> 


^fti»  -  1 


,'  A  ,  ■'   ■    ■   ■ ,  yorcooir 

.farantb,  quatrième  terme  dgyette  prog^^fioil  avec  lavaicmr' 

dateurs  font  les  mêmes  de  part  6C  d'autre  >  &  que  fi- on  tire  la 
xacine  cubique  dû  dénominateur  du  quatrième  terme  &  quoa 
multiplie  cette:  racine  par  m —  r  on-  aura  un- produit  égal  au 
dénominateur  de  MC,.de  fprte  que  fi  le  quatrième  terme  avoir 
Tee  produit  pour  dénominateur  il  feroir  égal  à  MC  ,  doù  Ion 
tire  cette  règle  :  f  tenez  le  quatrième  terme  d! une  prcgrelpon  de  quor 
ire  termes  ,  dont  le  premier  foit-  le  paramètre  ,  &  h  [econd  foit  la 
perpendiculaire  à  lacourpe^  tirez  la  raeine  cMhique*  de  Jon  dènomh^ 
naieur  y.multipltés  cette  ratine  par  m^^  v- ou  par  Pexpofant  de  N- 
quation  diminué  de  Tunité ,  &  mettant  ce  produit  à  la  place  du  iA 
"nominateur  dtr  quatrième  terme  y  vous  aurez  le  rayon- mC  o/iMG' 
de  la  développée.^ 

Si  m  =s.2^  en  itietrani  cetffe  valeur  dans  MÇ  ou  MG 


i  &  dans  le  quatrième  terme  dé- 


jà prôgreflîoa:'"'^"    *"^?'!l"'/"' '  "-^•..opauraMGotiMG 

«= j— 2 —  y  &  le  qyatHéme  terme  =»  — ~^ — -  ^ 

d'où  ron  voir  que  le  râyori  MC  fera  quadruple  du  quatrième 
terme  de  la  progreflion  tkns  la  parabole  ordinaire  >  ainfi  qve  nous 
l'avons  trouvé  ri-deflus. 

Si  nous-fuppofons  que  le  poînt  M' foit  infiniment  proche  du 
fommet  A.  la  droite  MP===v  ,  (  ft>,  py.  )  ou  AO=^  (  Tig. 
^«  fera  égale  à  zero^^  ainfi  eroiçant  d  abord  dans  le  nûmérateut 


i-t  tl  GaLCUL  iN-fEGRÂL,  LivUE  IL        34,1 

aè Me  ou  MG«  m^y— ^jMxV-m»/1i:±x  ^  i^^ ^^^^^,  ^^ 

y  fe  trouve  &  où  fes  expofans  ne  le  font  pas  évanouir  on  aura 
j     '><^'^     qut  fcrit  le  rayon- de  la  développée  lorfque  M  eft 

infiniment  prochcvdu  fommet,  &  par  conféquentonaurale  point 
où  la  développée  touche  Taxe. 

Par  exemple  fî  w=2  on  aura  J)J^_^^=f,  c'eft-à>dîre  AB  égal 
à  la  moitié  du  paramètre ,  fi  m  eft  moindre  que  a ,  TexpoCant  du 
dénominateur  fera  négatif  ,ainfi  en  le  feifant-  paffer  au  numéra* 

*^"f  <»*»  a"f*  ^Trè--'-^  faifant  j^^a  on  aura;—:-^^. 
e'eft  -  à  -  dire  AB  infiniment  petit ,  donc  la  développée  touche- 
«i  l'axe  au  point  A,  enfin  fi w  eft  plus  grand  que  a,  l'expofarit 
du  dénominateur  fera  pofitif,faifant  doncj^=oon  aura  AB 

•s=s.Lii2li^c'eft-i-dire  AB  infiniment  graiid;  donc  Taxe  AB 

fera  l'afymptote  de  la  développée,  laquelle  par  conféquent  aura 
un  point  (fc  rebrouflement ,  '&  tout  cela  s'accorde'  fort  bien 
avec  ce  que  nous  avons  dit  ci-defliis  en  nous  fervant  de  la  fou- 

Îierpendiculaire  aulïeu  du  rayon,  ce  que  j'ai  été  bien  aife  d'ob* 
èrver  pour  faire  voit  qu'on  peut  trouver  les  mêmes  chofes  de- 
jifférentes-façons. 

Dans  la  première  parabole  cubique  _yî=*  {tig.  ibi.  )  on  auri 
^ __     ^^^[_   ,  ainfi^'  ■"  *  étant  pofitif  reliera  au  dénoifliûa- 

teur  ;  fàiûntdoncj^=i:o"on  aura  A|i=  ^^^ou  infini^  donc  là- 

développée  CKE  aura  pour  afymptote'l'axe  de  la  parabole,  ôc 
le  point  K  fera  le  point  de  rebrouflement,  donc  l'autre  partie- 
Aà  delà  parabole  aura  une  autre  développée  G*#. 

Dans  la  fécondé  parabole  cubique^ys  =3  jc*  ou  j»  =r*  (  F/'f  . 
Uoa.  )  on  aura  AB==  _Lm.^  ^  »?  ^  c'omimejt»  ""  '  eft  négatif* 

ioh  aura  AB-=^^^^- ,  6cfàifant>  =  oonauta  Alrf=i  j-£l^^. 

d'eft-à-dire  AB  infiniiTftent  petit ,  ainfiia  dèvelôppiÈe  CÎAE  tou- 
clh,erà  Taxe  au  fommet  A.  ^' .,.' 
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Dans  la  première  parabole  du  quatrième  degré^^serjc  (JFi^ 

105.  )  on  aura  AB  =^    '^^L-.;  donc  j4-  *  étant  pofitif  refter» 

flu  xlénominateur^  jainfi  fa.i(am^  s=  o  on  aura  AB:±=2i±^^ 

donc  AB=  00 ,  &  par  conféquent  la  développée  CK.E  a  pour 
afympTotc^  Faxe  de  la  courbe ,  de  forte  que  fi  on  continuoit  1* 
courbe  de  l'autre  côté  de  J  axe ,  il  y  auroit  une  autre  dévelop- 
pée cke  qui  auroït  auffi  pour  afymptôte  i'axe  de  la  parabole  ,  & 
4iont  la  branche  ck  couperoit  la  brajic^e  Cj^  de  la  |u:Q0iier$ 
développée  en  un  point  O  de  Taxe, 

La  féconde  parabole  de  ce  degré  étant ^4=  ^^ ,  fi  on  tire  I9 
çacine  qù^rrée  on  a  y^  s='x  ^  ce  qui  fait  voir  que  ce  deg^é  n  ai 
çoint  de  féconde  parabole  ^  puilqu  on  peut  abbai0er  cette  fe^ 
^onde  parabole  au  fécond  degré  ^  Se  h  i^endre  p^  confiéqueot 
4u*genre  de  la  parabole  ordinaire^ 

Dans  la  troifiéme  parabole  du  quatrième  degré^  «=  xs  ouy^ 

fe=  x{  Tig.  104.  )  on  aura  JS3  == -l^—L.^        ,  &  comme  jT^^* 

0lt  Hégadfo^  asTEAÇ^-^TT^     &  Iai6»t^  =  ^  on  zva% 

)AB  =  •^— xf  ou  îhfininaent  petit ,  donc  la  développée  CAB 
touchera  l'axe  au  point  A  qui  fera  fon  point  de  rebroùfTement^ 

La  première  parabole  d^  quatrième  degré  &  la  troifiéme  d^ 
même  degré  n  ont  aucun  point  d'inflexion  iii  de  rebrouflement^ 
£l  cependant  le  r^yon  de  la  développée  çorreipoadant  au  fomtr 
met  A  efl  infini  dans  IVne  &  zéro  dans  Tautre  y  doQC  quand  I9 
rayon  de  la  développée  efl  égal  à  zéro  ou  à  l'infini  ^  il  ne  s'en? 
fuît  pas  que  la  ligne  ae  développement  ait  un  point  de  rebrpuflç? 
fnent  ou  d'inflexion.  v 

La  première  parabole  du  jcinquiéme  degré  j^^  ss^  x  a.  un  ^poînt 
d'inflexion  au  fommet  de  même  que  la  première  parabole  cubi- 
que (  Fig.  ïo j.  )  i  &  on  trouvera  de  même  que  le  rayon  de  1^ 
développée  corrcfpondant  au  fommet  efl:  infini ,  &  que  par  con* 
féqueint  la  développée  à  l'axe  pour  afymptote>  au  contraire  dans 

la  troifiéme  parabole  de  cç  même  degré  ^J*=:vî  ou  ^'  ^^  x 
(  Fig.  105'.  )  qui  a  auffi  un  point  d'inflexion  au  fommet  A ,  on 
trouvera  AB  ^niîmnaent  petit;  &  par  conféquent  la  dçydiop|>ép 


tT  ^E  Calcul  Intégrai; Livre  IL  34J 
CAE  coupera  Taxe  au  point  Â^  donc  quand  la  courbe  a  un  point 
d^inflexion  au  fommct  le  rayon  de  la  développée  peut  être  ou 
*=  0^  ou=  o. 

La  féconde  parabole  cubique  (  Fig.  lo^  )  a  un  point  de  re^ 
ErouiTement  au  fommet  A  &  le  rayon  de  fa  développée,  cor- 
l'eipondant  à  ce  fomniet  6fis=  o  >  au  contraire  dans  la  feconde 

parabole  du  ctnquiéme  degré  y^=^x^  ouy*  =s  x  {Fig.  106.} 
^ui  a  aoffi  un  point  de  rebrouiTemem  au  fonimef  A  ^  on  trouvera^ 
^e  le  rayoïi'  de  la  de¥el<^ée  CKE  efl  infini  y  de  forte  que  l&f 
éeux  paitieS" AD  ,  AF  de  cette  parabole  ont  deux  développées; 
6K£>  fhy  donc  quand  la  courbe  a  un  point  de  rebroufiement- 
au  fommet  le  rayon^  de  la  développée  peiA  être  ou^=:;  oo  ow 

\  ijf.  Lerfque  le  rayon' de  fa  développée  cortefpondantjs  atf 
femtnet  A  eft  infini  (  j%.  10 1.  )  itous  venons  de  voir  que  cette 
développée  a  un  point  de  rebroufiement  K  qui  a-eft  point  fbr 
l^e  de  k  courbe;  or  pour  trouver  ce  point  on  fera  attention^ 
que  de  tbus  les  rayons  de  la-  développée  CK£  le  Kfôindre  eft 
le  rayoAMK.qw  répond  au- point  de  rebtouflemçnr  K ,  donc 
Ik^  différence  de  ce  rayon  fera=g=o,  ainft  prenant  la  formule  ge< 

nerale  du  rayon' qui  eft   f\-»"^J^^^^-^<^J^*  qjj  ^n  prendra  la  dif- 
férence enfuppofanrir  conftantfe,  &  pour  la  prendre  plus  aifé- 

mentoa  réduira  cette  exprclBon  en  cellê^i-^^ — ,  Z^dldd ^ 

«=^^g:^  ^ronaun-^^^^^r^^t^^^ 

s^o^  6c  multipliant  par  le  dénomidateur  9  puis  diviiânt  pr 

ifcf^  -h  ^*  '  &  par  dx  oxt  ausa-^jrfyiiy*  ^dddy  x  dx''  •+•  dy^ 
«=  o  on  dx^dddy  -+p  dy\dddy  — -  3 dyddy^  =  o^-  maintenant  fi  Ton* 
met  dans  cette  expreflioR  les  valei^s^de  dddy,  dy^  ,  ddy^  Cl  dy^ 
]iri(es  de  l'équatiqn  on  trotfvera  une  valsur  dtt  raycn  CK. 

Soif  par  exemple  .Péquationjf î = x,  ou  j^  «=  :c  ^  >  qui  eft  celle: 
4c  la  première  parabole  cubique  {Fig^  10 1.} ,  fa  différence  eft  dy 

fiante  ,  non*  anroiis  àdy  :sat=  jx  —  ^  ^  ,  ddy'^s:^  ^s^  *'  i«*  ,j 
4c  i{%a=i|ji»!~T  daiy  y,  metwrnt  dont  çe«  vaieWB  daftS-Wie^ii^': 


V 


4.    .    >  z ^^ 


344  X^  CaIçui 'Différentiel, 

^df'dddy=r^dyddy^  ^  ^nous  aurons  ^x^^^dx^  -4-  th  ^"^"^ 
^x^  z='^x  ^  dx^ ,  èn  divifant  tout  par  dx^ ,  pjiis  multipUant 
par  ;c  ^  nous  aurons  ~  x  '  4-^=^  ,  &  teduifant  tout  aiji 
niêpae  jdénoi?iinateur ,  ^nqus  aurons^,^  '  ■+•  r:^^  =  rn"  9^  ^^ 
redqit  à  x  5*=^;;=-^-  ;  gc  élevant  tout  au  xhibe  nous  aurons  *:* 
=^7«=ri7>  ^onc  ^==^-^77;  prenant  donc  AZ=*^^j^^ 
fie  menant  .par  le  .point  Z  une  ordonnie  ZM ,  &  du  poiot  M  I9 
perpendiculaire  MK  y  le  point  K  oà  cette  perpendiculaire  tour 
cherala  dev.ek>ppée^  fejraje  poj^tde.retïrovdQG^aieAtdcUdeve.^, 
loppéc*  '  . 

.  13  j.  Si  la  courbe  dont  on  demande  la  développée  eft  un  .cer?^ 
,cle ,  il  eft  vifibie  que  les  points  de  concours  de  toutes  les  perpenr 
diculaitcs  font  tous  dans  le  centre  ,  dc.qjiiepar  co{ifé<|uent.ia  àfr 
^teloppée  du  cercle  n  eft  qu  vm  point» 

x^ô.  Soit  la  courbç  AMD  une  denûr£llipre  {Fig*  107.)  ^  jç 
nomme  fon  grand  axe  AD =^ ,  foo  paramètre  »=  by  &  par  çon- 

féqueçit  Téquation  eft  jyy:=ax — pcx  ^  en  nommant  ^ordonnée 
pM=:^,  ècjabfciflc  ÀP,555=  j;  j  jcxeduis  l'équation  t  cette  forr 
roe^='^— ~ —  ,  j'en  prens  la   difE^rencc   qui  eft  dy 

*^  wl^^lbxx  y  ^  foppofant  dx  conft;»ntc  >  je  prens  encore 

la  différence  iîWy=;:;:;Er^Si^=3^î  ^  ^^«^^  ^?s  var. 
:leurs  de  dy  y  ddy    dans  la  formule   du   rayon  qui  eft 

'  '    LJdxàJ^ '  je  trouve  Mij  =55 

**^*  '-A^h^XT^^*x^'\-^Mbx'-^^xya^b^^J^'^xrhAl^,*x^-kr^AahX'-abxx  p 
'  -  ;         ;  JJj^J  '  =  > 

çr  prenant  la  formule  de  la  perpendiculaire  MQ=^  ^^5lJ^ 

ta  fubftituant  la  valeur  de  e^*,  &  celle  de  j^,  je  trouve  MQ 

?=  •  « — ^.i-I- —    ^  — 2—; — -21  ,  ce  qui  me  fait  voir  que  le 

numérateur  de  MC  eft  le  cube  du  numérateur  de  MQ,  que  fi  je 
faifbis  le  cube  de  MQ  fon  numérateiir  fecoit  le  m^me  que  celui 

de  MC  &  fon  dénominateur  feroit  %a^  ;  ainfî  MC  c=  t^  ^  pre- 
nant donc  une  progreffîon  de  quatre  termes  dont  le  premiçr  (bit 

If 
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le  parametce  ^  ^  &  le  fécond  la  perpendiculaire  MQ^  laprogre^ 

a       1 

fionfera^MQ,^-^  ^^,  &  par conféquent  le  rayon  MC  eft 

quadruple  du  quatrième  terme  ^  ;  nous  avons  trouvé  la  même 

chofe  pour  la  parabole ,  &  nous  verrons  bientôt  qu'il  en  eft  de 
même  à  Tégard  de  Thyperbole. 

Pour  trouver  le  point  où  la  développée  fouche  Taxe ,  je  fup- 
pofe  M  infiniment  proche  de  A  ,  ce  qui  rend  .'«œo  ;  effaçant 
<Ion£  dans  MC  tous  les  termes  ou  x  fe  trouve  ,  jai  AIG 

-^''lr3:l'^'''=^,=l^>aînfi prenant AB=^^,  le  pointB 

-cfl  le  point  oii  la  développée  touche  Taxe* 

Si  nous  fuppofons  que  le  point  M  tombe  fur  le  fommet  du  pe- 
tit axe ,  alors  rabfciffe  x  fera  =^  a  ;  mettant  donc  cette  valeur  de 

X  dans  MC  •  nous  aurons  MC = ^,77 

\ TIni '=  -TuHb   =  -^  i  "^^^^  ?^'  ^^  P^^P"^^ 

té  derEUipfeV^^  eft  le  petit  axe  ,  dafac  prenant  une  quatrième 
proportionnelle  aux  lignes  ab^a,  &  au  petit  axe,  &  portant  cet- 
te proportionnelle  fur  le  petit  axe  de  I?  en  Z  ,  le  point  Z  fera  le 
point  où  la  développée  touche  le  petit  axe,  Ôc  il  eft  vifible  que 
ce  point  eft  un  point  de  rebrouffement. 

Je  ne  m'arrête  point  à  chercher  la  valeur  de  PE  ni  de  PN ,  ni 
la  nature  de  la  développée ,  tout  cela  étant  aiféà  faire  en  fuivant 
ce  que  nous  avons  dit  6c  pratiqué  cî-d^ffus. 

.  137.  Si  la  courbe  AMD  {Fig.  J08.)  eft  une  hyperbole ,  nom- 
mant fon  premier  axe  =  ^  ^  fon  paramètre  =^  >  rabfciffe  AP 

=  X ,  l'ordonnée  MP==j^,  l'équation  eft  J- j?y  =  a»  -H  xx  ou  y 
= v^i^+if  j  or  cette  équation  ne  diffère  de  celle  de  fEUipfe , 

qu  en  ce  que  tous  fes  termes  ont  le  figne  H-  ^  aînfî  les  valeurs  de 
MC  6c  de  MQ,  feront  les  mêmes  que  dans  TElHpfe,  en  mettant 
le  fîgne  -+- à  tous  leurs  termes  ;  donc  on  trouvera  le  rayon  de  la 
développée  en  prenant  le  quatrième  terme  d^une  progreflîon, 
dont  le  premier  terme  fera  le  paramètre  *  ,  6c  le  fécond  la  per- 
pendiculaire MQ ,  6c  le  quadruple  de  ce  terme  fera  le  rayon 
cherché;  de  même  faifant  x  =  o  dansla  valeur  de  MC,  on  trou- 
vera AB  =7/^;  ôc  par  conféqqent  le  point  B  où  la  développée 

Xx 
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touche  Taxe  fera  éloigné  du  fommec  A  de  la  và\c^tÂ€^b^ 

138.  Si  la  courbe  AMD  (Fîg.  top.)eft  une  demi  cycloïde  oiv* 
dînaîre  /dont  la  bafe  DB  foit  égale  à  la  deniî-circonfércnce  AEB-' 
du  cercle  générateur ,  je  nomme  le  diamètre  AB=  2a ,  labfcifle- 
A P  =  a: ,  lordonnée  PM  =^y  j  or  par  la  propriété  du  cercle  on  a* 

P£  ==  AP X P5 >, donc  Pë=  2aX'^<tx  ^  ôc  PE  —  v^zax-^'XXi 
mais  par  la  propriété  de  la  cycloïde  ME  =:=A^E^  nommant  donc 
rare  AE=ii,  on  aura  ME  «  »,  &  ME  H^  EP  =  MP=ii 
^v^2ax — xx=s=y^  je  prens  la  diâSérence  de  cette  équation>  ce 

qui  donne  dy^du-h  l^l^jijl^^  î  ot  du  on  Ee  étant  rhypothenufe 
d'un  petit  triangle: reûangle  dont  Puri  des  côtés  eft  dx  ou  Tp,  &: 
l'autre  eft  là  diflKicncc  de  EP,  c'eft-à-dire  J^^ ,  on  a  par- 
conféquent  du-  =  dx-  ^  e*!j=i^^^ 

""""  »4y  — jf*  "~  xéx — XX  y 

s=s  ^^i^^^^-j^  ;  âc  mettant  cette  valeur  de  du  dans  iy  ,  on  aura 

dy  =  y-^jj^^'^  >  dont  la  diflférence  eft  en  fuppoÊint  dx  confiante 
*^^=^^^ÏÎTÏS^^>  ^  divifant  parM— «  ,  on  aura  dd}^ 
s=  ^^^^'y_j,;  i  mettant  donc  ces  valeurs  de  dy,  ddy  dans  la  for. 

muleMC=g=  ""  '^ —^^Ly^^^^  on  trouvera  MC  av^4Ai  —  %ax 
ot^aa — lax  y  eft  le  produit  de  2a  par  a^— ;c,  ceft-à-direde 
AB  par  BP  ,  &  AB  x  BP  ==  EB  par  la  propriété  dti  cercle  ;  donc 

EB=o^aa'^2aXy  &  EB  =  Vi^aa —  2 a* ,  donc  le  rayon  MC 
=r  a  •4^^-*-2aA:=aEB,  on  trouvera  donc  le  rayon  MC  de  la 
développée  pour  unjpoint  quelconque  M,  en  menant  lordon* 
née  MP  &  la  corde  EB ,  dont  on  portera  le  double  fur  la  perpenr 
diculaîrc  MC  pour  avoir  en  C  un  point  de  la-developpéc. 

jSi  Ton  fappofe  que  M.foit  infiniment  proche  de  A  ;  rabfcîfle 
jr  fera  égale  à  zéro  ;  donc  efïâçant  dans  MC=  2  V^aa — 2ax  le 
terme  où  *  fo  trouve  ,  on  aura  MCi=  21^40^=4^,. donc  Ic; 
rayon  AN  fera  double  du  diamètre  AN==  2^^, 

Etiî  ronfuppofequcMfoit  infiniment  proche  du  point  D,. 
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alors  TabicifleAB^ajc  fera  égale  sm  dianictre  aa  i  mettant  donc 
•cette  valeur  dans  MC=a2V^4^^ — lax,  onmvzM.C^a^2V'^âa 
*—  4/ï^=i  donc  le  rayon  étant  infiniment  petit  en  ce  point  la 
développée  NCD  touche  la  bafe  en  D. 

^  Maintenant  pour  connoître  la  nature  de  la  développée  >  ]o 
tire  par  N  la  droite  NS  parallèle  &  égale  à  BD  ^  &  par  5  la  droite 
Sp  parallèle  à  NA  ;  fur  SD  pris  pour  diamètre ,  je  décris  un  de- 
mi-cercle DIS  qui  fera  égal  au  demi-cercle  générareur  A£B^  à 
caufe  que  NA  étant  double  de  BA ,  comme  on  viM|  de  voir, 
t>n  aNB  ouSD=BA;  du  point  D  je  mené  la  corIpDI  parât» 
lele  à  la  corde  £B ,  &  à  caufe  des  angles  alternes  égaux  IDB  ^ 
EBD  ,  le  fegment  DI  eft  égal  au  fegment  B£  ^  ôc  la  corde  DI 
à  la  corde  EB  ;  mais  par  la  propriété  de  cette  cycloîdc  la  tan^ 
gente  MK  eft  parallèle  à  la  corde  £A  ^  donc  ladroitb  MCvper-' 
pendiculaire  fur  MK  doit  être  parallèle  à  EB  qui  eft  perpendi- 
culaire fur  EA ,  &  par  confëquent  à  caufe  des  parallèles  MP ,  DB  ^ 
on  a Më=GB;  ôr  ME  eft  égal  à  lare  AE par  k  propriété  de 
cette  cycloïde ,  donc  GB  eft  aufii  égal  à  l'arc  AE  ;  ainft  fi  de  la 
bafe  BD  égale  à  la  demî-circonférettceonretcàndie  fa^rtic  GB 
^gale  à  l'arc  AE,  on  aura  DG  égal  à  lare  EB  ou  DI  fon  égal  , 
mais  DI ,  GC  font  parallèles  ,  &  de  plus  elles  font  égales  à  cau- 
fe que  MC  étant  double  de  EB  ou  MG ,  GC ,  eft  par  conféquent 
^gal  à  MG  =  EB = DI  ;  donc  les  droites  DG ,  IC ,  font  paral- 
lèles &  égales.  Or  comme  cela  arrivera  par  tout  il  s'enfuit  que 
les  droites  IC  comprifes  entre  la  circonférence  DIC  &  la  deve^ 
ioppée  font  égales  aux  arcs  DI  quelles  coupent  ^&  que  par  con- 
féquent la  développée  DCN  eft  une  demi-cycloïde  parfaitement 
igale  à  la  demi-cycloïde  AMD  à  caufe  de  Tégalité  des  demi-cer- 
cles &  des  bafes. 

Le  rayon  N  A  eft  double  du  diamètre  BA  ;  or  ce^rayon  ^ft  égal  à 
k  développée  DCN,  donc  cette  développée  eft  double  idu  (diamè- 
tre BA,  de  même  le  rayon  CM  eft  double  de  la  corde  DI  ;  or  ce 
rayon  cô  égal  à  l'arc  DC  de  la  développée^  donc  cet  arc  <ft  dou- 
ble de  la  corde  corrèfpondante  du  demi^cercle  géaérgfjcuv  ,  ce 
qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  dit  touchanj: 
cette  courbe  dans  notre  Théorie  &  Pratique  du  Ceametrè ,  ^  dans 
la  Mefure  des  Surfaces  &  des  Solides  par  ks  Centrés  de  Gravité;  & 
pour  mieux  faire  voir  que  les  différens  principes  que  l'on  em- 
ployé en  Géométrie  tendent  tous  à  un  même  but  &  ne  fe  de- 
«oentcnt  jamais  :  voyons  fi  c/e  que  nous  avons  trouvé*  dans  ces 
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c'evnc 'Ouvrages  touchant  la  quadrature  de  la  cyclbUdc  &  dé  ies^ 
parties  >lfe  tjetrouvera  de  même  ici. 

Je  men^  une  autre  perpendiculaire  mC  infiniment  proche  de 
MC ,,  une  autre  corde  B^infininaent  proche  de  BE  &  des  cen- 
rres  C,  B,  je  décris  les  petits  arcs  GH,  EF  ,  ce  dernier  n'eft 
pas  différent  de  la  petite  partie  EF  de  la  corde  EA,  &  de  plus- 
H  eft  égal  au  petit  arc  GH  à  caufe  de  l'égalité  des  angles ,  &  des 
rayons  GC,  EB.  Or  les  feOeurs  CQH ,  CMw  étant  femblables. 
&  le  rayon  XI;M  étant  double  du  rayon  CG,  l'arc  Mm  fera  dcu- 
fcle  de  rarc%G  ;  donc  fi  Ton  conçoit  que  de  tous  les  points  de, 
la  cycloïde  DA  foient  menées  des  perpendiculaires  qui  abouti- 
ront à  la  développée  ,  &  que  de  tous  les  points  du  demi-cercle. 
AEB  on  mené  dès  cordes  au  point  B  parallèles  aux  perpendicu- 
laires, tous  les'GH  feront  égaux  à  tous  les  EF  cortefpondans  „ 
&  tous  le  Mm  feront  doubles  des  GH  ou  des  EF  ;  cela  pofé  les 
trapezoîdes  Mm^G,  MmHG,  ne  différant  entreuxqoe  d'una 
grandeur  infiniment  petite  font  égaux  entr'cux  ;  de  même  les  fec- 
teurs  EBF,  EB^ ,  font  égauxemr'eux.par  la.même  raifon  :  or  le. 
trapezoïde  MmHG  eft  égal  à  la  fomme  defesdeux  bafes  Mm, 
GH  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur  MG ,  ou  à  jGH mul- 
tiplié par  iMG ,  à  caufe  que  GH  étant  égal  à  fMm ,  on  a  M>» 
=  2GH  &  Mm-HGH=3GH,.ainfi  la  valeur  du  trapezoïde 
MmHG  =1-  GH  X  MG  =  i  GH:x  GC  ;  mais  le  triangle  GCH. 
eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  GH  par  la  moitié  de  fa  hauteur  GC 
donc  fa  valeur  eft  iGHxGC  &  par  conféquent  le  trapezoïde 
MmGH  eft  triple  du  triangle  GCH  ou  EBF  fon  égal  j  mais  la 
fomme  dès  trapezoîdes  eft  égale  à  Faire,  de  la  demi- cycloïde  qu'ils 
rempliffent,  &  la  fomme  des  triangles  EFB  eft  égale  à  l'aire  do 
demi-cercle  ,  donc  la  demi-cycloïde  eft  triple  du  demi-cercle. 

On  prouvera  de  la  même  feçon  que  la  portion  GMAB  de  la 
cycloïde ,. eft  triple  du  fedeur  EYABdademi-cercle,  que  la  por- 
tion GMD  eft  triple  du  fegmentBE,.&c. 

Je  m  Mie  le  rayon  EO  :,  &  pour  abréger ,  je  nomme  BP=r-i 
&  l'arc  AE«=ï}  la  droite  GB  ouME  étant  égale àl'arc  AE=t , 
lie  paralleiogïarame  GMEB  vaut  donc»r,.&le  feûeur  EAO 
:=l  atrOT  Têfpace  GMAB  étant  égal  au  triple  du  fedeur  EYAB 
s=EB0H-BOA,  dft  par  conféquent=3EBO-+-fa»,  doncfi 
l'on  prend  BP  =  r  =  f«,  &  qu'on  retranche  de  l'efpace 
GMAB,  le  parallélogramme  GMEB ,  qui  fera  alors— ^af, 
on.aura  l'efgace  rcftant  MEBA=5EBO-t-iaf — lat=^sE'BO',. 
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c'eft-à-dirc  ,^ué  quand  PB  fera  égal  a  1-  do  rayon  ou  aux  \  du  dia- 
mètre; Ç\  du  point  correfpondant  E  on  mené  un  rayonEO> 
Telpacc  correfpondant  MËBA  fera  triple  du  triangle  £OB.    f  . 

Si  Ion  prend  BP=r=/i,  le  parallélogramme  MEBG  (era 
=  at  ;  donc  retranchant  de  lefoace  GMAB  le  parallélogramme 
MEBG,  on  aura  MEBA=3EBO-Hi^^  ôcfidc  MEBA  on 
retranche  le  fcôeur  EYAB=EBOH-.EOA  =  EBO-t-^iir  ;  on 
aurafefpace  AME^A=:2EBQ,  mais  lorfqueBP  fera  égal  au 
rayon  le  point  E  coupera  h  circonférence  par  le  milieu  &  le 
triangle  EBO  fera  on  triangle  reûangle  qui  aura  deux  côtés 
éjgaux  entr'eux  &  au  rayon ,  donc  ce  triangle  fera  {aa^èc  2 EBO 
=aa  ,  c'eft-à-dirc  Tefpace  A<EM  de  la  cycloïdefera  égal  au. 
quarré  du  rayon  ;  or  tout  ceci  s'accorde  eqcore  parfaitement 
avec  ce  que  nous  avons  dieiAiontré  fur  ce  fujet  dans  les  deux  Ou^' 
yrages  citéis^ 

13p.  Si  lia  courbe  AMD  (  Fig.  1 10.)  eft  une  lo^rîthmîque  , 
ilommant  Ford'onnée  MP  =:y  Ijibfcifle  RP  ==  *  ,  je  iais  que  par 
la  propriété  de  cette  courbe  h  foutangente  TP  efttaujoucs  égale 

a  une  grandeur  confiante  que  je  nomme  d  ;  donc  ^  c=»  ^  ^  ,d  où* 
^tivc dy=^~  ,  &  foppofant  dx  confiante  j!aî ^^V  =*= '^^  î  ^ 
mettant  au  lieu  de  dy  fa  valeur —f ai  ddy=:^^  ,  mettant  doncr 
ces  valeurs  dcdy^  ddy  dans  la.formule  MC:^  j^Ac^-H^v^Jx^H-^^r^ 

j  ai  MC  = \^uy. ^"^  ^  ""^  valeur  négative  ,,  c  eft 

pourquoi  il  faut  prendre  MC  en  s'éloîgnant  de  Taxe  TR;  Je 
mets  les  valeurs  de  ^ ,  ddy  dans  la  formule  ME  =  ^^^"^^^  ^!" 
ce  qui  donne  ME  =  ^liA*^ 

Or  les  triangles  rcdangles  TPM,  MEC  étant  femblablcs^} 
nous  avons  TP,  PM::ME,EG,  donc^,  y::^l±^  ^/l±i: 
==  EC  =  PQ ,  mais  les  triangles  rcûangles  TPM,  PMH  étant 
fcmblables  donnemTF  ,  PM  :  :  PM ,  PH  ^  donc  rà>)fr.y/Ji 

x=PH,6cparconféqucntTH==TP-^-PH=^va-H?^=^^ 
donc  TH  =  EC  =PQ,  prenant  donc  PQ=:Th'',  &  élevant 
on.Q  la  perpendiculaire  QÇ  le  point  G  où  elle  rencontre  la-t 
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per£>cndicul3itjp|MC  fera  un  point  de  la  développée, 

]9^  ^pjtriangle  reftangle  TMP  on  a  TMFf  TP-+-PM=?a* 
H-y  1 4fi9g  TM = v^^*^  -^'J'*  J  or  le  rayon  de  la  développée  étant 
MC  =  "^^-^^  ^^-Hjr*  ^  g  ^^  néglige  le  figne — qui  n  efl  ici  que 
poor  marmot  le  càîé  où  ce  rayon  doit  êtoejdcé  ^  cya  aura>cette 
an^ogie^,  îlilZl  :  :  VÔM^  i  tl±ll^^£t::ïll^ ,  !ce  qui  fait  voir 

que  le  rayon  de  la  dev^oppée^ft  une  quatrième  proportionnel- 
le à  l'ordonnée  MP ,  à  la  lomme  TH  de  h  foutangente  TP  & 
de  la  fouperpendiculaire  PH  ^  6c  à  la  tangente  TM  i  donc  oa 
peut  trouver  ce  ravon  direâemenc. 

La  courbe  AMD  ayant  pour  afyniptote  la  droite  QR  &  fa 
<:out\)UTç  étant  dans  langle  QRA  9  il  eft  vifiblc  qu  elle  doit  avoir 
un  point  de  plus  gt'ande  courbure  ^  &  que  par  conféquent  la 
.développée  «>k  avoir  un  point  de  rebioi^ement  ^  en  forte  que 
a  Ton  fuppofeque  ie  point  de  plus  grande  courbure  foit  en  M 
les  petpendiculaires  de  la  partie  IVIA  formeront  une  branche  de 
la  développée  ^  les  perpendiculaires  de  la  partie  MD  formeront 
i  autre  >  de  U  pierpendicul^ire  MO  fera  la  plus  courte ,  donc  pre-* 

Mût  la  dÎjfl^fencedcJd.C«r^'^'£;^^;^'^       qui  eft  dx^dddy 

^dy^dddy-^^dyddy'  ^  Cette  éàSérencc  fera  égale  à  zero>  & 
nous  aurons  dx^dddy^  dy*dd^  =  ^dyddy^  ,  6c  mettant  dans 
cette  équadon  les  valeurs  de  (^  j  dy^ ,  ddy,^  ddy^  6c  dddy  nous 
aurons  la  vlaleur  de  MC  au  point  de  rebrouffement  ;  or  dy 

=^  .  «"  ='-^ ,  «WC  =^  ,  <<**  =  '^  .  &  fi-PPOûnt 
toujours  dx  confiante  nous  avons  dddys=^^,  &  naettant  au 
lieu  d^dyùi  valeur  ^ynousavonSt/J^»^,  fubftituant  donc 

ces  'Valeurs  dans  l'équation  hous  aurons  ^_j-i^  s=  ?ii^  , 
<Sc  divlfànt  par  dx^  Ôc  réduifant  tout  au  même  dénominateur, 
nous  aurons  ^'  "+•  J>  =  '^  >  donc  ay  s=:  sy^  ^-y^ = ay^  &  «* 
«ï ay',  d'où  je,  tire ^fs=i. «»  icy  =  •fô». 

Pour  conftiiire  cette  valeur  de  ^  je  décris  autour  de  la  foutan- 
gente TP=:tf  prifepour  diamètre  un  demi  cercle  TIP ,  je  divife 
la  demi  circonférence  en  deux  parties  égales  au  point  I,  d'e^ 
;e  mené  les  droites  IT,  IPj  le  triangle  TIP  étant  reaangle  on 
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a  ÏP  =  TiVîP',  donc  ^^  =  TI  H-  ÏP ;  maïs  TI==  If^,  donc 

ii*  =  2Tl,  «  TlW^^»;  ainfiTI=v^|^,  je  porte  Tï  fôt  ftA 
de  R  en  S  ;  du  point  S  ;e  mené  SM  parallèle  à  RQ' ^  &  j^  COi** 
féqnent  MP  =:=r  SR  =?:  TI  =  v^f?  ^y^ 

Toute  la  di(iku}f>é  à  Pégatd  de  cette  coorlye  cotifiili}  à  trouver 
la  foutangente  TP ,  laquelle  eft  ordins^rement  égale  à  Tordos- 
née  que  Ton  a  prife  pour  Tunité  en  formant  la  courbe;  ôc  c'eil 
dequol  nous  parlerons  dans  le  calcul  intégraL 

1 40.  Si  la  courbe  AMO  eft  la  fpîrale  d'archimede  (  Tig.  1 1  o.  )  ; 
je  nomme  la  circonférence  AFA=  ^ ,  le  rayon  OP=tf ,  lor- 
donhée  OM  =^y  >  Tare  AFP  =  z  ,  &  le  petb  arc  MR  décrit  da 

centre  O  =  ^ ,  donc  Rw  =  iy  ^  &  Pp  =  ^^* 
Parla  nature  de  cette  courbe  AFA^  AFP::OP>  OM,  donc 

S^ziiay^^ss^y  y  &  prenant  la  différence  j'ai  ^«=^  ;  or  les» 

fedeurs  femblables  POp ,  MOR  donnent  OM ,  MR \:OVy?pr 

donc  y^dx'.\ay~^==^dz\ài  mettait  cette  valeur  de  dz  dans.^ 

cclfede  J^==^,faitf;^==^,oujr4yt«  dont  la  difié- 

rence  en  fuppofant  </j:  canftam  eft  dy^  -^-ydây  »»  o  ;  donc — yddy^ 
==  dy^yjc  mets  cette  valeur  de — yddy  dans  la  formule  de  ME- 

qui  eft  dans k cas  prefent  jj^'^^^yx^*''^^  ^^^^^  ^^^  ^^^  ordon- 
nées delà  fpirale  partent  toutes  d'un  mêmp  point  O ,  &  j'ai  ME- 

~  Tx^^  Idy-  ^  d  ou  ;e  tire  cette  analogie  ^ ,  ^"^J^^ 

'^-y y^i^r^iyx  i  or  les  triangles  rcûangles  MR>w,RwG  étanr 
(femblables  donnent  MR^  Rm::R>»,  RG,  donc  dx^dyiidy 
^'==RG,  doncMG==MR+RG==4v  +  ^'  =  ^î^^^ 
<c  MR^^2RG=*^"^ifL*  ;  faifant  donc  MR^aRG,  MG 
::MO,  ME  ,  le  dernier  ternie  de  cette  proportion  fera  ME 
==^j~~~ ,  mais  en  menant  par  le  point  O  la  droite  TH- 

perpendiculaire  à  MO  &  qui  rencontre  d*uit  côté  la  caiïgerîte 
MT  en  T ,  &  de  Tautre  la  perpendiculaire  MH  en  M,  le^  ti^ian-^ 
gles  reâangles  MRm,  TOM  font  fembkbler,- de  même  que^" 
les  triangles  reftangles  GRitr,  HOM^donc  onaMR-t^  5RG5, 
M.G  :^TO^aOH,  TH,  donc  faifantXO -i^aûH^^TH  :.:MO,, 
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ME ,  le  quatrième  terme  fera  ME  =^\^^  ^i/*  »  ^^^^  mcnaat 
du  point  E  la  droite  ÈC  parallèle  à  OH ,  le  point  C  fera  un 
point  de  la  développée. 

Si  Ton  fuppofc  j/  =  o  on  aura  ME  =  ^;>  ^^^  >  i  c'eft  -à  -  diw 

infiniment  petite  donc  la  développée  commence  au  centre  du 

cercle  de  même  que  la  fpirale  ;  car  l'ordonnée^  eft  égale  à  zéro , 
-au  point  O  où  la  fpirale  commence  >  d*où  il  eft  vifible  que  la 

développée  eft  une  autre  efpéce  de  fpirale  qui  tourne  autour  dji 

centre  O. 

^4.1.  Si  la  courbe  AM  (  Fig.  1  i.i.)  eft  une  logarithmique  fpî- 

xâle  qui  fait  une  infinité  de  tours  avant  de  parvenir  au  centre 

Aj  je  fais  que  Tangle  de  la  tangente  MT  avec  l'ordonnée  AM 
;cft  toujours  le  même ,  c'eft  pourquoi  k  petit  triangle  redangle 

MRm  fera  auffi  toujours  le  même  j  donc  la  raifon  de  Rm  à  RM, 

çeft-à-dire^  fera  confiante  ôc  n'aura  point  de  différence,  donc 
en  fuppofant  dx  conftante  on  aura^iy  =  0,  je  mets  cette  valeyr 

4e  ddy  dans  la  formule  ME  =  ^^^^J^lSàd  ^^^  ^^  ^^^^  ^^^ 

courbes  dont  les  ordonnées  partent  d'un  même  point ,  &  je 

trouve  ME,=  — ^^^^4-=J'i  j^  mené  donc  par  lextrémité  A 

de  l'ordonnée  AM  la  perpendiculaire  XC  y  6c  le  point  C  eft  ou 

^elle  coupe  la  perj^endiculaire  MC  eft  unpoînt  de  la  développée.* 

,  Les  triangles  reftangles  ACM ,  AMi  fontfemblables,  donc 

Tangle  AÇm  eft  égal  à  Tanglc  AMT,  c'eft-à- dire  que  Tangle 

que  le  rayon  de  la  développée  fait  avec  l'ordonnée  C  A  de  cette 

développée  eft  égal  à  l'angle  AMT  que  la  tangente  MT  de  la 

4pirale  fait  avec  foin  ordçnnée  AM;.mais  en  quelque  point  de 

la  ffpirale  qu'on  mené  une  tangente  ,  cet  angle  eft  toujours  le 

même ,  donc  en  quelque  point  qu*on  prenne  un  rayon  de  la  der 

iveloppée  l'angle  ÀCM  fera  -toujours  le  même  ,  &  par  conr 

Çéque/it  }jSL  développée  eft  aufti  une  fpirale  lo^aritbmi^^.. 
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De  Vufage  du  Calcul  Différentiel  pour  trouver  les  CauJHques 
par  réflexion  ^  &  les  Caujiiques  par  réfraction. 

%^2.X  O Rs Q u'uN  rayon BM {Fig.  t la. )  partant  dun  poînt 
JLJB  rencontre  une  ligne  droite  IL  ou  une  courbe  AD  ôc 
fe  réfléchit  au  point  M  de  M  en  H ,  langk  BMI  ou  BMA  qu'il 
fait  en  tombant  fur  cette  ligne  s'appelle  angle  dinciàence  &  Tan- 
gle  LMH  ou  DMH  qu^il  fait  en  fe  reflechiflant  s  appelle  angle 
de  réflexion^  ces  deux  angles  font  toujours  égaux ,  c'eft* à-dire 
t  angle  d^  incidence  efi  égal  à  l'angle  de  rejkxiûn  ,  ainfi  qu'on  le  dé^ 
montre  dans  la  méchanique. 

14J.  Les  rayons  réfléchis  font  appelles  convergens  lorfquils 
s'approchent  à  mefure  quils  s'éloignent  de  lobjet  qui  les  a  ré- 
fléchis, pax  exemple  les  rayons  MF,  DN  (Fig.  iia,)  font  con^ 
vergens  y  au  contraire  quand  les  rayons  s'éloignent  .entr'eux  à 
niefure  qu'ils  s'éloignent  de  l'objet  on  les  appelle  divergens  ;  ainfî 
fcppofant  que  les  droites  jrA,/M,  »D  {Fig.  113.)  foient  des. 
rayons  réfléchis  par  la  courbe  sfn  ,  ils  font  divergens. 

144.  Si  plufleurs  rayons  BA,  BM ,  BD  (  Fig.  1  la.  )  qui  par- 
tent d'un  même  point  B,  rencontrent  uae  courbe  AMD,  fur 
laquelle  ils  fe  reflechiflent  ,.&  que  leur  rayons  réfléchis  AS,  MF  , 
DN  viennent  à  rencontrer  une  autrç  courbe  SFN  qu'ils  touchent, 
fans  la  couper  ^  cette  courbe  SFN  s^appelle  caufiiquepar  refie>:îon,. 
de  même  iî  les  prolongemens  As ,  M^t  D;î  ,  des  rayons  refléchis 
AS ,  FM,  DN  (  Fig.  119.)  viennent  à  toucher pne  ajutre  courbe 
sfh,  on  appellera  encore  cette  ,courbe  sfn  couftique  par  réflexion^ 
14J.  Si  l'on  prolonge  le  rayon  réfléchi  AS  en  a  (  Fig^  112.)- 
jufqu'à  ce  que  AX  foit  égal  à  AB ,  ôc  ou'op  développé  I3  courbe 
SFN  en  concevant  un  fil  égal  à  la  longueur  de  cette  courbe 
plus  la  droite,  SX ,  il  eft  yifible  que  l'extrémité  X  décrira  une 
courbe  de  développement  XP/?,  6c  que  chaque  raypn  FP  delà 
développée  fera  égal  à  la  partie  FS.dç  cette  développée  plus  la. 
droite  oX> 

145.  Si  l'on  conçoit  que  de  tous  les  points  de  l'arc  SF  de  la 
4çveloppée  foit  ipienés  des  rayons  à  1*  ligne  XP  dç  develop- 

Yy 
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pement  y  les  parties  de  ces  rayons  comprifes  entfe  la  courbe^ 
AMD  &  la  courbe  XP  iront  en  diminuant  vers  X  ;  or  je  dis  que: 
la  fômme  de  leur  différences  fera  égale  à  la  plus  grande  PM 
moins  la  plus  petite  XÂ^  ce  qui  eft  vrai  en  gênerai  pour  toute: 
fomme  de  grandeurs  qui  vont  en  augmentant  »  ou  en  cUminuant  ^ 
car  il  e(l  évident  que  fî  on  nomme  ces  grandeurs  a^byC,  dy<y 
&c.  &  que  par  exemple  n  foit  la  pins  grande  ^  on  aura  a — b 
^i  —  c^c — d^d — f  =  a — e ,  puifque  toutes  les  grandeurs^^ 
intermédiaires  fe  détruîfent  par  des  (ignés  contraires,- 

14.7.  Si  Ton  conçoit  les  ordonnées  BM,  Bm  infiniment  pro-- 
chcs  y  &  les  rayons  FP ,  F/f  de  la  développée  auffi  infiniment 
©roches  j  6c  que  des  centres  B ,  F  on  décrive  les  pedts  arc»^ 
MR  y  MO,  les  petits  triangles  refibmgles  MOm y  MmK  feront 
fembîables  &  égaux  emr'etix;  car  Vangle  OmM  eft  égal  à  Fangla 
FmD  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet,  &  cet  angle  étant  Tangle- 
de  reflexion efl  égalàianglcduicideoccMmR;  de  plus  Thypo- 
dienufe  Mm  eft  commune  à  l'un  de  l'autre  triangle  y  donc  y  Se- 
148..  Si  l'on  conçoit  que  du  point  B  foient  menées  des  or- 
données à  tous  les  points  de  Vztc  AM  de  la  courbe  AMD  y 
&  que  de  tous  les  points  de  1  arc  SF  de  la  cauftîque  SFN  foîenr 
menés  des  rayons  à  fa  ligne  de  développement  XP ,  fcs  diffé- 
rences Rm  des  ordonnées  BM,  Bm,  ôc-c.  feront  égales  aux  dif- 
fifrences  Om  des  parties  iwp  des  rayons  comprifes  entre  la  courbe 
AMD  &  la  ligne  de  développement  XP  ;  or  la- fomme  des  diffé- 
rences des  ordonnées  comprifes  entre  AB  -de  BM  eft  BM — BA  y 
éc  la  fomme  des  différences  des  parties  des  rayons  comprifes 
entre  AX  ôc  PM  eft  PM— AX  ^  donc  PM~AX  =  BM 
—  BA.. 

14.P.  Si  Ton  conçoit  que  du  point  H  partent  des  rayons  în- 
cidens  for  tous  les  points  d'un  arc  AM  de  la  courbe  donnée: 
AMD  ,  &  que  ces  rayons  ayent  un  égal  nombre  de  rayons 
réfléchis  j  je  dis  que  la  fomme  des  différences  des  ravons  inci- 
dens  eft  égale  au  premier  rayon  réfléchi-  AS ,  moins  le  dernier' 
MF ,  plus  l'arc  SF  compris  entre  ces  deux  rayons ,  car  par  le 
nombre  précèdent  nous  avons  PM  —  AX=s=BM  —  BÀ  ;  or 
PM  =  PF— MF  &  PF=SF-hSA  +  AX,  donc  PM==FS' 
H-SAh-AX—MF  &PM  — AX=FS-+-SA— MF,  donc 
BM  —  AB  =  AS  Ht  SF  —  MF,  &  pour  énoncer  cecrfans  équi- 
voque il  faut  dire  que  la<iifférence  du  plus  grand  rayon  incident 
BM  au  moindre  BA  eft  égale  à  la  différence  du  moindre  roflc^ 
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jchi  AS  augmenté  de  Tare  SF  qu  il  développe ,  au  plus  granJ 
réfléchi  FM,  &  on  prouvera  de  la  même  fa^jon  que  dans  larigu-» 
te  1 13.  BM— BA  ==M/-+-/j  — Aj. 

ijo,  La  partie  SF  de  la  cauftique  (  Fig.  112.  )l  terminée  par 
un  rayon  réfléchi  MF  cil  égale  à  la  fonime  dt$  différences  de 
<ous  les  rayons  incidens  de  Tare  corrcfpondant  AM ,  plus  la 
fomme  des  différences  de  tous  les  réfléchis  ;  car  par  1  article 
précèdent  BM  — •  AB  ==  AS  H-  SF  —  MF  ,  donc  SF  =^  BM 
.— AB-t-FM—AÇ. 

ijr*  Si  deux  rayons  réfléchis  MF,  mP  Ibnr  infiniment  pro-î 
ches  I  il  eft  vifible  que  leur  point  d^mterfeûton  F  fe  confondra 
îavec  leur  point  d'attouchement  à  la  caufBquc ,  ainfî  pour  trou- 
ver le  point  où  le  rayon  MF  touche  la  cairfïique ,  U  ne  s'agit 
que  de  trouver  cekii  où  les  deax  rayons  reÔechis  imffnimecit  pre-^ 
ches  ic  coupent  j  6c  c'eft  ce  que  nous  allons  yoir. 

Une  Courbe  étant  étonnée  ^  trouver  Ja  Cauftique  par  refiexiôn. 

152.  Soit  la  courbe  AMD  (!%•  114^)  que  je  fuppôfe  êttc 
connue  ,  le  point  B  eft  fc  point  doù. partent  tous  les  rayons  in- 
cidens BM,  dont  les  réfléchis  font  les  rayons  MH  donnés  dfc 
pofttion ,  Je  conçois  les  rayons  inffniment  proches  BM  y  Bm  ; 
jainfi  le  poixit  où  les  deur réfléchis  MH  ^  mhfe  couperont  fera 
Vax  pomt  de  la  caaâîqûe,  ôc  de  h' même  façon  je  pourrai  croi^ 
ver  tant  d'autres  poixfcts-qoe  je  voudrsÂ.. 

Je  cherche  par  les  règles  da  Ch^pkre  précédent  le  rayon  MC 
«de  ht  développée  correfpondant  au  point  M^  du  point  C  je  mené 
iur  ks  rayons  incidens  6c  fur  les  reâechis  les  perpendiculaires 
CEyCiyCH^  chy  &  fuppoËmt  la.  choie  &ite  je  décris  du  point 
B  le  petit  arc  MR^  &  àm  point  P  le  petit  arc  MO  ries  petits 
triangles  reâïingtes  MOio,  MKm  ont  rhypothenufe  Mm  con^- 
mune  >  ôc  Pangle  MmO  é^l  à  l'angle  MmR  ;  car  celui-ci  étant 
Tangle  dlncidence  eft  égal  à  f  angle  de  réflexion  PMD  y  lequel 
cSi  égal  à  J'angle  MmO  qui  lui  eA  oppofé  au  ibmmet;  donc  les 
idetixtdatiglesMOw^  MRmibnt  égaux  ^  de  même  Pangle  d'i&r 
cidencc  ÉMA  étant  égal  à  l  angie  de  reflexion  HMD  y  6c  le 
rayon  CM  étant  peniendiculaire  fur  AD  y  fi  .de  Fangle  droit 
CMâ  on  retranche  x  angle  BMA  ^  &  de  Pangle  droit  CMD 
l'angle  HMD,  les  angles  reÛans  BMC^  HMC  feront  ^aux, 
/donc  tes  deux  trian^l^  reâangles'^  C£M^  CHM  ayant  un  angle 
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aigu  égzlj  &  Thypothcnufe  MC  commune  font  égaux  entreux^ 
&on  prouvera  la  même  chofe  dès  deux  triangles  Cem,  Chm. 
.     Nommant  donc  BM  =y  &  la  droite  ME= ^à  caufe  qu  elle 
cft  connue  par  les  règles  du  Chapitre  précèdent ,  les  triangles 
femblables  BMR,  BEQ  =  donnent  BM,  BE  :.:  MR ,  EQ,  donc 
BM-f-BE::BM::MRH-EQ,MR,maisMR=t=MO,&EQ 
a=HS;car  à  caufe  de  EC=CH  &  de  ^C  ===  CA  ,.on  a  EG 
—  ^C  ou  EQ  =  CH— CA  ou  US  y  donc  BMh^BE,  BM 
:  :  MO  —  HS,  MO;  or  les  triangles  POM ,  PHS  étant  fembla- 
blcs  on  a  MF  ,  PH  :  :  MO,  HS ,  donc  MP,-+-  PH,  MP  :  :  MO 
-+-  HS >  Ma,  &  pat  confégucnt  BM  -+-  BE ,  BM  :  :  MP  -+-  PH,^ 
MP;mai&MP-+-PH=MH==ME=tf  ,,&BM-HBE==aBM  • 

•*— ME=a^  —  a,  donc  oa  a:  ay  — ^ ,j^:;:4,.^-~^  »=  PM  j 

aînfî  prenant  une  quatrième  proportîbnncfle  a'aBM — ME, 
BM,  &  ME,  cette  quatrième  proportionnelle  étant  portée- fur 
MH  de  M  en  P  ,.le  point  P  fepun  point  dc^la  cauftiquc; 

Suppofaut  que  la  courbe  AMD  foitponcavedu.  côté  du  point 
B  d'où  partent  lès  rayons  iricidens  ,  il  eft  vifible  que  (î  2y  eft 

plus  grand  que  a,  ouji  plus  grand  que  \^a^  VM=^~^  fera 

.pofitif ,  que  Qy  eô  ntoindre  que  ^  a:,  PM  fera  négatif,  c'eil-à- 
dire  qu  il  faudra  prendre  MP  fur  le  prolongement  du  rayon  MH 
au-delà  de  la  courbe ,  &  que  par  conféquent  là  cauftique  fera 
du  côté  de  la  convexité  de  la.  courbe,  enfin  que  Ci  y  eft  égala 
^  ^,  MP  fera  infini ,  où  ce  qui  revient  au  même  tous  les  rayons 
réfléchis  feront  parallèles ,  donc  fi  du  centre  M ,  &  d'un  rayon 
égal  à  7  M:E  en  décrit  ua  cercle ,  le  point  B  tombera  hors  de 
Taire  de  ce  cercle  lôrfque  y  eft  plus  grand  que  ^a,  il  tombera 
.en  dedans,  lorfqueji^  eft  moindre  que  fa,  &c  il  tombera  fur  là 
circonférence  lorfque  y=^f  a,  mais  quand j?  eft  plus  grand  que, 
^Uy  les  MP  étant  pofîrifs  font  tournés  du  côté  de  la  concavité, 
&c  par  conféquent  les  rayons  réfléchis  foni;  eonvergens  ,.quand 
y  c&  moindre  quef  a,iles  MP  fonb  du  côté  delà  ponvexité, 
6c  par  conféquent  les  rayons  réfléchis  font  divergens ,  enfin^  quand 
y=ia  les  MP  font  parallèles,;  donc  quand  le  point  B  tombe 
hors  de  Taire  du- cercle  les  rayons  réfléchis  font  eonvergens  ^^ 
quand  il  tombe  en  dedans  ils  font  divergens,.  6c  quand  il  tombe 
fur  la  circonférence  ils  font  parallèles. 
'  Si  Ton  coupe  le  rayon  MC  delà  développée  (Ji(j.  iij*)  e«u 
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'éeut  parties  égales  au  poiiit  K^  6c  que  fur  la  partie  MX  on  dé- 
crive un  cercle  qui  coupe  ME  en  Z  ^  l'angle  MZX  fera  droit 
de  même  que  Tangle  C£M ,  donc  ZX  fera  parallèle  à  £G>  6c 
par  oonféquent  à  caufe  des  triangles  femblables  MZX  >  M£C 

on  aura  MZ  =  ZE  :ti=:iME=i  a,  donc  Ci  dans  PM  ^  -^^^ 

il  fe  trouve  j^  plus  grapd  que  t^>  1^  point  B  tombera  Hors  do 
Ta  circonférence  du  cercFeZMX  Aies  rayons  réfléchis  feront 
convergens ,  parce  que  les  MP  étant  pofitifs  feront  du  côté  de 
là  concavité  dé  la*  courbe  AMD  >  fi  j^  eft  moindre  que  \  a  le 

J')oint  B  tombera*  dans  l'aire  dii  cercfe  ,  6c  les  rayons  réfléchis 
eront  divergens  5  parce  que  les  itlP»  négatifs  feront  fur  le  jpro- 
Ibngement  des  rayons  réfléchis  du  côté  de  la  convexité  de  la 
courbe  ^  enfin  Ci- y  =7  a  le  point  B  fera  fur  la  circonférence  du* 
cercle  y  ôc  les  MP  feront  parallèles  ou  infinis  ^  parce  qu'alors 

oa  aura  ^ ,-  MP**- 

Tfj,  Si  la  ceurbd  AMB  (Fig.  tt6\)'  eft  convexe  du  côtédd 
point  B ,  le  rayon  MCde  la  développée  tombera  de  l'autre  côté  , 
ainfîBM  fera  négatif  par  rapport  à  ce  rayon,  ôcles  perpendicu-^ 
feires  CE ,  C^,;CH  ,^  ch  ^  tirées  fur  les  rayons  incidens  6c  réflé- 
chis ,  tomberont  fur  leurs  prolongemens  du  côté  de  la  concavi* 
fé;  or  oh  ttouvera  de  même  que  ci-defiusBM-HME,  BM:  : 

MPH.PH,MP,donc -^a^-a^-yri^^^^ 

==MP^  ainfi  MP  fera  pofitive ,  ou  du  côté  de  la  concavité ,  6g 
par  conféquent  les  rayons  réfléchis  MO,.  iwV >. feront  dîvergens 
au  côté  de  la  convexité» 

1^4.  Si  le  rayon  incident  BMr  touche  la  coUrbfc  aupbînt  My- 
le  rayon  réfléchi  fera- le  prolongement  derincid«nt ,  6c  l'on  aura 
ME  OU'  MP::=o ,  ainfi  la  cauftique  touchera  la  courbe  au  poinfr 
M  i  de  ménfie  fi  le  rayoa  de  la  developpée^eft  nul  au-poini  M  / 
en  aura  encore  ME,  ouMPs=:o ,  ainfi  la  cauftique  toi»chera  lo 
rayon  réfléchi  au  peint  M  :  enfin  fi  le  rayon:  CM  de  Is^  develop-- 
pée  eft  infini  ^  la  ckoite  ME=^  fera  infiniment  grande  f  6c  BM 
^=^y  étant  infinimeiK  petite  par  rapporta  ME  ^^  fera:=o  ;î  donc 
efl^çant  dans  la  formule  de  MP  le  te^me  7y  ,  oi>i,  aura.  MP 

=s=r^=="Zj:^',  c'ieft-à-dîre ,  que  lorfque  fe  point  B  eft' tt>tifrné 
du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe  ,  JVfl^  doiffe  prendre  dfef 
iautrecôté,.  6c  par  conféquent  les  rayons  réfléchis  font  divei> 
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gens  5  '&  quand  B  eft  tounié  du  côté  de  la  convexité  ,  MP  eft 
poiuii:  par  rapport  au  rayon  MC  ,  puiiquil  eftduméme  côtéqo» 
ce  rayon  ^  âc  lesrayoïis  réfléchis  font  encore  divergens» 

i  y  5"  •  Si  la  courbe  AIVID  {Fig^,  1 1  j,)  eft  une  parabole  qoarrée  , 
&  que  le  point  B  £dk  vu  foyer  ,  les  rayons  réfléchis  PM ,  pm,  &c» 
font  parallèles,  &  pa;:  conféqueot  les  MP  font  infinis  &  la  eau* 
ftique  eft  nulle  ;  car  par  la  nature  de  cette  courbe  Pangle  BMT 
fait  par  une  droite  BM  menée  du  foyer  au  point  M  avec  la  tzxx^- 
gente  qui  paffe  par  ce  point ,  eft  égal  à  Tangle  PMV  ;  que  fait 
|a  même  tangente  avec  le  diamètre  qui  pafTe  par  le  même  point 
M ,  donc  le  rayon  réfléchi  PM  eft  un  diamètre  ;  or  tous  Ict 
.diamètres  de  ta  parabole  font  parallèles  ^  donc  to^s  }es  rayons 
réfléchis  font  auflî  parallèles. 

iSS.  Si  la  courbe  AMD  {Fig^  ii8.)  eftunç  demî-EUîpfe ,  6c 
i5[ue  le  point  B  foit  à  lun des  foyers ,  les  rayons reflçchîs  fe  ren* 
contreront  tous  à  l'autre  foyer  P  y  ainfl  ces  rayons  feront  con^ 
veigcnSf  6c  la  cauftique  fera  un  feul  point  P  ;  car  par  la  nature 
de  cette  courbe  l'angle  BMT  fait  par  une  droite  BM  menée  d^ 
Tun  des  foyers  au  point  M  avec  la  tangente  à  ce  points  eft  égal 
fi langle PMV  fait  par  Ijêi  mên^e  uûigeute  6c  la  ligne  MP iuené^ 
à  l'autre  foyer^ 

lyy.  Si  la  courbe  AMD  (F/ç.  i  ip.)  çft  unchyperbole ,  6cqiio 
ie  point  B  foit  l'un  des  foyers  y  les  prolongenfiens  des  rayons  rei- 
fléchis  iront  tous  aboutir  à  f  autre  foyer  P  ,  ainfî  h  cauftique 
pe  fera  ou  un  feul  point,  ôc  les  rayons  réfléchis  feront  divergens; 
car  par  la  nature  de  cette  courbe  Tangle  BMT  ^  fait  par  une 
droite  BM  menée  du  foyer  avec  une  tangente  TM  au  même 
point  M  eft  égal  à  langlê  TMP  fait  par  cette  tangente  6c  par 
«ne  droite  MPb  menée  à  1  autre  foyer  ;  or  fi  Ton  prolonge  h 
droite  PM  en  R  l'angle  RMV  fera  égal  à  Vangle  TMP  qui  hû 
eft  oppofé  au  fommet ,  donc  l'angle  RMV  étant  égal  à  Tangle 
d'incidence  BMT ,  eft  par  coijféqucnt  l'angle  de  reflexion,  6c  la 
<hroite  MR  eft  le  rayon  réfléchi  ;  àonc  le  prolongement  des  rayons 
^réfléchis  aboutît  en  P,  6c  ces  rayons  font  divergeas. 

iy8.  Si  la  courbe  AMD  {Fig.  iao.)eft  une  parabole ,  &  que 
f  on  fuppofiei  que  le  point  B  d'où  partent  les  rayons  incidens  (oie 
Infiniment  éloigné,  ces  rayons  incidens  ferotit  parallèles  entr'eu^ 

6c  perpendiculaires  à  Taxe ,  donc  dans  la  formule  MP=  — ~j 

^  ÇrandpSt  ^  fer^  »;=  9  ;  ç  çft-^-fe  la.  droite  MÇ  (Fi^.  1 1^}  fei^ 
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Sofiiument  petite  par  rapport  à  BM  ss=:y  ^  donc  effaçant  le  tenue 

f^ayon  aura  MP  =  5!  =  2.  ^^  c  efl  pourquoi  on  prendra  la  moi- 

dé  ML  (F/ç.  120.)  du  rayon  MG  de  la  développée ,  &  du  point 
L  on  mènera  une  perpendiculaire  LI  fur  ME,  &  les  triangles 
fetnblables  donneront  MC ,  ML  :  :  ME ,  MI ,  &  par  conféquent 
MI=^ME:^=7^^  on  portera  donc  MI  fur  le  rayon  réfléchi  de 
JSI  en  P  ,  &  le  point  P  fera  un  point  de  la  cauûîquc. 

Ou  bien  on  fera  attention  que  A  le  rayon  incident  paxtoit  du; 
£3yer  H.,  le  rayon  reflecM  MKferoit  parallèle  à  Taxe  ôc  infini  > 

Hnfi  dans  la  formule  ■  ^L' y  ^^  dénominareur  2y — a  ferait  égal 
à  zéro ,  c*eft-à-dîrc  2y  —  a=  o  ^  d'où  l'on  tireroît  2y=^a  ,  &  y 
=^T^r  c'eft-à-dire  MB  (Fig.  H70==5iME;  ainfi  tirant  BL  pa< 
rallele  à  EC ,  le  point  L  couperoit  le  rayon  MC  de  la  dcvelop-* 
pée  en  deux  parties  égales  ;  or  dans  la  Figure  120.  Pangle  HMA 
étant  égal  à  rangle  KMD,[8c  le  rayon  MC  étant  perpendicu-r 
hîre  fur  la  courbe  ;  fi  de  FangledroitLMA  on  ôtéFangle  HMA^ 
&  de  Tangie  droit  LMD  langle  KMD,  Fanglc  rcftant  HML- 
icra  égal  à  Fangl^  reftant  LMK  ^  par  la  même  raifon  l'angle 
LMI  eu  égal  à  Pangle  LMP ,  ainfi  â  à  l'angle  LMH,  on  ajoûrei 
rangle  LMP ,  la  fomme  HMP  fera  égale  à  la  fommc  IMK  de^ 
angles  KML^  LMI;  or  l'angle  IMK  eft  droit ,  donc  l'angle 
HMP  eÔ  droit  ;  donc  élevant  en  H  la  perpendiculaire  HL  6c 
feifant  MP  égale  à  HL ,  le  point  P  fera  à  la  cauftîque  ;  car  Ic^ 
point  L  étant  le  même  que  nous  venons  de  trouver  par  la  ma* 
niere  précédente,  fi  l'on  mené  la  droite  LP,  elle  fera  parallèle 
à  HM,  &  par  conféquent  perpendiculaire  fur  MP,aùifi  à  çaufc- 
des  triangles  femblables  MPL  y  MIL ,  nous  aurons  MP  ^^^  M£ 
de  même  que  ci-deJlus«^ 

1  yp^  Pour  trouver  k  peînrP  {Fi^.  tiT^  ào  la  catiftfqGe ,  qui 
eft  lé  plus  âqigné  de  l'axe  de  la  parabole  ^  il  eft  vifibie  que  la 
layon  reâechi  qui  touchera  la  caulâque  en  ce  point  fera  pacalle^ 
Ifc  à  Taxe ,  &  que  par  conféquent  l'angle  HMr  fait  par  le  rayon* 
mcident  &  parle  refleclii  fera  droit ^i  e»  fbppofant  toùjoacs  que' 
le  point  B>  d'où  partent  les  rayoâ$  iitcidens,  eft  infiniment  éloî- 

thé  ;  donc  Tangle  CMH  fait  par  le  rayon  incident  &  te  rayonf- 
IC  de  là  développée  fera  demi-droit,  d'en  il  fmr  que  daiis  fe: 
triangle  reûangle  HMQ  ,  Taurre  angle  HQM  fe»  auffi  demi- 
droite  &  l'on  aura  MIi=HQ;,;c'cft  pourquoi  fi  Foîi  mené  nn^ 


^.^o  'Le   Calcul  Différentiel; 

autre  rayon  incident  hm  infiniment  proche  ,  les  triangles  (em2 

blables  mKm,  QHM  donneront  MR,  Km;  :  HQ  ,  HM,  ^ 

{)ar  çonféqjient  MR  =  Rwaou  dx=^dy  ;  û  nous  prenons  donc 
'équation  j^=^.^A?  dp  la  çouçbe  AMD  dontia  différence  eft  ayif 

:^=:^adxQ\x  ^  =  7^  ;  XioijLS  autoiîs  ^n  mettant  au  lieu  de  ay  f». 

yaleur  2/^,  dyz=:~^  ,  acinfi  —  =^a:  ;  donc  V^^  ==  ^v^« 
xi^r^  d'où  lou  tirç  ^  =  2^^^^,  ^^  =  4^1^:,  &:v=|  a ,  c'eft-à^ 
dire  que.fi  l'on  prend  AH=^tf ,  ou  fi  Ton  mené  du  foyer  1} 
tin  rayon  incident  HM ,  le  rayon  réfléchi  MP  fera  parallèle  à 
taxe,  &  touchera  le  plus  haut  point  4e  la  cauftique  y  or  fi  nogl( 
çonfidérons  le  rayon  HJVJ  comqie  ayant  toji  point  B  en  H^ 
oous  avons  vu  ci-deffus  qu'élevant  pu  H  la  perpendiculaire  HQ 
çlie  coupera  le  rayon  MC  de  la  développée  en  deux  parties  éga-^ 
les  en  Q ,  donc  le  point  Q  étant  le  rnilieu  du  rayoïj  MC  le  point 
ti  doit  être  le  ^milieu  de  ME  {N.  152.)^  &  pjir  conf^quentMH 
=5  i  ME  ?=  T  ^  *  îiii^fi  portant  Ja  grandeur  MH  de  M  en  P  le  point 
J^  fera  le  poiijt  où  le  rayon  réfléchi  touche  la  c^uftiqjae. 

Il  eft  évident  que  MP  =HQ  ,  or  HQ  étfllht  la  fouperpcndîr 
culaire  eft=^  ^  6c  AH  étant  la  diftance  dû  foramet  au  foyer  eft 
J^a  y  donc  AQ=  AH-i-HQ-f-^^-h.i^=|  a  ,  donc  fi  Toa 
prend  AQ  égal  aux  trois  quauts  duparamçtte,  &  qu'on  élevé  la 
perpendiculaire  PQ  le  point  P  fera  le  plus  haut  point  de  la  caur 
ftique. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  déterminer  le  plus  haut  point 
ide  la.cauftiqiiea  l'égard  delà  parabole  fert  égalenient  pour  les 
^utres  courbes  en  employant  leurs  équadions» 

160.  Pour  trouver  le  point  P  (Fig.  122.)  où  la  cauftîque  coupe 
Taxe  de  la  parabole  je  nomme  le  rayon  réfléchi  MP  =^  ;  dans 
le  triangle  ïîMP  l'angle  HMP  étant  coupé  en  deux  également 
parle  rayon  MC  4e  la  développée  ,x)n  a  ïïM  >  MP;  r*  HQ/QP  J 

pr  HQ  étant  lâi  foupeypendiculaîre  efl  ^  ^  doncj^  ^t::^^  ^   ^ 

:==PQ,  doncHP==HQi-PQ:«^^;^^     m^k  le  tyiangla 

KM?  tot  reaangle  ona  HP==MP— MH,  4onç  H]?=rr 
r^yy ,  &  HP ^==^Vtt — yy '^  àonc^^^?^^^? t=:f/t$ — yy^  & éJcvaiit 

ÏPi^t  au q^uarré,  j'aiîî^:±^.l^  =  tt^yy,  &  multipliant 


BT  LE  Calcul  Intégral,  LivreII.  ^6t 
fzr  iu^  puis  divifant  parf-+-^.,  )'zitdy*'^ydy*  =  îdx^ — ydx*-  ^ 
d'où  je  tire /==^±l:iiiV  ;  ôr  MP=f  =  Ml  =  ia=i  ME, 

&  par  le  Chapitre  précédent  ME  =  *l^^/^'  y  car  ceft  la  for- 

mule' pour  trouver  le  rayon  de  la  développée ,  donc  ^J'-j^^^ 

ux    —^  uy 

*=  —^-iss^^  ^  P^^  conféquent  —  2yddydy^ — 2yddydx^^=dx^ 
"^r-dy^y  &  divifant  tout  par  dx^  -^dy^ ,  on  aura  —  :tyddy:=:dx^ 
"—ay^y  OU  dy^ — 2yddy  =  dx^ ,  &  ceci  eft  une  formule  qui  peut 
fervîrpour  toutes  fortes  de  courbes  en  employant  leurs  équations 
^tlnfi  que  nous  allons  faire  en  employant  celle  de  la  parabole. 

L*équatîon  eft  donc^^  =  ^  >  ou  y  =  x"*  en  nommant  le  para- 

inetre  =  i ,  fe  différence  ëft  //y = {•  x  *  ix,  donc  dy^z=^x    dx^ 

&  fuppofant  dx  confiante  ^  on  a  ^iy  == — \  x'^   dx^  j   mettant 

oonc  ces  Valeurs  dans  la  formule  &  la  valeur  x  *  de  ^  |  on  aura 

^x  dx^  -f-  \x  dx^  s^  dx^  ;  &  multipliant  tout  par  x  puis  divifant 
par  dx^  on  aura  \  rt-^  =  x ,  ou  x=^\j  c  eft-à-dire  >  que  fi  fur  AH 
égal  aux  trois  quarts  du  paramètre  j  on  élevé  le  rayon  incident 
IdJAj  le  réfléchi  MP  touchera  {a  caufTique  au  point  où  elle  cou-; 
pc  Taxe, 

i6\.  Pour  trouver  la  nature  delà  cauftrqueoule  rapport  de 
fes  ordonnées  OP  à  k%  abfcifles  AO  (F/^.  123.)*  J^  mené  le 
rayon  incident  HM  &  le'  réfléchi  MP  que  je  prolonge  jufqua' 
ce  qu  il  coupe  Taxe  en  R  ^  je  nomme  MR=/>  OP=z  >  &  AO 

:=«  ,  HM  =^  ,  AH  =  a:  ,  HO  =  ^^  ;  dans  le  triangle  HAfR 
îangle  M  étant  divifé  en  deux  parties  égales  par  la  droite  MO , 
on  aHM,,  MR  :  :  HO ,  OR  ,  ou;^  y^'^^^tj  Tx  =OR;dbhc 
HR=HO-hOR  =  ^:^^^  ;  mais  à  caufe  du  triangle  redan-^ 


dx 

.a 


glcMHRona  HR=MR—HM=»— 3jy,  doncHR  =  v^« 
—  ^  yjx^  j,^^  j.^^  tire  comme  ci-deffus  t  =  ^^!^,  ôc  " 

Sipjtant  cette  valeut  de  t  dans  HR=s=  ^^^^.—^ ,  on  aufa  HR 
==i5r^r»  jemenePS  paraUdeà  l'axe,  &  les  triangles  fem^ 
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3  «fa  L  É  C  A  L  eu  L  D  tr  v  E  r  fn  t  il  l; 

blables  HMR ,  SMP ,  donnent  MR,  MP  r  îMH, ^S ;  oiMP? 

éftêgal  à4Clf,f' ^7^  j  aitifï  qu'on  a  tû  ci-<kffu$,  donc 

r^SH^MH— PO=;^— 2;  donc;^— z==:4r5:^»«^«=J^ 
H-^^'— '^'z  les  mêmes  triangles  donnent  MH>  MS:.:HR  SR 

s=AO  —  AH=»— ;c^donc  «—«  =  ;^  &«=**-*- :r33;> 
ces  expreflions  de  a  &  de  «  font  des  .formules  pour  toutes  le», 
courbes  ei\  employant  leurs  équations  alnfi  que  nou^  allons  faire; 
po{if  la  parabole. 

L'équàdon  de  la.  parabole  étant  ^jî'ês:»  ou  j'teîs*"?'/  on  a  4l^; 

=si«~^<ijr,iy»a=i*-  dx*  t  6c  en-  fuppbfant  dx  conftante  ddy 

;s='ijr  •  dx*^  ;  mettant  donc  ces  valeurs-  &  la  valeur  x  »  dej^  dawi 


ïiBîf^ Valeurs  dSe  z  &  de  w ,  nous  aurons  z  *»«  *-*-- 


• 
«fa* 


ix   »<<«»- 


'^===«•^-1-1*» — 2»*=|*'5' — 2A:»,oubicnenéIeT 

va^f  tout,  stti  quarcé  ,  z»  =:  |^*. —  tfJcAr  -+•  ^^5  ,,  6c  »  *=  x 

H — Hmi — 5=^-H^=3Ari  donc;tfa=:^»a  &  mettant  ccttcc 

valeujB  de  x  dans  celle  de  x*,  on  aura  à*  =f;« — fi^  H-^^  »?  >. 
&  comme  noxis  avons  fnppofé  le  paramètre  égal  à  Tunité,  finous;; 
appelions  ce. paramètre  ^>  &  que,  pour  rendre  homologues  toos" 
les  termes  de  réquation.s*=r=^f<  —  f  ««^-Y/ii^ ,  nQUs  moirî- 
plions  les  termes  par  a  autant  qu'il  le  faut,  nous  aurons  42* =J{ 
aau  ^^yauu^  ^^^  u?,  6i  cette  équation  exprimera  la  nature  de  la. 
cauftique^  ...     * 

062.  Qùané  Ta  courbe  AMD  eft  géométrique  y  on  peitt  ton* 
;ourt  troftvet  une  ligne  droite  égale  à  la  cauûiquc,  car  par  exem- 
fie i^  pour  B?^oit  la  valeur  dfc  l'arc AP(Fi^;  ^SA  ^  nous  favon*. 
que  la  différence  de  tous  les  rayons  incidens  ,  dçpuis  J'originc  A 
j^tts^lidsfférericç  de  voà^  ks  rayons  réfléchis;  eft  égale  àcctarç: 


ET   LE   OAh'Clfh  lt*TtGKJtLj   L.ir^Eiî.      jtfj 

(A^.  i;o.);  br  le  rayon  incident  auppint.Aeûzecpi  de  n^ême 
que  le  rayop  reâectv  ^  <(infi  lafomme  des  difFécences  des  rayqns 
incidens  jufquau  dernier  HM  eft  égale  àHM,  6c Ta  fomme  des 
différences  des  rayons  réfléchis  jufqu  au  dernier  MP  eft  égale  à 
MP  ,  donc  HM-+-MP  eft  égal  à  lare  AP,  6c  ainfi  des  autres. 

163.  Si  la  courbe  AMD  {ftg.  124.O  eft  un  demi-cercle,  6c 
que  le  point  d'oïl  piattent  les  rayons  incidens  (bit  infiniment  ^oi« 
gné  ,  c  eft-à-dire  lî  les  rayons  incidens  HM  font  parallèles  en- 
tr'eux ,  &  perpendiculaires  au  diamètre  Al>  ;  je  fais  que  le  riyon 
MC  de  la  développée  aboutira  toujours  au  centre  C,  6c  que  par 
conféquent  menant  une  perpendiculaire  du  point  C  fur  HM  ^ 
elle  tombera  à  lextrémité  H  du  rayon  incident,  doùil  fuit  que 
HM  =  a  (M  1  î  2.)  i  or  dans  ce  cas  le  rayon  reHechi  MP  «e  Mî 
=v^(A(.  1^8.),  donc  coupant  HM  en  deux  également  en  I  ôc 
portant  MI  fut  le  rayon  réfléchi  de  M  en  P  ^  le  point  P  fera  un 
point  de  la  cauftiaue  ;  6c  ce  point  fe  trouvera  de  même  en  cou^ 
pant  le  rayon  de  la  développée  en  deux  également  ef^Li,  puis 
décrivant  un  cercle  autour  de  ML  pris  pour  diameti^e ,  6c  me*> 
liant  LI  perpendiculaire  fur  MH  ,  ou  LP  perpendiculaite  fur 
MP,  car  Fanglè  MIL  étant  droit  ^  de  même  que  l'angle  MHG 
les  triangles  femblables  MHC ,  MIL  ,  dcmneront  MG ,  ML 
:  :  MH,  MI ,  dont  MI==iMH=T  ^  »  &  oii prouvera aifément 
queMP  =  MI=i/f. 

,  Quand  le  rayon  incident  MH  paffe  par  le  centre  C ,  le  rayon 
réfléchi  tombe  fur  RO,  car  Pangle  d'incidence  CR A  doittou-* 
jours  être  égal  à  langle  de  réflexion  CRD  dont  le  point  où  la 
cauftique  coupe  CR  doit  être  le  point  O  qui  coupe  ÔR^n  deux 
également. 

Quand  le  rayon  réfléchi  eft  parallèle  à  Taxe ,  le  point  P  eft  le 
plus  I^aut  point  de  la  cauftique  ;  or  en  ce  cas  langle HMP  étant- 
droit ,  Tanglc  HMC  eft  demi  droit  >  6c  par  conféquent  ttCM 
eft'aufli  demi  droit  ;  donc  HM  eft  alors  le  finus  de  quarante-cincj 
degrés  ,  ainû  leplus  haut  point  de  la  cauftique  repond  au  rayon 
incident ,  qui  en  le  fînus  de  quarantc^cinq  degrés. 

La  pottion  AP  de  la  cauftique  eft  triple  du  dernier  rayon  ré- 
fléchi MP;  car  cette  portion  eft  égale. à  MH  -iHMP  ,  comme 
on  a  vn  dans  larticle  précédent ,  6c  MH  êft  double  dcMP  i  donc  , 
6cc.  De  même  la  portion  APO  eft  triple  du  jdecnter  layon  refle*- 
chi  RO ,  6c  par  conféquent  elle  eft  égale  à  -^RC  ;  d'oà  il  ûnt  qua 
la  cauftique  entier*  AOD  dk  ég^Q  à  iB£  ^  jRiC  ^iOcft^^re 

Zzij 


que  h  cauftîquè  eft  triple  du  rayon  du  demt-cercle. 

Si  4u  centre  C  Ce  da  rayon  CL  on  décrit  le  quart  de  cercfc 
SLO ,  Tare'  1  O  févi  égat  à  lare  LP ,  car  Féngle  LCO  étant  égal 
à  fcHi  alterne  CMH,  eft  auffiégal  àCMP«=CM»^^  mais  l'an- 
gle LCO  vaut  lare  LO ,  &  Fangle  CM?  vaut  la  moitié  de  Tara 
LP ,  ôc  lare  LO  c(lV à  la  moitié  de  Tare  LP/comme  le  rayon 
.  LC  eff  àtr  rayon  |  ML  ;  mais  LC  eft  double  de  \  ML ,  donc  LO 
Teft  double  'de  |  LP,  ^  par  conféquent  LO  =  LP  ;  or  comme 
cela  arrivera  par  tout,  il  s'enfuit  que  la  cauftique  APO  eft  un© 
roulette  qui  fcroît  djécrîte  par  un  point  fixe  P  d'un  cercle  MLF 
qui  rouleroît  de  O  en  S  fur  la  circonférence  OLS  d'un  quart  do 
cercle  dont  le  rayon  feroit  double  ;  ces  fortes  dé  roulettes  s  ap-» 
Relient  ^pîcî^clWdes ,  &  nous  en  parlerons  plus  bas> 

154.  Si  la  courbe  AMD  eft  un  demi-cerçle  (JFig.  i2jO  ,  maïs, 
que  les  rayons  incidens  partent  tous  d'un  même  point  A ,  je 
mené  de  I  extrémité  C  du  rayon  MC  de  la  développée  la  droite 
Cl^pèrpendiculaire  fur  le  rayon  incident  AM  ,  &  par  confé- 
quent MI=  a  i  or  par  la  propriété  du  cercle ,  AMeft  coupé  en 
deu;ç^également  au"  point  I,  doncjj^  =  2a>  &  mettant  cette  va- 
leur de  ^  dai|s  MP  =  j-^,fai  MP=jyi  prenant  donc  MF, 

égal  à  un  tiers  de  MA>  le  point  P'eft  un  point.dc  la  cauftique,  : 
Quand:  le  rayon  incident  AM  tombera  fur  AD  ,  le  réfléchi 
tonrfieta  fur  DR ,  &  par  conféquent  DR  =:fesf  AM  ^  donc  k 
caoflîqire  cofepcf a  le  diamètre  en  R  &  Ion  aura  CR=*=  f  CDi 

Quand  le  rayon  incident  AM  fera  égatau  rayon  AC  dudeniî^ 

cercle  y  le  rayon-  MP  fera  parallèle  aa  diamètre ,  car  Panglo 

AMP  fera  alors  Tangle  de  l'exagone  infcrit  ;  donc  le  point  \o 

plps  ^levé  de  la  caoftiq^e  repond  au  rayon  incident  égal  au  rayon. 

•dtt  demi-cercle« 

.Sil'oa  prend  CL  égal  au  riers  du  rayon  MC  delà  développé© 
6c  qu*on  mené  LQ  parallèle  à  CI ,  &  par  conCéquentperpendi^ 
culaire  àMA,  les  triangles  femblables  MIC^  MQL  donneront 
MC ,  ML  :  :  MI ,  MQ;  donc  MQ  fera  Iw?  deux  tiers  de.MI  ou 
k  tiers  de  MA  ,  ainfi  on  aura  MQ=MP ,  &  menant  LP,  le 
triangle  MPL  fera.rcaangle  &  égal  au  triangle  MQL ,  donc  0 
fur  ML  pris  pour  diamètre  on  décrit  unrcercle ,  la  dvconférenco 
de  ce  cencle  paflcra  par  le  point  P  ,^  &  de  plus  ce  cercle  fera  égal 
au  cttdc  du  rayon  CL,  ce  qui  eft  évident. 
J-'arclil  Aidcim-cercde  TLR  eft  ég4  à  rarçilJP  du  cercle 


ET  LE  Calcul  Iwitegeal.,. Liy !|e  IL  jhS^ 
PQL  jcarTangleMCR  étant  externe  au  trianglf  ifofcele  AC3VI, 
vaut  le  do«ble  cJeTangle  AMC,  ainft  U  wut^  Faijgiç  AiVlP  j 
mais  l angle AJVJP  vaut  laçc  PL,  ôc  i angle  LGR.vputlarci^R, 
4onc  à  caufa  idc  Végalité  des  cercles  ,  les  dqqx  ^cs  PL,  LR 
font  égaux  p  &  comme  cela  arrivera  par  topt^  il  s'enfuit  qi|e  la- 
cauftique  AJPR  eft  une  roulette  qui  feroît  formée  par  un  point  P 
d'un  cercle  qui  rouleroit  de  R  ca  T.  fur.  la  circonférejace  d'unr 
demi-cercle  RLT,  dont  le  rayon  CL  feroitde  mêjjae  grandeur 
4lP  le  rayoo  du  cercle  roulant» 

Des  Gauftiquffs^  par  refiaÛîotr. 

i6$.  Lorfquun  corps  rcpréfenté  par  le  point  A  {Tig.  \q:6.) 
tombant  obliquement  fur  une  furface  repréfcntée  par  la  droite 
BC ,  paffe  à  travers ,  &  prend  une  nouvelle  direction-  PF  ou  PE 
qui  s'approche  ou  qui  s'éloigne  delà  droite  PQ perpendiculaire* 
fur  la  furface  BC ,  ce  changement  de  dire£lion  s'appelle  r^rac^ 
tion.  ' 

1 66^  L'expérience  fait  voir  que  Ir  le  corps  'm(\:  rencontre,  au. 
paflage  de  la  furface  BC  un  milieu  plus  épais ,  fa  direâion  DF 
approche  de  la  perpendiculaire  PQ ,  ôc  s'il  rencontre  un  mîliéa 
moins  épais  fa  aireâion  DE  s'éloigne  delaperpendiculaieePQ, 
l'angle  ÀPD  ou  fon  égal  HPQ ,  que  1»  première  direftion  AH 
Eût  avec  la  perpendiculaire  PQ  ^  fe  nomme  ai^le  d  mridMlv  , 
&  l'angle  FPQ  ou  EPQ  que  la  féconde  diredion  PF  ou  PE 
£ût  avec  la  perpendiculaire  PQ  fe  nomnoe  angle  de  refraBim  r 
on  démontre  dans  la  Dioptrique  que  le  finus  HR  de  Tangle  d'in-» 
cidence  eft  toujours  en  mém#raifon  au -finus  FQ  ou.ES  de  Pin* 
gle  de  refraâioa }  par  exempte  y  fi  des  rayons  de  lumière  <)ui 
partent  d'un  même  points  pafFent  de  l'air  dans  le  verre^oH  a. 
trouvé  quele:lmus  de  Tangle^  d'incidence  eft  au  (kitis  de  l'^ngler 
de  refiraâion:^  conune  3  à  2  ^  fie  ainfi  des  autres» 

Quand  le  cotpà  ,  ou  le  rayon  AP  eft  perpendiculaire  fût 
la  Xurface  ou/fur  la  ligne  BC  ^  la.  dkeâion  ne  change  point  au^^ 
paflage.  ^  '     .   /  > 

1 67*  Si  pliifitnirs  rayons  BA ,  BM ,  BD  (  ¥ig.  1 27^  )  '4uî  par^ 
lèat  d'un  même  point  viennent  à  rencontrer  une  dxoite  ou  coi»^ 
be^AMD  i  &  qu'ayant  mené  aux  points  A  y  M-^  D  des  perpen-» 
diculaîres  AH  ,  MC ,  &c.  à  la  courbe  ,  les  rayoïfs  BA  ^-BM^ 
BD  i&  lompeikDaiLf  af&gc  èa  appuchatitoo  en  sékM^nàu^^dêi. 

^  2éZ  ii j^ 
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perpcndiodaicca  y  en  (btre  qae  le  (inus  CE  de  l'angle  (fînci^ 
dence  CMË  foie  toujours  au  finus  CG  de  l'angle  de  refraâiea 
CMG  en  même.raifon>  par  exemple-cxiTaifonde  m^  nia  courbe 
H^N  que  les  rayons  4:ompus  toucheront  s^appellera  cantique  par 
ré/raÛion. 

De  mêrue  (  Jf/^.  laS*)  la  courbe  HFN  que  les.  prolongement 
des  rayoni^  xonipi^  toucheront  fera  auffi  appelliée  canjhque  par 
.réfràéiionm  .  .    * 

1 68*  oi  Ton  conçoit  que  le  rayon  AH  (  Fig.  127*  )  qui  ne  ftarf» 
fre  pobt  de  réfraction  ^  parce  qu  il  eft  perpendiculaire  fur  la 
jcourbe  AMD  foit  un  fîl^  êc  qu'avec  ce  iii toujours  tendu  on  ei> 
veioppe  la  cauftique  HFN ,  Textrémité  A  décrira  une  courbe  de 
xleveloppement  ALK  ^  ôc  Chaque  rayon  FL  de  la  développée 
HFN  qoLcft  la  même  que  la  cauftique  fera  égal  au  rayon  AH 
inoJnsrarcFH^ouLF-^FH«AH,de  mêmcKN-*-NH 

1 69.  Si  Ion  mené  un  autre  rayon  incident  infînimettt  proche 
Bœ> un  autre  rayon  rompu  m¥  ^  une  autre  perpendiculaire  hjC, 
&4}ue  des  cenctii»  3  ^  F  on  diécrive  les  petits  arcs  MR  >  MO  ^ 
W, petits  tm^gks  reâanglea  MRm,  MOm  feront  iemblables 
aux  triangles  rettangles  MEC ,  MGC  ;  car  fi  des  angles  droits*^ 
CMm  j  ëMR  on  retranche  l'angle  commun  £Mm  1  Tangle  aigu 
reibnt  EMC  fiera  ^al  à  langle  aigu  reliant  mMR  >  donc  les 
triangles  reâangles  MRm,  MEC  ieront  femblablcs  ;  de  même 
fi  de^aogles  droits  CM^ti  ^  GMO  >  on  ôte  i  angle  comniun  GMm^ 
l'angle  aigu  reftant  CMG  fera  ^al  à  Tangle  reftattt  MmO,  fie 
par  conféquent  les  deux  triangles  reâangles  CMG/mMO  £e« 
xont  (embfables^  donc  Rm^  Ont  :«  CE ,  CG  ;  or  CE ,  CG ::m, 
n  par  la  fuppofition  y  donc  Rm^  Omi:  m^n^  . 
*    170.  Si  ion  conçoit  que  du  point  B  foient  menés  des  rayons 
*  inddeufiirtcms  les  prâitsde  l'asc  AM  y  ai  que  de  tous  les  points 
deJ'arc  FM  de  la  cauftique  correlppndant  à  lare  AM  foîeitf 
menées  des  perpendiculaires  fat  Taxe  correfeondant  AL  de  la 
ligne  AK  ^m  cft  la  ligne  de  développement  de  la  caoftique  >  h 
fbmme  des  diâërençes  des  rayons  incidens  fera  à  k  fomme  des 
diâiéitfices  dei  parties  LM  despcrpen^icnlatœs  Comprifes  en- 
tre les  courbes  AK>  AD  comme  m  eft  à  Jii  car  R»  elt  b  dJÉ^ 
f  enœ  èc  BM  y  Qm  dk  la  diiîércnce  de  LM  y  mass  la  diffià:enca 
de  tous  les  rayons  kicidesiseft  BMt— BA^  c'eft-à-dire  le  plA9 
gpiiABMjXÊQÙtaii^xnûmd^  de  tous  les 
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LM  eft  le  pkds  grand  LM.moios  le  moincke  qui  tSt  zer»  au 
point  A ,  doac  BM-^j^i  LM  :  :;n  j  ;?« . 

171.  Lafomme  4e s  différences  des  rayons  încîdens  fur  Parc 
AM  cÛ  au  rayon  rompu  AH ,  moins  l'arc  HF  que  ce  rayoïi  en- 
veloppe pour  parvenir  fur  MF,  moins  encore  le  rayon  rompu 
MF  comme  m  eft  à  n  i  car  nous  avons  BM  —  BA,  LM  :  :  w . 
ii;  maisLF-HFH=AH,&LM=LF-4-FH  — MF-^FH 
=  AH— MF— FH,  donc  BM-BA  ,  AH  — FH  — FM 
iMTiy  n. 

'  172.  L'arc  FH  èc  ta  cauftiquc  corrcfpondant  à  Tare  AM  eft' 
égal  à  la  différence  négative  des  rayons  incidens  multipliée  par 

la  fraâion  £ ,  plus  la  difi&ençe  poiltive  des. rayons  rpxq^ijs»;  <»r' 

par  le  nombre  précédent  nous  avons  BM  — BA  y  AH— ^ti'^ 

—  FM:  :  m,  n ,,  donc^BM  —  «BA=:mAH— ^FH— mFM ,, 

«c-  BM—  "  BA=AH— FH  — FM  ,  donc  FH  =  AHr 

—  FAI-+-£  BA  —  .^BM  i  &  pdui:  ne  pas  fetrotnpex.  ici  dans: 

ces  diiFérences  il  fàtic  commencer  par  le  rompu  qui  envetoii^è 
Ift  cauftique  &  par  le  pienùer  incident ,  c'cft-à-dire prendre  JHW 
r~FM&BA— BAI  .  ; 

Et  on  prouvera  de  la  môme  façon  que  dans  W  Figure  ïaé  ,. 

on  a  FH  s=  AH  —  FM  -t-  - ,  BM  —  ^  BA ,  il  y  a  des  cas/oùi 

ceci,  varie  vja  geu  comme  on  vet^  plus  bas  daiis  lapjJjicatidm 
que  nous  en  ferons  à  la^  parabole. 

Une  Courbe  étant  donnée  avec  le  point  B  ^  trouver. fa,.  .. 
Caujliquefiar  refra^ton.  ^  , 

1731  Soit  la  courbe  AMB  (%.  127.)  que  je  fiippofe  ooifme: 
&  dont  on  fâche  mener  ks  tangentes  y  fur  un  foiiat-  quelconque: 
JVi  je  mené  le  rayon  mcident  BM  y  le  nyoa  MG  de^  la  dcve^r 
loppée  >  &  le  rayon  rompu  MF ,  je  prens  Tare  infiniment  petit 
mm  6c  je  mena  les  miroites  Bm,  Cm  y  fie  Fut  &  fuppoÊin^  <me: 
lé  point  F  e(l  tmxxàéfjo  décris  les  pedtsr  ascs  MK^  \MOsat» 
cçnnres  B ,  F  ^enfia-menant  les  perpendiculaires  CE ,  C^ ,  CQ  ,^ 
Cg  fur  les  rayons  incidens  &  fur  les  rompus;  je  riomme-BAÈ 
«7,  ME  =  a,MG«tA,&MR;=«^x. 

K  caufo  dcst ttiapgles.  femblables  MEC  ,.MRm^oà:  é  im^p 


convcrgensj.maisfi  la>alèurdeF  eftn^açiyfbJe  powt  F/e» 
de  lautre  côté  4u  point  M^  c  eft-à-dire  quil  Çai»d»pi^i>d»,^IF. 
fur  le  prolongement  du  rayon  brifé  i  ôc  ainft  les  rayons  brifés 
ieronc  dîvergens.  '  '    \ 

Mais  quand  lit  codAe  eft ''concave  du  coté^du  ppftit*B^(^l^; 
•128.  )  fi  la  valeur  de -MF  eft  pofuive  il  faùdrt  la  p^ehdpe/urdtj 
Prpiongement  des  rayons  brifés^  pa«ce  que  le$^r4)ioq&  jficulçns 
lont  alors  négatifs ,  ainfî  les  rayons  brifes  feront  divçKgens ,  fie 
fi  MF  eft  riégâdveon  là  prendra.  Fur  les'  rayons-briféç  /^^ces 
rayons  feront  cohvergens.  "'      ^       .  •     . 

177I  Si  la  courbe  eft  ConveîteYérs  le^întB  (F.  127.)  ftcOTcm 
foit  moqidçequein  ^ileft  évident  ^ue  leunusEC  deft'angicainci* 
dence  fera  moindre  que  le  finus  CG  de  Tangue. de  iefr^^on  > 
donc  les  rayons,  fcrifés  s'éloigneront  de  la*pefpendiciilHke  ôc  fe- 
ront divergens ,  ce  que  Ton  découvrira  encore  mieux  en  obfet* 

vantla  formule  MF^tt — ^^"^     >    -qui  eft  vifiblemcnt.n^ga- 

999^  — —  4*^  •—  *Mn     •*•     •  '  .  . 

tive  en  ce  cas,  à  caufç  que  a  devient  alors  plus  grand  qiiç^  ^^ 
ce  qui  rend  le  dénominateur  négatif ^  Ôc  fila  courbe  eft  conca- 
ve vers  le  point  B  ôc  que  m  foit  f)lus  grand  que  n  la  formulfe.  de 

ce  cas  MF  =  r- — ^^    —  fera  pofitive  ôc  les  rayons  Jbriféjl;  fç^ 

lont  divergens,  •  :       •  .  - 

i78.Lorfque  la  courbe  eft  convexe  vers  B  (%*•  1^9^)  ftcr^  m 
étant  plus  grand  que  n^ii  fe  trouve  que  MK  eft  motndirç  que 
MH^  alors  HK  eft  pofitive  ôc  MF  aufii,  donc  les  rayons  brifés. 
font  convergens ,  mais  fi  MK  eft  plus  grande  que  MH,  les  rayons 
brifés  feront  dîverc^ens  à  caufe  que  HK  Ôc  MF  feront  négatives  ^ 
enfin  fi  MK = Mil  les  rayons  rompus  fMont  parallelçs ,  puifcui  ils 
ne  feront  nt convergens  ni  divergens;  mais  fi  la  coiirbp  eft  côn« 
cave  vers  E*  ôc.que.m  foiriftoindre  que  ny  les  rayon»  -fompus 
(èront  convergens  lorfque  MK  fera  moindre  que  MH,  <£Krer- 
gens  lorfque  MK  ferst  plus  grand  que  MH  y  ôc  parallèles  lorfque 

i7p.  Lorfque  le  point  B  eft  înfinimèntéfoîgné  de  la  çouîBe  ; 
la  formule  MF  =^ . ^  '  ^^     '  ■  pour  les  courbes  çonv«»es  vers 

oe  .point ,  00  ^,     *]^^  ^^  >  pour  les  côacaws  fe  réduit  à  MR 
'   -  "     "  Aaa 


ET  Ll   CALCUt   ÏMTEGRAtjLfVllà  IL  }?» 

caufb  que  b  dernier  terme  in  du  dénoâiinatexit  devient  înfinimeiit 
petit  par  rapport  aux  autres  où  la  grandeur  infinie^  ie\  trouve. 
1 84.  Lorlque  le  rayon  rompu  MÏ*"  touchera  la  co«fbe  AMI)  f 

iWaMGtA=^^o,ddncMF«:^^yJ|;^^^ 

tonféquent  la  caliAlque  toufchc  là  courbe  A^NEDàd' point  IH 

i8j.  Lorfque  le  rayon  MCdè  là  développée  ell  éjgal  àxero  i 
les  droites  ME ,  MG  font  auflî  égale?  à  zéro  ;  c*elt-à-airé  a  =*=  o> 
^  sac  d ,  donc  MF  ==  o  ^^  •  6t  là  cauftlque  paffe  par-  ie  point  M* 

lid.  Lorfque  le  rayon  MG  de  la  développée  eftinftnî,  les 
dtxntes  ME  y  M&  fbilt'  auffi  infinid»  ,  doâc  àmi^  2tlF 

esT  j — J^^-^aift  l^s  termes  bmy  «-^  My  où  les'^andeof s:  îillinkEl 
^^  ^  ^  ne  font  qu au  pfemitit  degré ,  feixmt  iflfitiimc^f  peiibflpu , 
rapport  aux  terme»  bbmy  ^  aan  oà  cds  deux-  gnrtd^Uâ  fofit  au 

fécond  degW  ,  dbnc  on  âUra  •MF>=i='~S.-;  (feft^à^dirc-^ 

quand  la  courbe  eft  convexe  du  côté  du  point  Ë^  &,^^^v4orf^ 

quelle  efr concave  du  côté  du  point  B  ;  donc  MF  devient  né- 
gative dans  le  premier  cas  yÔc  il' faut  la  prendre  (ur  le  prêloi:^ 
gcment  du*rayon  rompu ,  &  par  conféquent  les  rayons  rompus 
lont  divergcns ,  6c  dans  le  fecond  cas  MF  devient  encore  né- 

Sativ^  à  caufe  que  y  eft  négative  ;  ainfi  il  faut  prendre  encore 
IF  fut  les  proiongemens  des'  rayons  rompus  ,  c'eft^àkdirâ^  da 
point  B^  6c  les  rayons  rompus  ibnt:  encore  divergens. 

i  87.  Pour  conftruire  la  valeur  de  MF  =«  —^^  yjç^  pîplpngç 
la  perpendiculaire  MC  en  O  (  Bg.  lyo.  )  du  point  -  B  j^iéW^  la 
perpendiculaire  BO  fur  BM,  6c  du  point  C)  j^abbaiiTe  la  pe?r 
pendiculaire  OL  fur  le  prolongement  du  rayon  brifé  "^(j  ^,  )^ 
fais  à  Icxtrémité  0  de  la  ^roite  ÈQ  FaRgle.BQH  ég^>  ftin^ 
gle  LOM  >  &  prenant  une  quatrième  propoifiionneUe  aux  trois 
fignesBM,BH,  ML,je  làporte  deî^cnF^  ôc  lepointFeftun 
point  de  la  cauftique;  car  les  triangles  reâansles  MËC|  MBOibnt 
toujours  feàiblables  quoique  le  point  C  fbkuippoléà'tine  dîftince 
infinie  >  donc  ME^  MC  :  :  MB  y  MO  ;  de  même  les  trîai^é^fem-^ 
blables  MGC>MLO  donneht  MG,  MC::Mt^  MO'; or  les 
conféquei^dê  ccsdeU^  proportions  foht^les  mêtnesyddncMË^ 

MG  :  :  MB ,  ML  ou  ^ ,  ^  :  :  j^ ,  ^  ,  =  ME  ;  or  les  triangles  fçm- 

blgblcs  OLM.OBH  donnent  Ot^OB::  ML  jiBH^  6c  nous 

Aaaij 
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avons  OLjOBtiGCySO::»^  m, donc  »,  m::ML,BH>  ott 

»,»»:;—-  —  aB=EH  ;  mettant  donc  ces  valeurs  dans  la  propor- 

tion-BM,  BH::ML>AIF,  oûEura>,5::|^^  =  MF. 

i88.  Nous  avons  dk  (  A^.  183»)*  que  torique  ie  rayon  incident 
étoît  perpendiculaire  à  la  courbe  AMD  les  droites  ME>  MG 
(  Fig.  ia%  Î29*  )  éccient  égales  chacune  au  rayon  MC  de  la  der 
veloppée  fur  laquelle  elles  tombent  en  ce  cas  y  à  caufe  que  le 
tayon  perpendiculaire  ne  fouffire  point  de  réfraâion  ^  &.  que  MF! 

devenoît   *  .^^—  ^  lorfque  les  rayons  kicidens  partent  d  un 

mêtocpoiot  B  qjii  n'eft  pas  infiniment  éloigné^  &  -^i^:::^^  lorT^ 

que:  ces  rayons  &>tix  paratkles  ;  or  dans  ce  fécond  icas  MF  eft 
iacile  à  conftsuire;  maisdans»le  premier  voici  comme  on  fera; 
jt  preos  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  grandeurs  n  ^ 

m,  f  (F^g*  X5K  )  ce  qui  donne  »;»  m  :  :l ,  —  ^  &  jje  la  porte  fur 
le  layon  CM  de  la  développée  de  C  en  H>  ainfi  HCs=  —  ^ 
donc  ttM  =  HE~ME=^~*«^=^  ;  Je  prens  MK 
«.^,  ce  qui  donne HKc==MH--MK«=^^2LZ^^      ^ 


bftty  ••— •  Mi|y  ^^  (UtB 


y 


V 


;  enfin  je  fais  cette  proportion  HK>  HC::MC  i 
MFou*"^r*'^-^.^"/-S.:»^^    *^' «MFimaiscacc 

-ffjr  *   »  ^  bmy  "-^  bny  ^-^  oân. 

«as  4  eft «feal  à  ^>doncMF«= ^^^^W» 

f  8^i  Soit  la  courbe  MAD  (  Fig^  i  ^a.  )  une  parabole  ordmaîrèj^ 
£c  foit  le  point  B  éloigné  du  fommet  A  de.  dqux  feis  le  para« 
xietre  que  je  nommeraiss^^  fi  je^prens  AH  ?=  BA  =^  ,  & 
qu'ayant  mené  Terdaiinée  HD  je  tire  la  droite  BD^iiefivilible 
que  BD'fera  tangente  ^  de  que  par  confêqueot  le  rayon  incident 
BD  eft  le  plus  grand  qu'on  puifTe  tirer  du  point  B  fur  la  para-^ 
lïoleî  c'efl:-à-dire  que  de  tous  les  rayons  qu'on  peut  mener  du 
jtoint  B'9  il-  n'y  aura  qt^  ceux  qui  font  compris  emrc  BA  fie.  BD: 
qui  poorteronc  fur  la  courbe  >  cela  pofé*. 

Pour  trouver  le  point  de  la  cauAique  par  réfraâîon  correfpoii- 
ciant  au  rayon  incident  BA  petpcndiçulaire  fur  la  courbe  cq  fup- 
pofent  que  m  eft  à  n  cbmtne  3.eft  a  a  ;  c'eft-à-dîre  que  les  réfraûionS- 
lype  ibuîSfieni:  le&  tayons  incidêns  foient  les  m^mes  que  celles. 
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qac  les  rayons  de  lumière  foufirent  en  paàant  de  l'air  dans '^  le 

verre,  je  prcns  la  formule  MF  =  ^—^^-——^  &  ;ç  m^ets  à  la 

place  de  m  fa  valeur  3  ,  à  la  place  de  n  fa  vâléuf  2»«à  la  place 
dc^  ,  fa  valeur  2r ,  &  enfin  à4a  place  ^tb'h  valc(|r  ^.«r^ ;car  b 
étant  alors  jégal  au  rayoït  de  la  développée  %,  lequel  au  fonmiet 
A  vaut  la  moitié  du  paramettre^eft  par  conféquent==-~rj  ictonc 

MF«=^^  J]?^_^^  y  =  3r  y  je  pren*  dfiftc  ,AF.=?3^^&.le 

point  F  eft  un  poînr  de. la  caoftique  par  féfraéUçfK    '^    ^        /^ 

Pour  trouver  le  point  de  la  cauftiaue  correTpoEidant;  an  pdinfr . 
D  où  le  rayon  BD  touche  la  parabole ,  je  cherche  le  rayon  de* 
la  développée  CD  j  je  décris  un  demi  cercle  fur  DC  pris  pour 
diametre^  &  j'y  infcris  une  corde  CG  égale  aux  ^eUx  tiers*  de 
DC  y  ainfi  DC  étant  le  finus  de  l'angle jd'înirideiiQ&|.C<A:£ft le 
fmus  de  iangle  de  féfraôiofi  ^  puîfque  rua  eft  à  lautre  ooaimo 
3  eft  à  2  ^  je  mené  la  droke  DG  &  le  points  G  .eft  ua  ppios  de 
la  cauftique  (  N^  1 8^.  >  .  »    \   . 

Pour  trouver  le  point  P  correfpondant  au  rayon  BM ,  je  cher-^ 
che  le  rayon  ML  de  la  développée  correfpondant  au'  poûiDsM  ^ 
jie  décris  un  qerck  autour  de  ML  pris  pour  diameti3&f  je  tire 
'la  corde  LR ,  puis  prenant  la  corde  LS  égale  aux  deux,  tiers 
de  LR  je  mené  la  droite  MSP  qui  eu  le  rayon  rompu  ^  pqif^ue 
RL  eft  à  LS  comme  m  eft  à  »  ou  comme  j  à  2  ^  je  nomme 
MR  =^a  y  MS  =  ^,  BM  =s^ ,  &  mettant  dans  la  fiarmuîô 

kS^"!^^     valeurs  dç  7»  &  de  n, ^aî ^^z^^^,  >  . 
=  fjjjj,^  9  J®  ^onz  cette  valeur  de  M  en  P  /  fie  le  poim  P  ell 
un  point  de  la  eauiBqu&  par  réfraâion  3^  &  on  trouvera  lè^au^ 
très  points  de  la  mêmâ  façon.^  , /.     . 

-  La  cauftiqtte  FQ  eiWgale  à  DG— AF-hf  BD^BAr^é» 
même  la  portion FP  eft  égale  à  MBP-^  AF^lBMr^f  BA^ 
Sf.  ainfi  des  autres  ^  &.  il  faut  obferverdci  que*  nous  mdrtcBis  ^ 
BD  —  f  BA  y  &  non.  pas  f  BA  —  ^^  BD ,  parce  que  Ta  cauflique 
FG prend  une  route  oppofée  à  celle  delà  Figure- 127,  &  quit 
£iut  que  le  rayon  AF  développe  la  cauftîque  pour  parvenir!  fur 
DG^an  lieu  que  dans  la  Figure  127.  le. rayon  AH  cuveloMite  l9t 
cauftique  pour  parvenir  fiir  DN,  &  pour  ne  laiffer  aucun  aoutê: 
U  deffus  j  il  n'y  a  qu  à  faire  attention  que  fî  \t  rayon:  AF  {fig^ 
1,3  a,  )  developpoit  la  cauftique  FG  fon  extrémité  A  d&rî^oît 
mie  courjbie  AO  •  ôc  que  la  droite  GO  feroît  égate  ^u  rayùn  AF 

Aaaiij^ 
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^us  h  coutbe  FG  ;  or  on  trouvera  de  même  <|U(!  n<3as  ivoni 
»it  (  N.  170.  )  que  BD  —  BA  ^  à  DO,  comme  meû  k^it-i 
mais  DOasOG— DG=AF-+-FG— DG^  doncBD— BA, 

AF-*-FGr-D::w,»&iBD  — ^BA=:AF-i-FG--0G, 

donc  FG  «  DG— AF -♦- -  BD  —  i  BA. 

mm 

Il  eft  aifé  de  voir  que  A  on  continuoit  la  parabole  de  l'autre 
eôté  de  t  axe ,  la  caufiique^ebroulTeroit  chemin  ,  &  que  fon  point' 
de  rebrouflem€nt  feroit  le  point  F. 

ipo.  Soit  une  parabole  ÂM  (  Fig.  i^j^  )  6i  le  point  B  pris  fiir 
Faxe  du  côté  de  la  concavité  &  éloigné  du  foma»k  ^  doi^l^ 
do  paramètre  que  j  appelle  c ,  ayant  mené  un  rayon  inddenc  BMV 
je  tire  par  le  point  M  le  rayon  MC  de  la  développée;  je  le  pro«« 
longe  •  de  r8tttre>  câié  jufqu'à  ce  que  Me  foit  ^al  à  MC  ;  je  dé* 
cris  un  cerck/fur  Mr,  6c  du  point  c  mentor  la  corde  cE  an  ] 

poiat  £  où  k  rnydn  incident  cotipe  la  circonférence;  y  je  mené 
npe  autre  corde  cG  qui  foit  à  rE  comme  n>  eft  à  m  3  en  lup*  \ 

pol^nt  que  la  isaS&m  dejtànréAdesà^^  telle  qu  eftla  taifon  > 

de  h  céfraâion au paflage  du  verre  dans lair ^  je  mené GMqui païf  1 

conTéqueiit  eft  le  rayon  rompu  y  je  ftûs  à'  Textrémité  r  de  la  corde 

cE  un  angle  ErH  égal  à  Tangle  GrM,  puis  je  prcns  MK=:  ^ 

en  nommant  le  rayon  BM^=^,la  corde  MËs=tf  &  la  corde  I 

MG  =et  ^  ;  or  MK  le  trouvant  plus  grand  que  MH ,  je  dois  pren-^ 
dre  les  MP  du  oaême  côté  du  poinf  B  (M  17^.)  en  fai^ 
fant  HK>  H£;  :  MG  >  MP ^  ainft  le  point  F  eft  un  point  de  la 
caj^que  i  pour  trouver  le  point  cocreffKmdaiH  au  rayon  inci^ 
dent  A6  perpendiculaire^à  la  parabole  y  je  prens  Iç  rayon  de  la 
développée  qui  eft  t^,  &  mettant  la  valeur  de  w  &  ae  »,  &^ 

r,  au  Ucu  de  b  &t  de  a  y  dans  la  formuM^     .  "^^    co»efi»On-! 

dantc  au  rayon  rompu,  fn  AF«=x4r. 

Uarc  FI*  dé  la  cauftîque  eft  égala  MÏ^— AFh-ABM— |. 
AB,  ce  que  Ton  prouvera  de  même  que  ci-defTus^  ileft  viiiblo; 
que  II  cauftique  a  un  point  de  rebroulTement  F. 

ip  I .  Si  Içs  rayons  incidens  {Fig.  154»)  font  parallèles  entr'eux; 
d'un  point  quelconque  M,  je  mené  le  rayon  MC  de  la  deyc- 
Ibppéoi  fur  ce  rayonpris  pour  diamètre  >  je  décris  undemi-cercJe  ^  • 
du  point  £  où  le  rayon  incident  BM  coupe  la  circonférence ,  ^e 
mené iacoide JC£ >  âc  j'œfcns une  autxe  cordû CG <|ui  foit  à  CE 
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AOBHnç  ^  à  }  ^  je  dre  iaçocde  J^G  qui  eft  Wjrayon i)âië  ^  piiif* 
que  le  rmii$4'iAcidence.CJËçA.au  finus  CGde  l'jmgLe  de  ré-*- 
iraâlon  ,  comme  ^  à  2  ^  ou  comme  m  zn-^  je  fais  à  l'extrémité 
C  de  la  corde  EC  un  angle  ECH  égsl.à  Sangle  GCM,  &  pre- 
nant une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  HM,  HE, 
MG^  ;e  la  portjç  de^Mcm  F^  &  le  ^pqjm  F  cS  un  point  de  la 

cauftique ,  car  alor€  «1  a  FM  ^^;^„  (A^-  iS^.)^  &  On  trcm- 
Veradela  même  façon  tant  d'autres  points  que  Ton  voudra. 

Pour  trouver  le  point  corrcfpondant  au  riayoii'  BA  pejrpendî* 
culaire  à  la  parabole^  je  fais  que  le  rayon  de  la  développée  êft 
alors  T  ^ = ^=*=  «  >  je  mets  donc  cette  valeur  dé  ^ ,  &  celles  de 

m&cn  dans  la  formule  jj^,  &;'ai|c,ainfî  AP  égal  à|  du  para- 
mètre &  le  point  P  eft  le  point  où  la  <:aulliqQe  touche  Taxe.  . 
.    Si  fur  lepoiac  A  on  /élevé  la  porf^endiculaire  AR  ^  la  éroke 
JIM  ^  fera  h  différence  d^  rayon  inçtdeiic  BM  an  rayoïi  iaci^  ' 
dentBA  i  qpoiqqe-ces  deux  rayons  foiem  infinis  >  ainfi  la  parties 
PF  de  h  cauiliqup  fera  égaie  à  ME^  AP  -♦-  f  RM^ 
.    ip2.  Soit  la  co)trbe  AMD  {Fig.  1 3  f .)  >  Pn  quart  de  cercle  ûit 
lequel  les  rayons  incident  ipmbexu  de  dehors  en  dedans  ^  &; 
ibnr  parallèles  entr'eux  :  pour  déterminer  le  poiatH  delà  eau<» 
(Uque  repo^d^^  gu  rayoïy  BA  perpendiculaire  fpr  la  circonfé-* 

tence  ;  je  noets  dans  la  formule  -^  la  valeur  de^  qui  eft  égalp 


au  rayon  de  la  développée  y  &  par  conféquem  à  celui  dd  quart  de 
cercle  que  j  appelle  ri  je  fubflitue  auffi  les  valeurs  3  âe  3  > de  171  de 

»,flc  j*ai^j~j= jr  ;  je  prens  donc  AHc=5r  ,  &  le  point  H 

cft  un  point  de  la  cauftique. 

Pour  laroover  le  point  corrcfpondant  au  rayon  incident  BD 

qui  tûttchc  le  qpart  de  cercle  ,  je  décris  fur  OD  pris  pour  ^a- 

mètre  un  deaû*cercle  ;  j'y  inCciisane  covée  ON  égale  wx  deux 

tiers  de  OD  >  de  menaot  la  corde  DN  ,  le  point  N  eft  un  poinr 

^  éfi  h  cauftique  ;  or  à  caufe  du  triangle  rcdangle  DON  on  ^ 

5l^=BrÔ  ^  ON /donc  DN  ==  4^^ 

5=i/^irtr^  (It  <m  pourra  aiféofteitt  tsouver  lesaiotrefs  points  ^m 

fuivant  les  reglç$  cî-defli»^ 

Si  fur  le  poin^  A  .Qn.éieve  h  perpendict^iœ  ^AK  x  ^  czuRiqtL^ 

pu  trouvera  de  la  mémie  manière  les  caufiiques  ^ki&t^ùs^ 
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les  {)oints  jde  Parc  BA  fera  égale  à  cet  arc  /  amfi  cctre  portion 
fera  Tare  BEL  6c  le  point  décrivant  A  fera  en  E  ;  ^e  même  quand 
le  cercle  mobile  fera  dans  la  pofition  TX ,  fî  l'on  prend  un  arc 
7X  égal  à  1  arc  XA ,  le  point  Tfera  m  point  de  Tépicycloïde  j^ 
&  le  point  décrivant  A  fera  en  T. 

D'où  Ton  voit  que  pour  décrire  cette  courbe  il  faut  daboid 
décrire  la  circonférence  OLMN  qu'il  fautdivifer  en  parties  éga- 
les^ doù  loji  dreta  des  rayons  au  cemrèS  ;  enfuite  de  chaque 
divifion  prife.pour centre ,  on  décri«ii4e»cetdes  ^aux*  ad  cercle 
mobile )  fiçlon  prendra  fur  leurs  circonférences  des  arcs^gaux 
aux  arcs  du  cercle  immobile  compris  entre  te  point  d^attouche-^ 
ment  &  le  point  A^  après  quoi  on  fera  pafler  une  courbe  par  Tex** 
trémité  de  ces  arcs^  &  cette  courbe  fera  répicicloïde. 

ip7*  Dans  quelque  pofaion  que /oit  le  cercle  mobile^  par  exemple 
dans  la  pofmon  BI ,  fi  après  avoir  pris  Pan:  BE  égal  a  taN>  B À , 
on  mené  la  corde  BË  ^  ^une  droi$e  EQ  perpendiculaire  à  SE  >  la 
droiteMQfevAfangeme  de  fépiiycloïde  i  car  ileft  viiârfequ'k  clia-> 
que  inftant  l^oint  décrivant  A  fe  meut  y  6c  décrit  un  petit  arc  % 
donc  le  centre  eft  le  point  d'attouchement  y  fie  querépicycloïde 
n  eft  autre  chofe  qpe  la  fotnme  de  ces  petits  arcs  ;  or  les  droites 
BE  menées  des  points  d'attouchement  au  point  décrivant  ^  (ont; 
les  rayons  dé  ces  petits  arcs ,  donc  ils  leur  font  perpendiculai*. 
res  ^  fie  par  conféquent  les  droites  QE  perpendiculaires  aux 
layons  touchent  les  arcs. 

Que  fî  dn  veut  une  demonftration  plus  fenfîble^  on  n  a  qu  a 
faire  attention  que  la  droite  BE  eft  la  plus  courte  de  toutes  les 
lignes  droites  qu'on  peut  tirer  du  point  B  fur  l'épicydoide  5  ôc 
par  conféquent  fi  une  droite  QE  touche  TépicycloïdeenE^la 
droite  BE  lui  fera  perpendicuteire^  or  c'eft  ce  que  jeprouve^  * 
cette  forte  :  û  ïon  veut  par  exemple  que  la  droite  BT  foit  plus 
courte  que  la  droite  BE  5  du  point  T  pris  pour  centre  fie  aun 
intervale  égal  an  rayon  OA  >  je  décris  un  arc  qui  coupe  le  cer-» 
cle  OLMN  au  point  M  ^  &:  du  point  M  pris  pour  centre ,.  fiç; 
du  même  inœrvak  >  je  décris  le  cercle  TX  qui  touche  le  cercle 
immobile  en-X  jt  cequi  eft  vifible  par  la  fc^mation  de  l'épi cycloï* 
de  i  cela  fak^  je  mené  les  droites  BA ,  BX  >  AX  >  XT  ;  lare  BE 
étant  égal  à  l'atc  AB  y  la  corde  BE  eft  anffi  égale  à  la  corde  AB  ^ 
par  la  même  raifon  la  corde  XT  eft  égale  à  la  corde  X  A  ;  fur  le 
point  X  j'élève  XK  perpendiculaire  fur  MS ,  fiepar  conféquent 
tangente  du  cercle  immobile  fie  du  cercle  XT^  les  angles  TXM  ^ 

Bbb 
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AO^  les  dcûloe&  SE  ^SH  Eont  égales  étant  layoïis  du  même  arc 
EH  >  èi  les  drcitest HO >  EL  font  .auffiég^ee&«  pacce qu'elles 
font  rayons'idb  ceicies  égaux ,  daùsr  ira  dni£ttt«^es  Sl£  > 
SOH,  {onteégmàâL  femmables  yécparccmfiSqiieat  àangleSLB 
étant  égal  à  iPangb*  HO  A  >  les  ares  EB  y  HA  &itt  aoflt.égadx^  de 
même  que  kues  cordes.  /../.: 

200.  Cela  p)£é^  peur  usouver  la.developpée>  je  mettfiiiQe4u<* 
tre  perpendiculaire  dR/(l%«  1^9^  à^i^épicydûiideillââlinitfio 
che  de  la  perpendiculaire  £B>  un! ourie^.aœieA  doottenûriqtfe  à 
FarcEHZ;  je  mené  les  droites  SX,  AÀ,  VU  >Vi,  FH,  FA, 
&  des  points  R>  A  y  je  décos:  les  petits  arciiBG^HQiiestmnr 
gles  reâangles  GXB^  HQà  font  égaux  âc  femblables  >  car  BX  i 
Ou  AX~ABeft  égal  àHA  ou  Ai&*-^AU>  de  œÉœ«GXoii^X 
•^#G  eft  égal  i  ÀQ  ou  âA^^QA  >  &  par  coskfëquem  le  petit 
arc  GBeitégal  au  petit  .arc  HQ,  donc  FangleGRB  eftà  lart* 
gle  HAQ  reciproquemem  comme  la  droite  HA  àla  droite  BR; 

L'angle  HAA  eâ  égal  à  SAA^  SAH ,  mais  Tangle  SAHeft 
^gal  à  Tangle  SBE ,  car  menant  par  B  la  tan^eitte^BR^  &}  pac-^  A 
k  tangente  Ar^  on  trouvera  que  Fangle  SAH  eft  comfofe.il  un 
aftgle  droit  S  Ar  égal  à  l'angle.droit  SBi» ,  êc  d'un  angle  rAH  égal 
à  Tangle  »6Ë  y  à  caufe  des  fegraens  ^ux  BE ,  AH^  6c  on  prou-* 
vera  de  la  même  façon  quelangle  SAA  eft  égal  à  Ftmgi&SX^  ; 
donc  rangle  HAA  «=  SAA  ~-  SAH  ^w  SXe — SBE  >  &  menant 
itoB  parallèle  à  XS  ^  6c  Bn  paraUde  à  G^ ,  qu  aura  SX^^iSjBE 
r=mB;i— SB£=>:^ffBË^mBS:i  maib  nBE  eft  égal  à  l'angle 
GRB  &  mBS  eft  égal  à  fon  alterme  BSX ,  donc  HAAn^^SX^ 
^SBE  =  »BE-^»iBSt«GRB-^BSX  ,  &  par  confét|uent 
6RB=HAA-h6$X}  mats  BSX  eft  égal  à  HVA^^aHAA,  à 
caufe  que  tiVA:à  ion  (bmmec  au  centre^,  &.  que  HAA  a  le 
lien  à  la  circanfHrencc  >>donc  GRB»* 5 HAA  ;  donc  puis- 
que les  raydns 'HA  ^  BR  des  angles  HAA^  BRG  font  récipro- 
ques à  ces^angles  y  à  si'enfiiit  que  BR  eft  égale  à  f  HA  ^s=  j.  £B  ; 
Srenant  donc  BR  égal  au  tiers  de  la  perpendiculaire  EB  y  le  point 
i  fera  un  poîftt  de  la  deteloppée  >  ôc  on  ttouveca  tattt  d'autres 
T>ornts  quet^A'  voudra  en  menant  d'autres  petpendiculaireç  fur 
l'épicycloïde.  ^ 

•  201 .  Si  du  centre  S  6c  du  rayon  SK  égal  au  tîets  de  SA ,  c'eft- 
à-dire  qui  (bit  à  SA  comme  BR  à  BE  >  on  décrit  un  cercle£.Oi  y 
k  dereioppée  ^'RA  fera  une  roulette  produite  par  un  cercle  qui 
auroit  pour  rayon  la  droite  KA>  6c  qui^rouleroit  furjld  cictrcle 

B  b  b  i  j 


58o  Le    Calcul  DifpbrentieI,*:  ' 

VOK  en  allant; de/  en  A  ,  enforte  que  cette  roulette  ferait  de 
même  nature  que  1 -autre  >  cnais  dâils  Une  pofinon  oppofée.  Pouc 
le  prouvera  4^^  îl&StxiGbiR  que  le  cercle  ftO  &  le  cercle  Ki 
Hbntégzat  à  caUfede  Fégadité  des  disimetces,  &  qu'ainfi  ^es  deux 
ceccksfontemrieux  oonime  les  cercles  AF,  AC.  a**.  Si  l'on  fup- 
pofp  que  le  cercle-  BO  foit  parvenu  dans  la  pofinon  BO  ;  il  eft. 
évident!!]!»  ieldiafbetié  BO  qar  eft  le  tiers  de  AC  eft  auffi  le  tiers 
de  IB  ,  dette QnaIB> BO: {£B ,  £&•>  &  par  conféquent à 
cau&dei'aaglè-ffîËégal  à  ion:  oppofë  au  fbmmet  OBR ,  les 
triangles  IB£,  OBR  font  femblables  ,  mais  IBE.eft  re£Ungle, 
donc. OBR  l'eft. auffi  >  &  le  point-  R  de  la  développée  eft  à  la 
circonéftenoe  du  cerde  BO.  j^.  Les  angles  IBE,  OBR  étant 
égaux ,  on  a  l'arc  lE  ou  BC ,  fon  égal  eft  à  Tare  OR ,  comnae 
IB  e^àBO^  ou  comme  BS  a  OS,  ou  enfin  comme  BC  à  Oi> 
dôme  puifqn'ona  BC,  OR::BC,  Oi,  il  s'enfuit  que  l'arc  OR 
eft  égal illârcOi;  &  comme  cela  arrivera  partout,  il  eft  vifiblc 
que  la. développée  eft  une  roulette ,  &c. 

âoai  ia.  tangeme  RE  eft  égale  à  l'arc  RA.de  la  développée  ;  ' 
•dont  cet  arc  eft  à  la  partie  BR  de  fa  tangente  comme  RE  à  RB  , 
ou  bomme  BSh-OS  à  OS  >  ou  comme  AS -H  KS  ,  à  KS  ; 
mais  AS-hKS  eft  égala  AK-HaKS ,  c'eft-à-dire  au  diamette  AK 
du  cerde  mobile  BO  plus  le  diamètre  Kl  de  l'immobile ,  donc 
l'arc  RyV  de  la  développée  eft  à  la  partie  BR  de  fa  tangeme  com- 
me Ja  (bmme  de&  diamètres  des  deux  cercles  générateurs  eft  au 
rayon  KS.du  cercle  immobile  ;  ainfi  toute  la  développée  /RA  eft 
à  ik  tangente  au-poim  i  qui  eu  le  diamètre  «C  du  cercle  mobile  > 
comme  la  fomme  des  diamètres  eft  au  rayon  KS  ;  mais  lafomme 
Ai  des  diamètres  eft  quadruple  du  rayon  KS ,  donc  la  dévelop- 
pé© t'BA  eft  quàdrapkjde  iC  ou  du  diamètre  du  cercle  mobile  ^ 
ainfi  ft  l'on  achevé,  le  cercle  tOK  ,  k-  développée  /RAi  fera 
oâu{^e  du  diamètre  (iG>  «m  bien  comme  <Aj  eft  double  de  <C> 
on  peut  dire  que  la  développée  prife  dans,  la  cir cubtton  endere  eft 
quadxupledefoaaxeiAi   .  \ 

2Q3^  Puis^ncqu'iURcercLeOB  (Bg^  Ijp.)  qui  .rode  fur  fon 

^gal>K  prodiutt.ttne  rauAçtte  dont  la  cûusbejeft'i^drude  de  fon 

.  axe  i  il  a  enfuit  qiie  éêas  la  Figure  'i  j  S.  la  tbulctte  AHTVPZ A 

eft  auffi  quadcuple  de  £bn,axe  AV  »  on  oduplc  du  diamètre  AF, 

204-  Le  ttapczoïde  é'EBG  {Fig.  159.)  eft  éjal  à  fE.-nGBxx 
£B,.ai&isà-caufedes  feâeurs femblables  REi?,  RBG,  ona^E 
«s^jaai  donc  le  trapezoïde^EB<î=;BGxiEBi  or  letiian-r 
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gle  HAQ=:HQx  •JHA^^  HA^'BB  ,  âc.mètm  qw  UQ 
=  GB ,  dorjç  le.triangle  HAQ b=sçBG x i EB*;  dftnc Jft^trapeftoï- 
de  derépicycl<Ale  éft  au  triangle. cori3e%<^  duicercle^c«m• 
me  y  eft  à  ii^  ^f  cammc  on.oeoc  remiplir  f  aira  de^l'épioyGlpï'de 
comprife  entre  (a  couïbe  ôc  la  circonférence  do:  cerde  imimo- 
bile  ,  d  une  infinité  de  petits  trapczoïdos ,  ôc  qu-on  peut  remplir 
Taire  du  cercle  mobile  d'autant  de  triangles  correfpondans  ,qui 
auront  toujours  même  rapport  aux  trapezoïdes  ^  il  s'enfuit  que 
Faire  de  Tépicycloïde  comprife  entre  fa  courbe  &  la  circonféren- 
ce du  cercle  immobile  efl  quintuple  du  cercle  mobile  ou  de 
Timmobile  y  &  par  conféquent  ajoutant  à  cette  aire  y  celle  du 
cercle  immobile ,  Taire  entière  de  Tépicyrloïde  ferafextuple  da 
cercle  généateur. 

20$.  La  courbe  de  Pépîcycloïde  eft  quadkiple  defon^  axe  ,  de 
même  que  la  courbe  de  la  développée  eft  quadruple  du  fien  y 
ôr  Taxe  AF{F$g.  13p.)  de  Tépicycloïde  eft  à  Taxe  A/ de  la  déve- 
loppée comme  12  à  4^  ou  comme  5  à.i>  comme  il  eft  facile  de 
le  prouver,  donc  la  courbe  de  Tépicycloïde  eft  triple  de  fa  dé- 
veloppée. '    '  f 

De  ntême  puifque  Taire  de  Tépicycloïde  en-y  comprenant  fon^ 
cercle  immobile  eft  fextuple  de  Taire  de  ce  cercle.  Taire  de  la 
développée  en  y  comprenant  fon  cercle  immobile  fera  aulIiTex^ 
tuple  de  ce  cercle  j  mais  le  cercle  immobile  AC  {Ftg.  139^  de 
Tépicycloïde  eft  neuf  fois  plus  grand  que  le  cercle  îmiiic^bile 
Kl  de  la  développée  ;  car  ces  cercles  font  en.  raifoli'i  dou- 
blée de  leurs  rayons  AS  ,  SK  qui  font  comme  3  à.i;ick>iiG 
Paire  de  Tépicycloïde  eft  neuf  fois  plus  grande  que  Taire  de  la 
développée.  .  .   -  .h-      . 

206.  Suppofons  maintenant  que  îe  diamètre  FA  du  ^cercle 
mobile  (F/ç.  140.)  ne  foit  que  la  moitié  jdu  diamctife  ACKldrân-* 
mobile  ;  il  éft  iévidcnt  que  le  cercle  mobîk  aurarfait  deux't^vb-- 
ktions  entières  lorfqail  fera  revenu  au  poitit.Axfoù  il^iôitpa^ti^ 
ainfi  Tare  AB  étant  égal  à  la  demi-circonférettce  FA  ou  Bi  7  le 
point  A  fe  trouvera  en  I  lorfquele  cerxrieri»Dbik:ferâda4is^la<po< 
fitionBI;  de  même  Tasfc  ABC  étant  égal  ^àlacivcotifôrence  en-- 
tiere  du  cercle  FA ,  le  point  A  fetrouvèraienCiorfque  le'cercle 
mobile  fera  dans  la  pofitiotr  CD,  êcc.  âc  Ton  pourra  déorire^ 
cette  épicycloïde  de  la  même  façon  que  la  précédente*.  I    ^ 

^07.  Or  en  conftruifant  de  même  que  dans  la  Figure. irj5>*-  6c  * 
nommant  le  rayon  SA=^  6c  le  rayon.  AV^^^^j  «ALfuT^PôlanflL 
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ET  LE  Calcul  Intégrai,  Livre  IL  38^^ 
Icppée,  eft  à  lapaitie  BO  de  fa  tangeote  >  lai^uelle  eft  alors  le 
diamètre  du  cercle  mobile  comme  Âi  eft  à  SK,  ou  comn^e  3  à 
I  y  c'eft*à-dire lare  AO  efi  triple  du dîamefice/du cercle  mobile, 
d'où  il  fuit  qufila  développée  entière  AOCO  eft  douae  fois  plus 
grande  que  le  diamètre  de  fon  cercle  mobile  ou  fix  fois  plus  gran- 
de que  le  diamètre  du  cercle  immobile.  Or  répicycloïde  AICL 
étant  formée  de  la  même  manière  que  la  developpi»  ^  il  s'enfuit 
auflt  que  fa  coutbe  eft  doui^e  Ibis  plus  grande  quele  diamètre  AP 
de  fon  cercle  mobile  ou  Hx  fois  plus'grande  que  le  diamètre  AC 
de  rimrnobile. 

a  10.  Le  diamètre  AC  du  cercle  immobile  de  répicycloïde 
(  ^%*  140.)  eft  double  du  diamètre  Ki  du  cercle  immobile  de 
fa  développée  >  donc  la  courbe  de  rapicycloïde  eft  à  la  courbe 
de  fa  développée  comme  2  eft  à  i.  }  -  - 

il  I.  Suppofant  encore  que  la  Figure  i59«  ait  les  conditions 
prefentes,  le  trapezoïdc  ^EBG  eft  égal  à  eE  •+-  QB  x  -^  EB  ;  or 
a  caufe  des  feâeurs  femblables  GBR  y  éEK  ^  nous  avons  RB  ^ 

•RE  :  :  BG ,  Eo  mais  RB  =  ~rfi^  y  donc  RE  ==  RB  -+-  BE 
«.     *     BE  -».  îl±i  BE  =  ^-^  BE  ;  mettant  donc  ces  va- 

la^b  la-hà  za-^ç 

leurs  de  RB,  RE  dans  la  proportion  RB,  RE::BG,  ^E  nous 
aurons  ^BE/.^^BE::BG, '-^  BG  =  ^E,  donc  le 

trapezoïde  ^EBG  =  ^E-hGB  x  i  EB  =  îl±i*  BG  -V-  f  BG  x  î 

EB=  îl±i*  BG  X  i. EB;  mais  Parc  BG  eft  égal  à  larcHQ^la 

droite  BE  eft  égale  à  la  droite  HA ,  &  le  triangle  HAQ  eft 

égala  HQx^ HA,  donc  il  eft  égalà|^B,Gx  |EB,  &c  par  con- 

féquent  le  trapezoïde  eft  au  triangle  comme  2d  M*-  3^  eft  à  ^  * 
Or  dans  la  r  igure  140.  on  peut  xonplir  l^efpace  AICBA  de 
répicycloïde  d'autant  de  petits  trapèzes  qu'on  peut  inicrire  de 
petits  triangles  dans  le  cercle  mobile  AF  ,  donc  cet  efpace 
eft  au  cercle  mobile  AF  comme  2a -4^  3  ^  eft  à  L  Dans^  la  fup^ 
pofidon  prefentQ.^asnir,  donc  Tenace  AICBA  eft  au  cercle 
mobile  comme  4^  eft  à  ^^  ou  comme  4  à.i  ;  or  l'autre  efpace 
ATCLA  étant  égal  au  premier,  les  deux  enfemble  font  aonc 
oâuples  du  cerck  mobile  ;  enfin  ajoutant  à  ces  deux  efpaces  , 
le  cercle  immobile  qui  eft  quadruple  du  mobile  1  aire  entière  de 
répicycloïde  fera  douze  fois  pltfs  grande  que  le  cercle  mobile^ 


^^ 
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ET  LE  Calcul  Intégral,  Lit^re  IL  jSy 
cycloïdc  fera  à  Taire  de  fon  Gcrclc  '  mobile  comme  30  à  i  ,  6c 
à  ceUe  de  l'immobile  comme  jo  à  16  y  ou  comme  15  à  8  ,  &^ 
il  faut  dire  la  même  chofe  de  Faire  de  la  développée  par  rapport 
à  fon  cercle  mobile  &  à  fon  immobile  y  d'où  il  fuit  que  Paire 
de  Tépicycloïde  cft  à  celle  de  la  développée  conimc  p  à  4 ,  à 
caufe  que  les  cercles  immobiles  ÂC/Ki  font  emr'eux  comme 
S>  à  4 ,  &  ainfî  des  autres.  ^  '^ 

Mais  fi  le  diamètre  du  cercle  mobile  n'^ftcnc^^as  une  «partie 
aliquote  du  diamètre  de  l'immobile,  fa  circonférence  ne  feroit 
pas  non  plus  partie  aliquote  de  la  circonférence  du  cerclç 'im- 
mobile, c'eft  pogrqu^  le  cercle  mobile  feroit  une  infinité  de 
tours  au  tour  de  Timmobilc  avant  que  fon  poîni:  décrivant  A 

{>ût  revenir  précifément  au  même  point  d'où  il  étoit  parti ,  donc 
a  courbe  feroit  alors  infinie  de  même  que  la  fonime  des  efpa-* 
ces  qu'elle  renfcrmeroit  dans  €cs  révolutions.  ^ 

a  13.  Il  fîtut  obfervcr  dans  toutes  ces  épicycloïdes  que  les 
trois  lignes  SK,  SA,  SF  font  toujours  en  proportion  CQntijriuc, 
c^eft-à-dire  que  le  diamètre  K/  du  cercle  immobjlc  de  là  déve- 
loppée (  F/>,  140.  )  eft  au  diamètre  AC  du  cercle  inimobiJe  .de 
repicycloïae  comme  le  même  diamètre  AC  eft  à  la  droite  FD 
qui  feroit  le  diamètre  d'un  cercle  immobile  d'une  autre  épicy- 
cloïde^  dont  la  première  AICL^. feroit  la  développée,  d'où 
il  fuit  qu'une  épicycloïde  étant  donnée ,  on  peut  en  trouver  une 
infinité  qui  fçroient  grandes  ou  moindres  de  plus  en  plus. 

214.  Si  le  cende  mobile  AF  {Fig^  142.  )  roule  au-dedans  du 
cercleimmobîle  AC,&  que  fon  point  F  décrive  fépicycloïde 
FTiN^M^L  ,  ou  ce  qui  rç vient  au  même  fi  le  cercle  eft  en 
T  ,  &  que  fon  point  A  touchane  en  T  décrive  l'épiçyckMtde 
TiNaMjLFiqQl'oft  la  méme^  fon  diamètre  FA  devient  alors 
négatif,  de  pofîtif  qu'il  étoit  dans  les  cas  précédons  ;  c'eft  pour*- 
quoi  en  ccmftniifaht  de  niême.  que  ci^defFus  on  n'auca.  qu  à  lui 
donner  le  iigne  moins  an  lieu  du  figne  plus  dans  les  formules 

que  nous  avons  trouvées,  ainfi  on  aura  BRg=^j^  ■  BE  ,  RE 
*  ""^,.  &.par  conféquent  RE  fera  à  RB conunp  ai-r- a^ 
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cft  à  ^ ,  c'eft-à-dîre  comme  la  difiérence  des  diamètres  AC , 
A  F  eft  au  rayon  AS  du  cercle  immobile,  de  même  le  trape- 
zoïde  tfEBG  fera  au  triangle  H  Ah  comme  5A  — •  211  eft  à  ^. 

Or  afin  de  faire  voir  le  parfait  accord  des  règles  du  calcul 
avec  laGeométrie ,  je  vais^en  donner  la  démonftration ,  i"".  Quand 

Ccc 


3j^  Le  Calcul  Différentiel^ 

le  cercle  mobile  partant  du  point  T^fera  dans  lapodtîonBI^ 
&  fon  point  décrivant  en  E  (i  du  centre  S  on  décrit  Tare  EH , 
on  démontrera  aifément  que  la  corde  EB  eft  égale  à  la  corde 
HA  en  menant  les  rayons  ES ,  HS  que  nous  n'avons  pas  mar- 
qué dans  la  Figure  de  peur  de  la  brouiller  ^  6c  menant  des  points 
E ,  H  des  rayons  aux  centres  des  cercles  AF  ,  BI  ;  car  on  trou- 
vera que  les  triangles  ExS ,  HVS  feront  égaux  &  femhhbles , 
d'où  il  fuit  que  l'a^ngle  ExS  étant  égal  à  l'angle  HVS  Je  com- 
plément E.vB  fera  égal  au  complément  HVA  ^  &  par  confé- 
quent  l'arc  EB  égal  à  l'arc  HA  ,  ôc  la  corde  EB  égale  à  la 
corde  HA  y  a^  La  droite  ER  étant  perpendiculaire  à  la  déve- 
loppée {Nn  1^7.  ) ,  je  mené  une  autre  perpendiculaire  inBtûr 
ment  proche  eR  un  autre  arc  ek,  je  tire  les  droites  AA  ,  AV^ 
HV  ,  HF,  XS  ,  6c  du  centre  R  je  décris  l'arc. BG  ,  enfin  je 
nomme  A  V = ^  ^i  AS  =  L 

L^angle  HAA  étant  égal  à  SAH  —  SAA  eft  égal  à  SBE---SX^, 
&  menant  Xm  parallèle  à  BE  6c  X»  parallèle  à  BS  j'ai  langle 
mX»  égal  à  Tangle  SBE  ;  donc  HAh=mXn  —  SXr  =  mX^ 
H-  SXn  y  mais  niXe  eft  égal  à  BRG  à  caufe  àcs  parallèles  BR, 
wX,  6c  l'angle  SX»  eft  égal  à  fon  alterne  XSB,  donc  l'angle 
HAA=BRGh-.  XSB>  6c  par  conféquent  BRG=HAA— XSB  ; 
or  Tare  BX  étant  égala  lare  HA  l'angle  BSX  eft  à  rangleHVA 
ou  2HAA  réciproquement  comme  HV  eft  à  XS ,  ou  comme  a 

eftàA^  donc  on  à  h,  a  ::2HAA/^  HAA=  BSX;  donc  HAA 

--XSB= J-  HAA  —  y  HAA  =  *.=^"  HAAiainriBRG=~^ 

HAA. 

Or  les  petits  triangles  BGX  ,  HQA  étant  égaux  6c  femblables 
(  N.  200.  ) ,  l'angle  BRG  eft  \  l'angle  HAQ  réciproquement 

comme  HA  eft  à  BR ,  donc  HA,  BR  :  :  —^  HAA  ,  \  HAA 

::  A  — ;2^i,^,dcà  caufe  de  BE=»HAon  a  BE,  BR::-~^^^ 

r  j  donc  BR  =  jziTa  -^^  ^  c  eft-  3  -  dire  qu'en  prenant  BR  qua- 
trième proportionnelle  aux  trois  lignes  b — la^b  ,  BE ,  le  point  R 
la  développée. 

Si  l'on  prolonge  SA  en  K  enforte  qu'on  ait  SK  ,  SA::BR, 
BE,  ôc  qu'on  décrive  le  cercle  Ki  la  développée  fera  une  autre 
épîcycloïde  décrite  par  un  cercle  mobile ,  aont  le  diamètre  eft 
KA  ou  OB  6c  qui  roule  en-dedans  du  cercle  K/;  carpuifquc 
SK,SA:iBR^BEôc  BR^BE::  A^  A— 2a::AS,  FS  .  donc 
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IT  LE  Calcul  Intégral^  Livre  IL        387 
^^^^  .     SK — AS,  SA — FS::by  b — 2ii,  &  par  conféquent  KA,  AF 
^^J:     z:b,b—2a  ou  OB,  BI  ::BR,  BE,  mais  l'angle  OBR  eft  égal 
jpj.'^     à  Tanglc  IBE  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet,  donc  les  deux 
j!j!,.      triangles  OBR ,  EBI  font  femblables  ;  ainfi  le  triangle  EBI  étant 
rcûangle  le  triangle  OBR  Teft  auflii,  6c  le  point  R  de  la  déve- 
loppée eft  à  la  circonférence  du  cercle  OB  ;  de  plus  lare  El 
où  fon  égal  BA  eft  à  lare  OR*  comme  BI^  BO  comme  SA , 
SK  comme  BA  eft  à  OK ,  donc  puifque  BA ,  BR  :  :  B  A ,  OK , 
'  Jy^ .     il  s'enfuit  que  Tare  OR = OK ,  ainfi  la  développée  KRPN/M^L 
«ft  une  épicycloïde  ,  &c. 

L'arc  iR  de  la  développée  eft  égal  à  fa  tangente  ER,  donc 
cet  arc  eft  à  la  panie  BR  de  fa  tangente  comme  ER  eft  à  BR 
ou  comme  ^-4-  ^  —  2a  eft  à  ^  ou  comme  2^— 2a  eft  à  ^  ;  car 
puifque  BR,  BE:  :*,  A— 24,  &  que  ER=;BR-hBE,,  il  %gi\- 
luit  que  ER  ,  BR  :  :2b — 2a y  b. 

Suppofant  que  le  diamètre  AF  du  cercle  mobile  foit  le  quart 
yi  du  diamètre  AC  du  cercle  immobile  AC,  on  aura  ER,  BR 
'  jn  '''\b  yb::\,^\:  ^  j2\0T  quand  le  cercle  OB  partant  du  point 
\J,^  K  fera  parvenu  en  P  la  partie  P^  de  la  tangente  de  la  develop- 
'?B  E^^  ^^  ^  ^^^^  égale  au  diamètre  OB ,  &  par  conféquent  lare 
L  PT  de  cette  développée  fera  au  diamètre  P^  comme  3  à  i  ; 
donc  la  développée  entière  fera  au  diamètre  OB  de  fon. cercle 
'^'  mobile  comme  24  à  2  ,  ou  comme  12  a  i ,  &  elle  fera  au  dia- 
H^         mètre  du  cercle  immobile  Ai  comme  12  à 4,  ou  5  à  i. 

—  Par  la  "même  raifon  répicycloïde  LTNM  fera  au  diamètre 

AF  de  fon  cercle  mobile  comme  12a  i  ,  &  au  diamètre  AC 

v\^         de  l'immobile  comme  3  à  i. 

La  trapezoïde  E^GB=E^-+-BGx  ^BE  ;  or  à  caufe  des 
l         fedeurs  femblables  E^R ,  BGR  on  a  Ef ,  BG  :  :  ER ,  BR  :  :  2* 

;  —2^  ,  by  donc  Ef  ==±=lî-%  BG  ôc  E^H-BG='i~i2,  BG 
'^  ^^  i  BG  =  ^illll'  BG ,  &  par  conféquent  le  trapezoïde  Ef GB 
;         =?^^'  BGxiBE;maisBG  =  HQ,BE=HA,&letrian^ 

gle  H  AQ =HQxiHA=^BGxiBE,  donc  le  trapezoïde  eft 

au  triangle  comme  3^ —  2^  eft  à  ^  ;  c'eft-à-dire  dans  la  fuppofi-;^ 
tien  prefente  comme  j  &  à  2  ;  or  on  peut  infcrire  autant  de 
trapezoïdes  dans  la  portion  AFT  de  répicycloïde  que  de  triangles 
dans  le  demi-cercle  AHF ,  donc  la  portion  AFT  de  répicy- 
cloïde eft  au  demi-cercle  comme  y  eft  à  2  ,  par  la  même  raifon 

G  c  c  y 
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la  portion. ^LFT A  çft  au  cercle  entier  AF  comme  J  à  a  J  donc 
l'épicycloïde  entière  LTNM  eft  à  fon  cercle  mobile  conune  20 
k  2y  ou  comme  10  à  i^  maïs  le  cercle  immobile  eif  1 5  fois  plus 
grand  que  le  mobile ,  donc  répicycloïde  eft  au  cercle  immobile 
comme  10  à  16.^  ou  comme  ^  à  8  ^  d'où  il  fuit  que  Tefpace  ren- 
fermé entre  Tépicycloïde  &  le  centre  S  du  cercle  immobile  eft  à 
ce  cercle  comme  5  eft  à  8.        • 

. Par  la  même  raifon  lefpacc  de  la  développée  compris  entre 
ia  courbe  &  là  circonférence  de  fon  cercle  immobile  Ki  eft  à 
fon  cercle  mobile  OB  comme  10  à  i  ^  &  à  fon  immobile  Ki 
comme  ^  à  8 ,  de  Tefpace  compris  entre  fà  courbe  &  le  centre 
S  eft  au  cercle  immobile  Ki  comme  538» 

Et  on  trouvera  toujours  de  la  même  façon  la  grandeur  de  la 
r ourbe  de  l'épicycloïde  &  celle  de  fon  aire  lorlquc  le  diamètre  AF 
fera  une  partie  aliquote  du  diamètre  AC  y  mais  quand  cela  n'ar- 
rivera pas  la  courbe  &  les  efpaces  compris  dans  fes  détours 
ieront  infinis. 

Il  faut  obferver  que  fi  le  rayon  AV  du  cercle  mobile  étoic 
égal  à  la  moitié  dti  rayon  AS  de  l'immobile  la  courbe  de  l'épi- 
cycloïde fe  changeroit  en  deux  ligtles  droites  qui  feroient  les 
deux  diamètres  AC  >  BH  perpendiculaires  entr'eux^  car  alors 
k  traptzoïde  ^EBG  (  Fig.  142.  )  feroit  au  triangle  correfpondant 
HAQ  comme  j^  —  2ay  è  y  ou  comme  2  eft  à  i ,  ainfi  l'efpace 
compris  entre  la  courbe  de  l'épicycloïde  &  la  circonférence 
du  cercle  immobile  feroit  quadruple  du  cercle  mobile  ;  c'eft-à- 
dire  Tefpace  compris  entre  la  courbe  &  le*  quart  de  circonféren- 
ce AB  (  Fig.  143.  )  feroit  au  demi-cercle  ARC  comme  2  eft  à  i  ; 
or  l'efpace  compris  entre  les  deux  rayons  égaux  AC ,  BC  eft  auffi  , 
ç=|  ARC,  donc  ces  deux  efpaces  feront  égaux;  mais  ils  ne  fau- 
roicnt  être  égaux  (î  la  courbe  de  l'épicycloïde  ne  prenoit  la  mê- 
me route. que  les  deux  rayons  AS,  ES ,  donc ,  &c. 

Il  eft  vifible  que  l'épicycloïde  en  ce  cas  feroit  quadruple  du 
diamètre  du  cercle  mobile  ou  double  du  diamètre  de  l'immobile  > 
ce  qui  s'accorde  encore  très-luen  avec  le  calcul  ;  car  le  cercle. 
AF  feroit  deux  révolutions  avant  <le  retourner  au  point  A,  ainfi 
la  droite  BS  feroit  la  tangente  de  la  partie  décrite  de  A  en  B  ^ 
donc  cette  droite  feroit  à  la  partie  décrite  de  A  en  B  comme 
2I — 2a  eftà  ^;  c'eft-à-dirc  comme^  i^  à  i  ,  flc  par  conféquent 
cette  .droite  feroit  à  l'épicycloïde  entière  comme  1  à  4 ,  ce  qui 
c&  évident. 

Un  dtê  Livre  JkêmL 


kuL  DIFFERENTIEL  E.T  INTEGKAI. .         Zivre,U.Tla>uU  i'. 


^\\ 


CALCUL  DIFFERENTIEL 

E  T     L  E 

CALCUL   INTEGRAL, 

EXPLIQUE'S  ET  APPLIQUE'S 

A  LA  GEOMETRIE. 

LIVRE    TROISIEME. 

» 

Qui  contient  V explication  du  Calcul  Intégral  &fon  applica^ 

tiott  à  la  Geometri^^ 

CHAPITRE    PRE  JVtlER- 

Des  Règles  du  Calcul  Intégral. 

Ors  qu'u  n  e  grandeur  reçoit  à  chtquc  înftant  une 
augmentation  ou  une  diminution  infenfible  y  cette  - 
augmentation  ou  diminution  s'appelle  difféffnce , 
ainfi  qu'on  a  vu  dans  le  Livre  précédent  ^  &  la 
grandeur  à  qui  appartient  cette  différence  s  appel- 
le /we'^rai^  de  la  différence  j  ainli  l'intégrale  de  dx  eft  :v  >  celle 

Ccciij 
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de  dy  eftjy ,  &c.  or  il  faut  favoir  que  les  furfaces  &  les  folîdes 
peuvent  recevoir  des  augmentations  ou  des  diminutions  infenfi- 
blés  de  même  que  les  lignes ,  fi  Ton  conçoit  par  exemple  que 
le  triangle  ABC  (  Fig.  i.  )  augtoe;ntc  bo  diniinue  à  chaque  inllant 
d'un  petit  trapezoïde  BCcb  5ont  1^  lituteur  BR  foit  infiniment 
petite  ,  ce  trapezoïdje  s'appellera  la  différence  du  triai^le,  &  le 
triangle  fera  Tintégrale  de  cçtte  diffërènce,  de  même  (Tron  con- 
çoit que  lefolide  AU  {Fig.  2.)  augmente  ou  diminue  à  chaque  in- 
fiant  d  un  petit  folide  ad  y  dont  la  hauteur  D^  eft  infinimpi>t  petite  , 
oc  folide  ^^fera  la  différeît^  du;?fpli(|«  AD,  ôcfe  foliée- AD  en 
;fera  Fintégrale,  ôcainû^s  autfCs.  i    .*-  ^f' 

2.  hc  calcul  intégral  éft  fa  nianiêrè  de  trouver  les  intégrales 
des  exprelTion^  différentielles  ;  6c  de  cette  définition  il:  s'enfuît 
que  le  calcul  intégral  neft  autre  chofe  qu'une  opération  inverfc 
du  calclil  différentiel  ;  or  cette  opération  n'eft  pas  toujours  facile 
ni  même  poffible  ;  car  de  même  qu'on  peut  élever  une  grandeur 
à  une  puiflance  quclconqire ,  &  qu'on  ne  peut  pas;  toujours  en 
extraire  une  racine  quelconque  ,  de  même  aufli  on  peut  bien 
trouver  la  différence  d'une  grandeur  de  quelque  nature  qu'elle 
foit ,  mais  on  ne  peur  pas  toujours  trouver  4'intégrale  d'une  ex- 
preffîoh  différentielle ,  delà  viennent  ces  différentes  méthodes , 
dont  les  Géomètres  augmentent  û  fort  le  nombre  par  leur  re- 
cherches ,  qu'il  fcroit  difficile  ou  pour  mieux  dire  impoffible  d'en 
faire  une  exaâe  énumération  ;  je  vais  en  donner  ici  les*princi- 
pales>  c'efl-à-dire  celles  qui  font  les  règles  fondamentales  ,  & 
^je  me  referve  à  parler  des  particulières  dans  les  différens  ex_emples 
où  on  peut  les  appliquer ,  afin  que  les  commençans  en  puifïent 
mieux  comprendre  l'efprit. 

5.  Si  la  différentielle,  fimple  ou  compofée  ne  contient  dans 
chacun  de  fes  termes  qu'une  grandeur  variable  multipliée  par  (a 
différence  >  on  élevé  la  variable  à  une  puifTance  plus  grande, 
d'une  unité,  &  on  la  divife  par  rexpofant<ie  cette  puiflance  & 
par  fa  différence  ,  ainfi  l'intégrale  de  2xdx  eft  x^  ;  car  fi  pour 
prendre  la  différence  de  x^  y  on  abbaiffe  x^  d'un  degré  &  on  le 
multiplie  par  l'expofant  2,  &  parla  différence  dx  ^  ce  qui  fait 
rixdx  y  il  eft  vifible  que  pour  refrouvcr  x^  il  faut  éltever  la  varia- 
ble à  hne  puiflance  plus  haute  d'un  degré,  &  la  divifcr  cnfuitc 
par  l'expofant  de  cette  puiffaitce  muîtiplié  par  la  différence  de  fon 
premier  degré. 

Par  la  même  raifon  l'intégrale  de  y  dy  eft  7^*  ;  celle  de  axdx  eft 
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^**,  celle  de  f  x^dx  eft  i^  a?,  celle  dcax*dx'+-bbxd:i  eft  -  a:3    • 
H — x^ ,  celle  de  nax  "      ^  dx^R^ax^  .  celle  dcax^dx  eft  --^  :c 

,  celle  de  ax  »  ^a:  eft  — --  :v    »     ,  &  ainfi  des  autres* 

De  même  rintegralc  de  xd»;'\-bydy  eft 7 ;c*  -^  ^  by"-  y  celle  de 
aaxdx — ^cz^dz^^ax^ — «3,  ôcc. 

4^  On  dit  quune  grandeur  eft  fous  le  figne  lorfque  les  termes 
dont  elle  eft  compofée  font ,  ou  fous  le  figne  radical ,  ou  fous 
un  figne  qui  indique  une  multiplication;  la  grandeur  v'^xv—AîJf 
eft  fous  un  figne  radical  qui  marque  qu'il  faut  extraire  la  racine 

quarréede^:v — xx^  la  grandeur  ax — xx.  eft  fous  un  figne  qui 
marque  qu'il  faut  élever  ax — xx  à  la  féconde  puiflance ,  &  ain- 
fi des  autres  ;  quand  une  grandeur  qyi  eft  fous  le  figne  fe  trouve 
multipliée  par  une  autre  qui  n'eft  pas  fous  le  même  figne ,  on  dit 
que  la  grandeur  qui  multij^lie  eft  hors  du  figne  ;  ainfi  dans  ^ 

-Kax — XX  ^  la  grandeur  a  eft  dite  hors  du  figne ,  &c. 

j^  Lorfque  dans  une  cxpreflîon  différentielle  la  gran- 
deur qui  eft  hors  du  .figne  eft  ou  égale  ,  ou  multiple  ,  ou  fous- 
multiple  de  la  différence  de  1^  grandeur  qui  eft  Ibus  le  figne, 
on  en   trouvera  toujours  l'integtale  par.  la  même  règle  que. 

■  ■■       .il    ■      Z^ 

nous  venons  de  donner  (A^.  3*)  ;  ainfi  l'intégrale  ^xdx  xaa-^xx^ 

eft  aa  -+-  xx'^ ,  car  fi  Ton  augmente  d^unc  unité  Tcxpofant  de  la 

_i  ± 

grandeur  oaHrxx*  on auta aâ-i^xx*  ,  multipliant  dbnc  Vct^^ 
pofant  4*  par  la  différence  zxdx  de  la  grandeur  qui  eft  fous 
le   figne,  on  aura  ^xdx  ,  ceft  pourquoi  divifant    ^xdxxaa 

^xx^  par  ^xdx ,  on  aura  aa-^xx  *  pour  Tintegrale  ;  de  même 

rintegrale  de  2xdxy.aa'^xx  *  t^jx^aa-^xx  * ,  carrexpofantde 

z JL    !  .        '  i 

aa-^xx^  étant  augmenté  de  l'unité  donne  aa^xx""  ,  &  Icx^ 
pofant  \  ét^nt  mûtiplié  par  la  différence  2xdx  de  la  gran- 
deur qui  eft  fous  le  figne  donne  ^xdx ,  divifant  donc    axdx 

X  ^i!i  -+.  jri  "*  par  3  xdx  on  a  f  aa'\^xx  *  pour  Tintegralc,  par  la  mê- 
me raifon  Tintcgrale  de  f  x  o*^^^?^^  eft7X.?-j^ 
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-f.  ^»  ' ,  l'intégrale  de  t^  x  ii^i/z  -h  zbzdz  x  /i»z  -h  ^z*^  eft  ^  x  a^ 

-+-te*  ^  ,  celle  de  \  x  ticcxdx  —  ^fx^dx  x  r^**  — /icS      * 

Pour  juger  aîfément  des  cas  oii  Ton  peut  trouver  Tîntégralc 
dune  diflRérentielle  de  la  façon  dont  nous  venons  de  dire ^  voici 

comme  on  fera  :  prenons  la  différentielle  2xdx  xaa-^xx*  ;  je 

prens  une  indéterminée  z  que  je  fuppofe  égale  à  aa-^xx*  % 

aînfi  j*ai  2=:a^-+-ïï*,donc2*  =  a/H-A:jc,&±i^=axi*i  je 

mets  dans  la  diflSfrentielle  donnée  ^Lxdx  x  aa-^xx  *  ,  7,zdz   au 


lieu  de  nxdx  ^  &  z  ^  au  lieu  de^a-Hxx  * ,  ce  qui  donne  zz^dz 
ssizxdxxaa-^xx  ^  ;  oc  Tintegrale  de  2z^dz  eftf  z^  (M  3.) , met- 
tant donc  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  z^  qui  eft  ^a-H*x  % 

j'ai  y  xaa'+'xx^  pour  Tintegrale  cherchée ,  iSc  en  eflFet  cet  inté- 
grale eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci^deflfus. 

De  même  foit  la  différentielle  /^  x  a^dz-i^zbzlSzx  a^z^bz^  *  i 

je  psens  Findéterminée  .?p  que  je  fuppofe  égale  à  la  grandeur  qui 

1 

eft  fous  le  fîgnc ,  ce  qui  donne  x  =  a^z  -^bz^  ^  ;  donc  x^=  a^z 

^bz^  ,  te  ^x^dx=:a^dz^2bzdz;  je  fubltitue  dans  la  différen- 

_  £ 

tielle  ^x^dx  au  lieu  de  a^dz-^  zbzÀz ,  &  *  au  lieu  dea*z-+-^**  f 
&  j'ai  /^x^x^dx  j  ou  {x^dx  ;  or  l'intégrale  de^x^dx  eft  -^jc^, 
mettant  donc  dans .  cette  intégrale   la  .valeur  de  x^  qui  eft 

11*2 H- *2»^,  j*ai^xa*zH-^z*^  qui  eft  Imtégrale  cherchée,  6^ 
en  effet  c'eft  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci*de(fus. 

6.  on  peut  trouver  Tintegrale  de  grand  nombre  de  difiëren- 
tîelles  delà  même  façon  en  les  préparant  ainfi  quon  verra  après 
que  nous  aurons  expliqué  le  principe  fuivant* 


Soit  une  grandeur  x^xax"^  dont  une  partie  eft  fous  le  figne  & 
Tautçe  hors  du  figne  ,  &  fuppofons  qu  on  veuille  multiplier  la 

grandeur,  qui  eft  hors  du  figne  par  ;c' fans  altérer  la  valeur  de 


V 
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x^xax^  y  on  écrira  d^abord **""*"',  puis  on  divifcra  la  partie  ax^ 
qui  eft  fous  le  figne  par  x\  6l  pour  cela  il  ne TufEc  pas  d'écrire 

ax'^^  mais  il  faudra  écrire  ax     -^  ^  &  la  raîfon  en  eft  que  x 

venant  àpaffer  fqus  le  figne,  fe  trouve  élevé  à  la. puiffance r , 
&  qu  ainn  il  faut  le  baifler  de  cette  même  puiflance  >  afin  auela 
divifion  qu«  Ton  fait  d'une  part ,  raccommode  ce  que  la  muldpli-^ 

cation  avoît  gâté  de  l'autre  i  or  il  eft  vifible  qu  en  écrivant  x^'^^ 
xax'^     -^  le  divifeur^:-  eft  le  même  que  le  multiplicateur  jc  • 
Si  Ton  vouloir  divifer  la  grandeur  qui  eft  fous  lefigne  par  ^*,  il 

laudroit  écrire  x'^'^'^xax^'^'^^^x'^'^'^  x  /,  &  la  raifon  en  eft 

que  le  divifeur  x^  paflant  fous  le  figne  ,  fe  trouve  élevéà  la  puif^ 
£mce  r  I  &  par  conféquent  afin  que  le  multiplicateur  de  la  pre-* 
miere  partie  foit  égal  au  divifeur  de  la  féconde  »  il  faut  qu'il  foit 

a?"  ^leyé  à  la  puii&nce  r ,  c'eft-à-dire  x^. 


Ceci  fuppofé,  foit  la  différentielle  aadx^ax^dxx  aax^^x^  *y 
Je  multiplie  la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne  narx,  ce  qui  donne 
aaxdx^2x3dxy  ôc  afin  que  la  valeur  deladifFéreittiellefoittou-^ 
Jours  la  même  malgré  cette  multiplication,  je  divife  la  grandeut 
qui  eft  fous  le  fignb  par  x  ;  mais  comme  ce  divifeur  x  en  paffant 

fous  le  figne  fera  élevé  à  la  puiffance  du  figne  qui  eft  * ,  je  divife 
rexpofant  de  x^  parrexpofant  *  ,  ce  qui  fait ^  *  =x*  ;  aînfi  aax^ 


r^x^  *  divife  par  x  cûaax^-^  -Hx^-*  *  ^siaax^-^x"^  *  ;  donc  la 

différentielle  entière  eft  aaxdx  -J-  2x^dx  x  aax^  -h  x^* ,  où  Ton  voit 
que  la  grandeur  hors  du  figne  eft  la  dififérence  de  celle  qui  eft 
fous  le  figne  en  n'ayant  point  égard  aux  coefHciens  ;  c  eft  pour-t 

quoi  pour  trouver  fon  intégrale ,  je  fuppofe  «=  aax^  -f.;c*  *  , 
donc  z^  =  àax^^x^  ,  &  2zdz = laaxdx  H-  ^x^dx  ,  donc  zdz 
:=:  aaxdx  ^  2x^dx'y  mettant  donc  dans  la  diftérentielle  zdz  Ce  z 

au  lieu  de  leur  valeur,  j'ai  z^dz=i aaxdx -+-2X^dxxaax^^x^  *. 
cr  l'imcgrale  de  z^dz  eft  l^^'i  mettant  donc  dans  cette  intégrale 

•  .  Ddd 
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h  val€or  .de  »? ,  j'ai  ^xaax^^x^  *  qui  eft  îinDegole  de  la  diffé- 
rentielle propofée. 

Soit  la  diiFéreatielle  aax*dx'+-2x*dx  xaa-^xx*  j  j[e  divife 
la  grandeur  qui  cil  hors  du  figne  par  «  j  &  le  quotient  eft  aaxdx 
-^zx^dx  ;  j|e  multiplie  la  grandeur  qui  eft  fous  le  fi«ie  ^  «> 

nais  comme  x  pailam  fous  le  figne  fc  tcouve  élevé  a  la  puH&n- 

i^ 

ce  ^ ,  je  le  divife  par  cette  même  puiilâoce ,  ce  qoî  fidï  x  »=s5w»j, 

'  ... i 

ixaÇiaa-i-xx^  devient  ««**-+-«♦*,  &  la  différentidle  «ntiàre 

^  aaxdx -^^xidxxaax^-k-x^*;  mais  cette  différcntiell»  eft  la 
même   que  la  précédeme  ,  donc  fon  intégrale  eft  auffi  | 


On  voit  par  ces  dcut  exemples ,  qu'il  fiiut  félon  les  occafionj 
multiplier  ou  divifer  la  grandeur  qui  eft  hors'  du  figne  par  une 
finance  de  x ,  âc  diviferoa  multiplier  la  grandeur  qui  eft  fous 
le  figne  par  la  même  pyiflànce  i  en  voici  quelques  exemples. 

Soit  la  différentielle  dx  x  aax^  -+-«+•"}  je  multiplie  dx  parx  j 
^e  qui  donne  xdx;  je  divife  enfuite  la  grandeur  qui  cô  fous  le 

figne  par  *,  ce  qui  donne  ««-*-«»».  &  la  difi^tenticlic  cft*i« 

X  aa  -f-  A?»  • ,  dont  l'intégrale  eft  f  x  <»<i  -+-  «*  *..    . 

Mais  fi  la  différentielle  eft  ^axidx H-4*Vx x ax-^t-x*^  ,  je  di-- 
Tife  la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne  par  * ,  ce  qui  donne  sax^dx 
-^-^xidxj  &  multipliant  la  giandeur  qui  eft  fous  le  figne  par  «, 

j-'ai axi -hx* * ,  ainfi  la  ^èfii&chtieUe  eft  3ax*dx-i-4.xidxxMi 

i  -  •     .;:. i  "^  •  * 

-+-**•&  fon  intégrale  eftf  x  axi  -h  *4  « . 

StMtla  différenriellc  *"•"  '^xThkI?;  je  ppè»  la  différent 

^e  ènx  <iv  delà  grandeurqui  eft  fous  fcfigncijcla  multiplie- 
par/H-i^c'eft-à-dire  par  rexpbfantdofigneia<^fmenné  de  l'unité  , 
A  >e  divife  par  ce  produit  la  difféteBticUc  dont  texpofam/;  eft  aug- 

jncnté  de  i  ,  ce  qui  donne  f"^'^*x^-'-J*''        _= 


X  a-t-tx"        qui.cftnnicgrale  de  kdiffércnticUepro^féc. 
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7.  Ce  que  nous  venons  de  dire  dani  les  deux  arncles  précé- 
^ens  peut  s'étendre  à  grandnombred*autresdifFérentielIes>  dans 
lefquelles  la  puiflance  de  la  yarkble  >  oui  efl  hors  du  (igné  y  eli 
plus  grande  qu'if  ne  faut  pour  être  la  oiiFérence  de  la  grandeur 
qui  eft  fous  lo  figne. 

Soit  la  différentielle  «^x  x^^^dx  xa H- bxi  ;  je  fuppofc  z 
^=a-^tx^  ,doncz*=tf-h^A:3  &  ^^-j-^s=3  ;r3  ^  &  pat  confé^ 

^uent  A^=A?*''^=î~:î  &î^— j^«x3-ï^,mettantdDhc 


ces  valeursdsns  la  diffifremielk  ^  on  aura  x^xx^-^dxxa'i'ixi 

- 

"^5??^**^^^^* — ^i  &  faifant  la  multiplication  ind^Lwe 

-~-i — »        ♦  -^ 

par2;» — a^  on  zur^-^x  z  *  dz'^2azdz'^MZ^  dx  ^  dontrinte. 

graleeft^xfi»  —  az^^faaz^^  qui  fcreduit  à  jjjxfa— «s» 

^jaaxz*  i  mettant  donc  dans  cette  intégrale  les  valeurs  de  z  ^ 
,  z^  y  on  aura r^ ^ f  ^^^ s abxi^^ èkx^ — qa-^abx^^+'jaa 


6èi 


X  ^--h  tx^  ;  &    corrigeant  Texpreffîon  ^  on  aura  ^ 
^  aa^3aèxt+M.6  ^^j^^j  '  ^^j  ^  rintcgcale  de  la  différentiel- 
le propofée. 

Ladifi^rentielle  ayant  été  changée  eft  jjjxa;»  di2x&«  —  a  y 

en  voit  que  fi  lexpcfiint  2  <lé  la  grandeer  qui  eft  fous  le  figne  ^ 
nétoit  pas  un  nombre  entier  ^  on  ne  pourroit  élever  la  grandeur 

z* — a  y  à  la  puiflance  marquée  par  cet  expofant ,  axCcn  redui* 
fant  cette  grandeur  en  une  ferie  infinie  i  or  dans  la  différentielle 

{)ropofée  le  terme  or^  ou  ;c*^^  a  pour  expofant >  Texpcfant^  de 
a  grandeur  variable  qui  eft  fous* le  fi£ne  multiplié  par  2 ,  &  par 
éonféquent  pour  trouver  ^intégrale  d  une  différentielle  de  cette 
nature ,  il  faut  qve  f  expofant  de  la  grandeur  x^,  t[m  multiplie  la 
grandeur  qui  eft  heurs  du  figne  1  foit  un  multiple  deFexpofànt  de 
la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  &  pour  en  donner  une  formule  gé- 
nérale dei:eci .       -  . 

Pddij 
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Soitla  diiFércmieIle*"'x«"     ^  dxxa-^bx"    ;  je  fuppolê  z 


=«-+-**"   doncz'  =<n-^*">  ~-i  =  «",  fiti'^'         «^ 

"I — ^ 
s=  i""^'  «iif,  d'où  l'on  tife  ^^^  =  *"*  j  mettant  donc  ces  valeurs 


<dans4a  difiërentieUe  propofée ,  on  aura  ^z'  dxx  *^  ^*  -  *  ou 


-r 


V^^f^ 


zJ d:StY.z^  —  ^  ;  &  élevant  z^  ^—a  à  ta  puîflancc  r,  ce 

qui  fe  peut  toujours  faire  puîfqu  on  fuppole  quer  efl  un  nombre 
entiéir  >^ôft >«t)3uvêroit  une  expreflion  dontonpQurrbitaifémeAt 
tirârî'^dtegrslle  ainfi  que  ci-deffus. 

:  Priioej^empten »==4, ^==  3 ,  r  ===  aon aura-72{^ 

X ^■'r^'0'fp. f' ^y|, . X. z» <^z X aT — a,  &  élevant  z^ — aàlapuiP: 

fen^ a  ^  on  aura  ^^  x  zdz  —  aaz^  dz-i^  aaz^' dz  ,  dont   Tinté- 

I     .    .111'     Il  ■ 

g'^^SÉ  'lài-?^.?g^— T^^Hr  joa»^  qui  fe  réduit  a  ■—-, 

P^^f'^fî^ï^^T-Thii  X  2^'  i  &  mettant  les  valeurs  de  z» ,  aS^'  > 
-on  ,aiï«i9:^j,x  i<wi— itftf— f tf*«4H-i<w+-fl^JfM-T**«'  i«  <H-^**  ," 

«corrngeantrexpreflioftonaura—^  x — =-_ xa-+-*jc* 

qûiïârà  ImtégÉale  de  la  difiéientielle  propofée  y  £c  ainfi  de& 

H  iaut  bbfefyeï  que  ce  que  nous  venons  de  dire  ne  peut  fer- 
vir  qjùe  pour  les  différentielles  dans  lefquelies  la  grandeur  qui 
cil  fous  lé  iigné  né  contfent  qu  une  variable  dans  un  de  les 

termes.' ^'^':^-"'^-^'-    ' 

-S^^Si  daÉS^ûttéidiffi^mielle  qui  nPa  que  deux  termes  il  fe  trouve 

-^eux  changeanfe^  mukipliées  réciproquement  par  leur  différent 

ces  9  cm  eiface  les  différences  y  ôc  l'on  multiplie  les  changeantes 

lune  .par  Tautre ^  ainfi  l'intégrale  de  xdy  ^ydx  eft  ^}  car  pour 

^avQir  la  différence  de  ;ify  il  faut  multiplier  9c  par  dy^^y  par  dx.^ 
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ndoncficc.  de  même  Fintégrale  dezdx'+'xdz  eft  zxy  celle  de 
— xdz  —  zdx  eft  —  xz ,  celle  de  axdy  ^ydx  eft  axyy  &  ainfî 
des  autres. 

p.  Si  dans  une  difFéremielle  qui  a  plus  de  deux  termes  il  ie 
trouve  autant  de  changeantes  qu  il  y  a  de  termes  y  &  que  cha- 
que terme  foit  le  produit  de  toutes  les  changeantes  moins  une 
multipliée  par  la  oifFérence  de  la  changeante  qui  n  eft  pas  dans 
ce  produit  y  on  efikce  les  difFérences  y  &  Ton  êiit  le  produit  de 
toutes  les  changeantes  ;  ainfî  VïntégiAc  yzdx'{'xzdy'^xydz  eft 
yxz  y  celle  de  ayzdx  -H  axzdy-^axydz  eft  ayxzy  &  ainfî  des  au« 
très  y  ce  .qui  eft  évident  y  puifqu'en  agifîant  ainfî  on  fera  Topera-» 
tion  inverfe  y  de  celle  qu'il  faut  faire  pour  trouver  les  mêmçs 
différentielles. 

10.  Si  Ion  fe  rappelle  les  règles  du  calcul  difiérentielfic  qu'çn 

en  faflc  les  inverfes^  on  trouvera  queTintégrale  de  ^eft—  , 

que  ceUe  de  j^^^Tb^  ^«^  ^^^^^  ^^  ^^^"J"'^ eft  ^, celledc 
z,dx^^^—:czdy  efl  e  ^  &  ainfî  des  autres  fraftions  qui  n'pnt  au 

dénominateur  que  des  grandeurs  confiantes  y  ou  que  le  feul  quarré 
d'une  changeante. 

11.  Si  une  difiërentielle  dx  eft  multipliée  par  une  puiflfance 
d'une  grandeur  complexe  entière,  ou  qui  n  a  que  des  conftantes 
au  dénominateur^  &  que  Pexpofant  de  la  puiflance  foit  un  nom- 
bre entier  pofîrif,  &  qu  il  n  y  ait  qu  une  même  changeante  ^^  on 
en  trouvera  toujours  Tintégrale  par  les  régies  ci-deffus  enélcvaiî^ 
la  grandeur  complexe  à  cette  puiflance.  Pour  trouver  Tintégraîe 

de  dx  xax  -+- *Jc ,  on  élèvera  ax^xx  à  la  féconde  puiflance  , 
&  Ton  aura  aaxxdx  -+•  2ax^dx  -H  x^dx  y  dont  l'intégrale  eft  j  aax3 

•+■!  ^:if^H-7  Jc^^;  pour  trouver  Fintégrale  de  èdxxc^x-^^fx^'^hxs  y 
on  élèvera  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  à  la  féconde  puit 
fance,  &  Yonsma  ic^x^'dx'i' 2èc^fx^dx -^ abc'^hx^dx-^hfix^dx 
'^2bfhx^dx^ik^x^dx  ^  dont  Fintégrale  eft  ^bc^x^-^^bc^fx^ 
^fbc^hx^  '+-jbffx^  ^\bfhx^^}bh''x7  ;  pour  trouver  Imtégralc 

de  iy  X  ^  ^^  ^  on  élèvera  la  girandeur  qiâ  eft  fous  le  fîgne  à 
la  troifiéme  puiflance,  &  Ton  aura  ^^~  y  ^*X  '^'+'  n^ 
-i-'-^,  dont  l'intégrale  eft ^*  H- ^4- 31^^^,  ,&.ainfi 
des  autres.  Ddd  ïil 


3p8  Le  Calcul  Différentiel; 

Mais  fi  la  diffêremieHe  dx  efl  multipliée  par  une  grandem: 
complexe  élevée  à  U|<e  puiflance  dont  1  expofant  eft  un  nom^ 
bre  entier  négatif  pkis  grand  que  l'unité^  l'intégrale  fe  trouvera 
fans  élever  la  grandeur  complexe  qui  eft  fous  le  figne  à  la  puif- 
fance  du  figne  y  6c.  iî  elle  y  étoit  élevée  on  la  réduitoit  à  la  ra* 
cine  en  lui  donnant  un  expofant  négatif^  par  exemple  l'intégrale 

àt  dx  X  a^  -^  bx        eft  —  j  x  a^^bx       i  mais  pour  trouver 

Yitiiégrûtàc^dxxaa^'^s.ax-^xx       ,  on  réduira  cette  difi?- 

rcntielle  z^dx  xa^+^x        ,  &  l'intégrale  fera  —  a-i^x       = 
*—==-%  .  &  aïnfi  des  autres. 

i!2. 'Lbrique  les  méthodes  que  nous  venons  d'enfeignei  ne 
fufËix^t  point  pour  mec  l'intégrale  d'une  différentielle  ^  foit  qu  elle 
foit  un  nombre  entier  ou  une  fraâion  y  on  réduit  en  ferîe  la 
grandeui^  qui  eft  ibus  le  ftgne  où  le  dénominareur  des  frayions  ; 
ainfi  qu  bh  verra  par  les  exemples  que  nous  donnerons  dans  le 
Chapitre  fuivant^les  feries  fe  trouvent  parles  régies  que  nous 
avons  d^ggagéê  d^qg  le  premier  Livre  de  cet  Ouvrage  >  ôc  nous 
allons  donner  Tcî  un  moyen  d  abréger  ces  règles  dans  bien 
des  occafîons. 

Soit  le  binôme  a^b  qu'il  faut  élever  à  la  puiflance  m ^  nous 

avons ^û^ns l'endroit  cité  que  cette  puiffance  eft  tT^^a^^b 

&c.  ôcatefi  4e  fuitoi  or  ^''~"  =-f  ^a"~*  =  ;^ 
4ccl!'jRil)J0^t^     4w^W?s  valeurs  dans  la  formule  on  aura  a  -+-  ^ 
X  ^^^x  i=:i  X  ^M-  "-  X  i=i  X  "-=^  X  ^'  ,  &c.  mainte-, 
nant  fi  J'en  fuppofe-  w«=w  P  &  j= Q  on  aura  —  =»  Q',  ^= Q^> 
—s^O"*.»  dçç/ &  iubftituant  ccs.yaleu|:s  dans  la  formule  on  aura 

X  "j;^  k  iriî  ^"j:^  *p-  q V  "-  x'!i=.^  X  "-=^  X  i=:i  x  ^ 
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Sufpoûnt  de  nouveau  P"  =«  A  on  aura  ^*"  Q  =  ^  AQ. 

Et  faifant  7  P"  Q  =  B  on  aura  7  X  "-=lî  P"  Q*  ===2C1J  BQ, 

Faifantde  méme^BQ=rC  onaura^xîî^'xîl^  P"  Q' =«.2l!CQ. 

Et  faifant  ï^piCQ=D  on  aura  "  x  ^^7^  x  ~^->c  "^-^^ 

P"Q^â=s  ^Hi  D  j  &  ainfi  de  fuite ,  de  forte  que  la  formule  fera 

H-^'  DQH-"-=^£QH-"-^EQ,&c.&ainfidef^^^^ 
à  finfinî,  fai  fait  *  =  PQ;  car  puîfque  J^=Q>  fi  Ion  fnula- 

plie  pareil  ou  par  P  on  auraj-A  =  PQ  ou  ^«PQ,  oh  tèrrà 

dans  la  fuite  Tufage  de  cette  formule  pour  les  binômes  3  quand 
aux  trinômes  >  quadrinomes  >  &c.  on  fe  fervira  des  formules  q^e 
nous  avons  données  dans  le  premier  Livre» 


C  H  A  P  I  T  R  E    I  L  : 

VJàgc  du  Calcul  Intégral  peur  la  Quadrature  désÈuitfaces 

planes  curvilignes^  -  ^  , 

15.  /^ U  01  QUE  le  triangle  ne  foit  pas  une  furface  curviU-* 
V  J.exic  y  6c  que  d'ailleurs  on  en  trouvet  \jàxa  «dC^mcAt.pâr 
la  Géométrie  ordinaire  y  nous  commencerons  cependant  par 
cette  Figure,  afin  que  cet  exemple  facile  faflfe  mieux 'compïra- 
dre  aux  commençans  la  méthode  que  nous^  appliquions  au% 
autres  Figures  dans  tout  le  cours  de  ce  Chapitre. 

'Soit  donc  le  triangle  ABC{Fig.4.)  dont  on  demande  laire; 
d'un  point  quelconque  O  de  fa  hauteur  AF  je  fxiene  uj(ie  «^i^re 
tafe  rM>  &  une  infiniment  proche /^m ,  le  frâpezoïde  Pp^M 
qu'on  peut  regarder  comme  un  reôangle^eAiadî^àn(îe'd«^ 
triangle  APM  au  triangle  Avmy  &  par  conféquent  il  eilla  dif-. 
féremielle  du  triangle  APM  ,  ou  ce  qui  revient  au  même,  lô 
triangle  APM  eft  l'intégrale  du  trapezoïde  PpmM ,  ainfi  il  ne 
«agit  que  de  trouver  l'expreflion  du  trapezoïde  Pf  mM  ôc  d'eix 


^oo  Le  Calcul  Différentiel; 

tirer  l'irikëgralc,  crfr  le  triangle  APM  étant  trpuvé  on  trouvera 
facilement  le  triangle  ABC  conune  on  va  voir. 

Je  nomme  la  hauteur  AF  =  ^ ,  la  bafe  BC  =  ^  ^  rabfciflc 
AOasx^  la  double  ordonnée  PM=;f  ydovic  Oo=^dx  &  le 
trapezoïde  ou  reâanglc  P^mM»  PM  x  0^^===:  qr  x  Oo  =ydx  ; 
or  a  caufc  des. triangles  fcmblables  APM ,  ABC ^  on  a  AO ,  PM 
::AF,BC,  donc  jc,j^::a,*  doùiontirejr=^  ;  &   mettant 

cette  valeur  de  y  dans  yJx  ,  on  aura  ydx = -^ ,  dont  f  Intégrale 

Y*  eft  par  conféquent  la  valeur  du  triangle  APM. 

Maintenant  û  nous  fuppofoiis  que  x  foit  égal  à  è  y  c'efi-à-dire 
que  Tabfcifle  AO  foit  égale  à  la  hauteur  AF  du  triangle  y  le  tra- 
pezoïde PpmM  deviendra  le  trapezoïde  B^rC  6c  fon  intégrale 

fera  le  triangle  ABC  y  mettant  donc  a  au  lieu  de  x  dans  -^  on  aura 

—  ou  i  ab  pour  la  valeur  du  triangle  ABC,  c*efirà-dire  Taire  du 

triangle  égale  à  la  moitié  du  produit  de  la  bafe  par  la  hauteur , 
ce  qui  s'accorde  très  -bien  avec  ce  que  la  Géométrie  ordinaire 
nous  enfeigne. 

On  voit  par-là  qu'il  faut  chercher  deux  valeurs  du  trapezoïde 
fpmM.  6c  en  former  une  troisième  dont,  on  puifFe  tirer  Tinté- 
grale. 

14.  Soit  la  demi -parabole  quarrée  ABC  (Fîg.  3.  )  j^  ^^^^ 
Tordonnée  PM  6c  Tinfiniment  proche pm,  6c  nommant  BA=^, 
ACss^  ,  BP  =  jc ,  PM=^,  fai  Yp=^dx  y  8c  le  trapezoïde 
VpmMs=i^ydx  )  er  nommant  le  paramètre  »e^J?équation  à  la  pa- 
rabole» eft^xa=^,  doncyi=^Vpxi  mettant  donc  cette  valeur 

de  X  d^nsydxy  on  aura  dx\^fx=:p^x^dxy  dont  Tintégrale  efl 

jp^x*  ou  j  Vpx^  j  6c  mettant  au  lieu  àcpx  fa  valeur^^ ,  on  aura 
\v^x^y^i=^^xy  pour  la  valeffr  du  fegment  parabolique  PBM  ;  or 
fi  nous  fuppofons  BP  =  BA  nous  aurons  Af=»i«,  ôc^=^,  donc 
jxy=zfMby  ainfi  Tefpace  parabolique  ABC  fera  égal  à  f  a^, 
c*eft-à-dlre  aux  deux  tiers  du  reâangle  circonfcrit, 

Danslcs  autres  paraboles Téquation  eft/>"x"'=y^'">  donc^ 

n  m 

—zp^'^^x^'^^y  mettant  donc  cette  valeur  dans^i^;  on  aura 

ydx 
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_  «  m  «        »w-t-i» 

yA:=/^''-^-«'*''-+-'"^Ar,  dont  Pintégrale  eft  ^^j"-*^ x"'^ " 

n  m 

&  mettant  au  lieu  de  p»'*-^x'''^'^  fa  valeur j;^  on  aura  """V^ 


jA?  qui  fera  la  valeur  de  Tefpace  PBM  ;  fuppofam  donc  BP  =î=BA , 
C*eft-  à-dire  x=a  6cy  =  b,  on  aura  ^^"t,^-  ab  pour  valeur  de 
F^fpaceABC 

Sin=  1 ,  ?w=î  2  on  aura-îî-^^^^^^  =  ^a^.  c^eft-à-dire  que 

la  parabole  cubique  dont  Téquation  eft  px^  ^=^y^  c&  égale  aux 
f  du  redangle  circonfcrit. 

Si«=2,m  =  i  on  aura  ^t^  ^^  =  ^  a^,  ceft- à- dire  la  pa- 
rabole cubique  dont  Téquation  eft  ^**=^3cft  égale  auxf  du 
reâangle  circonfcrit^  &  ainfi  des  autres.  £a  général  toute  pa^ 

xabole  eft  au  reâaxigle  circonfcrit  comme  -ÎL±^  à  ^^tfî 

ly.  Soit  Felpacc  parabolique  PMNQ.  ( /îg-,  4,  )  doat  <)rL  d^- 
mande  la  quadrature  ;  je  nomme  la  confiante  AP  =  A ,  le  para- 
mètre =  a,  la  changeante  PQ==jc,  dont  le  point  d'origine  eft 
le  point  P ,  la  changeante  QN  =jf ,  donc  Q^  t=^  ^at  ,  &  le  tra- 
,  pezoïde  QN»^  ou  le  reâangle  QPiSqj=sydx  ;  car  le  toipç^oïdc 
QNnq  &  le  redangle  QNS^  ne  différant  entr'eux  que  d,'4^e 
partie  infiniment  petite  SNn  peuvent  être  regardés  comme  étant 
égaux. 

Or  par  la  propriété  de  la  parabole  on  a  QN?=  AQ  x  a 
x=  AP-+-PQxiï,  donc^*=a^-+-^^,  &  yf^Vab^irax]  <net- 
tant  donc  cette  valeur  de  y  àznsydx  osl  wny4ft  =  d»  y/^ib  tH  4^ 

Je  fuppofe  Vlô^h  -^ax  =  z ,  donc  z*  ==  4?^ -H  ij;c,,  &.  prenant 
la  différence  fai  azdz:=^adx  ^  ou4^=~,  &  mettant  cette 

valeur  de  dx  dans  j^a?  j'ai  ^ixs«  ^^J  &  meçts^ntaalieudejr 

fa  valeur  /tf*H-ax=2;,  j'aî^rfxs=^2^  ^  dont  Fîntégrâîe   eft 

Jydx  =  ~  (  la  lettre/que  nous  mettons  au  premier  membre  de- 

figne  fimplement  ^intégrale  de. ce  premier  membre  ) ,  flc  met-^ 

tant  dians  le  fécond  membre  la  valeur  de  zi  qui  eft  ai-^axv^^i^^ax 

Eee 


.^^ 
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on  zmîi Jydx  =  ^^"^  "^^^  •- — ^  =  ^b-^xV^'^ax  pour  Tinté- 

gralc  de  ydxy  c  eft-à-dire  pour  la  valeur  de  lâ  parabole  entière 
QAN.  .  .;:   .        '      * 

Or  cette  intégrale  eft  trop  grande  de  tom  l'efpace  APM  y. 
puâfqu  on  ne  demande  que  Tefpace  PMNQ  ^  ai»A  il  faut  en  re* 
trancher  Tdpaçe  APM  y  mais  par  la  propriété  delà  parabole  on  a 

PM:«PA^ti*Ba^,  donc  PM==v'^,'&'parconféquentref- 
pacè  APM^fPMxAPr==^^^i/^^  retranchkht  donc  \bV^  de 
Tintégrâle  ^b^x  Vab  -+-  ax  on  aura ^b-^x  Vab-^ax  —  f  bV^ 
pour  la  valeur  de  ïefpace  cherché  PmN(^. 

On  trouvera  la  même  chofç  en  faifant  réflexion  qu'au  point 
P  rabfciffe  ;:^"deVient  égale  à  zéro  i  c*eft  pourquoi  effaçant 
dans  Tîntégrale  jb^xVah-^ax\^  termes  où  y  fe  trouve ,  oa 
aura  •j/'  /^Â  pouc.la  valeur  de  Pefpaœ  APM  cju'ïl  faut  retrancher 
de Jmt^grale  pour  avoir  l'efpacç rMNQ.    . 

Si  Ton  veut  que.  lorigme  dé$^  (oit  en  Q  &  iion  pas  en  P>. 
on^p9p^imera»*Ia  conftaptç  AQ.=fA^  la  changeante  Q^P=*> 
'^l^h^y^y^  menant  une  autre  ordonnée  infiniment  proche  pm 
on  aura  Pp  ==  ^^ ,  &  le  trapezoïde  PMwy  où  le  re£langle  PMRf 
=^ydx. 


Ofiparisi  propriété  d«  k  parabQleon  a  PM^asAPx  g=AQ— QP 

y-àyéeîfcy^'^s::^  aB^-^axy  Scy^^Vab-^ax  ;  mettant  donc  cette 
Tîiléur "èoy  dztisyd>:  on ^\àîzydx=dx \/ab—ax.J^om avoir l'in- 
t^ralè  de  cette  différentielle ,  je  fuppofe  v^ab—ax  =  i  ^  donc 
z'':^ab — ax  &l  2zdz^=^ — tfi:C|  donc  iyc=— ^^;  Ôcmet- 
tant  danSr  ydx  cette  valeur  de  4^  &  celle  de  y  oui  eft  «  •  )*ai  ydx 
= — -"-T-^^f  dont  Iintégrale  eft  j(yrfjif  ====  — .-^ — ^  ^  mettant  la  va- 

leur  de  2?  qui  ti^  ab — 4x  Vab — ax,  j*ai  B^J=^.^T  fj^  *  —  * 
Vab — ax. 

Or  fl  eft  fur  que  cette  intégrale  n'eft  la  vîdeur  <}ae  ^«  iefpace 
PAM.i&:j;ion.pajj,de,i:efpa(Çie  PMNQ>flu'§n^f|mîiçdej  &  qu'en 
fuppof^nt  que  AP  devienne  égal  à.  ÀQ'çn  autm  x=o,  ceft 
pourquoi  efiàçanrdans  lantégrale  tous  l«s  tacqac^  èù  x  fe  trouve 
on  aura  ^—^b  Vab  pour  la  valeur  de  l'elpac©  total  QAN  ou 
ybVabi  carie  figne — jie  marque  ici  autre  çbofe  fînon  que  les 
abfciffes  vont  dé.  Q.  vers  A  ^  au  lieu  qu'ordinairement  elles,  vont 


ET  LE  Calcul  iNXEbu al>  Livre  IIL  40^ 
^e  A  vers  Q,  fi  donc  de  refpace  QAN;=^f  Z>v/^,  on  retraiîchç 
refpacc  P  AM  a=  f  x  i — *v/4^— ^^xpttaura  f^^x^êb^fx'f^^ 
Vat^-^ax  pour  lefpace, PMQN^  ^  '  ': '^ ^ • 

On  fe  fervira  de  la  même  méthode  pour  pgtt  (1  uneiritéèralc 
qui  ne  contient  qu\me  changeante  x  èft  çomplette,  ou  fi  elle 
ne  Teft  pas ,  ce  qui  arrive  fouvent  ^  caufe  que  dans  les  è^andeurj 
dont  on  tire  les  ^ïSétcpcç^  il  fe  trouve  4%.  ««mes  'qïil  n'ont 
que  des  grandeurs  confUntes  lefcuels  dilparpjjjrciitd^ns'lçs  difFé- 
Tences  ;  c'eft  pourqupî  on  fiippolera  jc  =  0  3  &  sllureite  quelque 
chofc  après  qu*on  aura  efface  tous  les  termes  où  ic  fe  trouve, 
•&  que  ce  refte  foit  pofitif  on  le  retranchera  de  Tîntéérale  ;  tfmt 
s'û  ed  négatif  on  ajouterî^  ce  relie  avec  le  figne  rf- à  Pintégrale  , 
que  fi  en  fuppofant  :v  =  o  >  il  ne  xeûc  rien  ,'  c^eil  une  marque 
que  l'intégrale  fera  compléta^ 

Lorfquon  a  Téquation  dupe  courbe  dont  les  ordonnées  font 


itégrale 

fi  cette  intégrale  eftcomplêtte,  ous*îl  faut  lui  ajouter  ou  retran- 
cher quelque  chofe  pouf  la  rendre  -rellfc.       '  *     * 

1 6.  Soit  par  exemple  Téquation  x^  -H  ax^  -+•  /i*  ar3  -4.  ^î  je»  -<-.  41 
t=:  a^y  qui  reprefente^iiie  courbe  dont  on  deniandela  quadratài^ , 
comme  nous  fuppofons  que  ies  ordooné^s  fontpatallçlesie^r'^^ 
les  9  fi  nous  concevons  d^x  ordonnées  iofipiment^oçhffç  ^  dpiat 
Tune  foit  appellée^  la  partie  de  la  ligne  des  abfciircs  çompriiiiis 
entre  ces  deux  parallèles  fera  ^  3  &  le  trapezoïde  ou  reâahgle 
fait  par  les  deux  ordonnées  fera  toujours  ydx. 

Or  réquation  de  ïà  courbe  fe  téduït  ày  =^  -j  -f-  jr  i"^.  Jî  '+'  T 
•+.4  ;  mettant  dbno  cette  valeur  de  y  dans  ydx  ,  j*ai  ylx 
^'i-hr.-^-r^-^r-^^^'^f  ^om  rintégrale  eft  ^dx^  ^ 

•i^ -—r -+- — r  •+•  "^  •+•  ^*. 

Pour  voir  maînteîiaiit  fi  cette  intégrale  éft  côtnptlettd je  fup- 
pofe  x  =  o  y  &  eflfàçaht  datis  Kmégrale  tous  les  termes  oè  x 
fe  trouve  il  ne  rtffte  rien  9  donc  cette  Intégrale  eft  complétte  & 
exprime  la  quadrature  cxaÛe  de  la  courbe. 

17.  Soît  de  même  réquation  y =a:+H- 4»  x^  qui  exprime  une 
courbe  dont  on  demande  Taire  ou  la  quadrature,  tirant  les  dmix 

Eeeîj 


\ 
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ordopnées  înfiwiqem  proches,  le trapezoïde  qu elles  formeront 

fera y^  i  or  de  Téquation  on  tire^  =  Vx"^  ^  ^^  x*  =  xVx^  -+-  a^  ; 

mettant  donc  cette  yaleur  de  y  à^nsydx  ,  on  zmai  ydx  =  ;cdx 

yx^H-aK 

Pour  trouver  Tîntégrale  de  cette  différentielle  je  fuppofe 
y/jfripp  — ^2 ,  &  z»  =  jv*  -H a^  y  donc  2zdz=si  2xdx ,  ou  g^z 
»:  ffdx  i. mettant  dgnc  là  valeur  de  xdx  &  celle  de  •x*  -+- ^^ 
dans  AT^jtf  VK}"+^a''  )2lydx = ^^<J2;  >  dont  rintégralecft^^ = j  ^S- 
,&  remettant  au  lieu  de  z^  far  valeur  ;tf *  -+- a?  Vx^  H- ^ * ,  y^fydx 

Prefentement  pour  favoîr  fi  cette  intégrale  eff  complctte  jç 
fuppofe  ^»='û,.«L  cfiaçant  'dans  Tintégralc  les  termes  où  x  fe 
trouve  le  refte  eft  f  a^  V^ = 7  a%  or  -ce  rcfte  cftpofitif ,. r€ttai> 
-  c^^îî^nc  de  cette  ihté^alc  Ifr  rcfté  f  a^  Va^ ,  on  aura  f  x  x*  H-  ^* 
V?*Hh^*  —  y ^5  pour  Imtégrale  coftiplette  où.ïa  quadrature 
exa£te  de  la  courbe. 

1.8  ;  Soît  encore  réquatîonj^^ = Af3  h-  ax'^ ,  donc  y  =  Vx'^-^axi' 
s=*v'x-K^,  &  mettant  cette,  valeur,  de  j^  dans  ^iv,. on  .aura 
ydx^±tixdx^^Xr^(u^  ^  -. 

Pour  trouver  rintegcale^de  cette  dilëfentielle  ,  fuppofoos 
l^*^a  =  x^.dQOca*^=«A:-i-tf-&2.* — ar=.x^  donc2x^=</x^i 
mettant  donc  lès  vakurs^  de  iv ,  at  &  Vx  -+-  ii  dans  x^xv^at  H-  a ., 
nous  auron$^4/A^3=2^4i^ — 2^**^2^  dont iWegrale  cA^Jydx=f 
73  — 1*  <iz^ ,  ÔG  mettant  dans  cette  intégrale  les  valeurs  de  z'^  ^%'^  y 

nous  aurons  /y^Ar=f  x^y-h^  V'jfH'^a — Eay^x^  aVx-^a. 
ac=;  ~  X  y*  H-  2ajy  H"tf<g  V.Xi'^)r  ^—  -JJ-  x  <wc  -+?  .oa  /^  Ht  a . 

Pour  (avoir  fl  cette  intégrale  eft  complète*,  fuppoft)nsA:=o*3i 
&  eflaçant  tous  les  termes  ou  a;  fe  trouve,  le  rcfte  fera  — ^ 
a^y^a,  or.  ce  refte  eft  négatif,  ajoutant  donc  ce  refte  avec  le 

ftgner-bà  rintegrak,.on  aura^^*'^^^"^";^^""'^'^^'^  -+-  ^:..  aai^a 

pourrintegralc  cemplettc  ou -pour  4a.  quadrature'  delà  courbe, 
6c  ainfî  des  autres,. 

iç .  Une  hyper  1^0 le  de  quelque  degré  qu  elle  foit  étant  donnée  (Fig.  j  •) 
trouver  ia  quadrature  de  Pejpa^e  indéterminé  DEFC  comptis  em^e 
k^  afytnptote^  &  la  cQUtbe^ .        .    ^        , 
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Du  fommetBje  meneBH^  BG  parallèles  aux  afymptotes^ 

d  un  point  quelconq[uc  P  je  mené  rordonnée  PM  j  &  Tinfinîment 

5 roche  pm  j  je  nômfne  BH  =  a,  EM  =«  a?  ,  VM^^y  ,  donc 
Im  =  rfjc ,  &  le  trapezoïde  PMmp  =^ydx: 

Or  l'équation  qui  exprime  ces  hyperboles  eft  a^^^=^y*x     , 

âcfaifant  4=  i  ^.on  ayra  i z=iy^oc^ ^  donc  >^'^==  ^;  =Ar'"" ,  ôc 

fl 

ji^^=^»2~S>^^  mettant  cette  valeur dej^- dans  jy<*v ,  on  aura  yàx 
==  x—m  àx  i  dont  fititegrale  ^^Jydx  =  'j^t;  ^  ""  m" 


^_f^^i\  •'    '  m' 


_  i/^e"»     »  ^  g^  mettant  au  Keu  dfe  x""  fa  valeur  >*"  , 

on  aura  j^i»s=~-^  y'je'jf''a«jj£-^  jcy,  qui  fccal'inceg/^ale  ou  • 

la  quadrature  de  Fcfpace  indétecminé  DEMPBA.-. 

Si  m  eff  plus  grand  due  A  ou  aura  toujours  la  quadrature  de  l'eiP' 

pace  DEMPB A  j  car  fon  expreffîoh  — ^  a:^  étant  ppfitîv^e  >  fon 

rapporrau  redangle  jry  fera  finîi  ikm  pft  égai  à  i?>.Vçsxpj:9ffion 

^r^  ^af)^  fe  changera  en*  -^y  yot  -  efl?  infini  >  ainfi  le  rapport  de 

Icfpace  DEMPB  A  aureftangle  Ar^fera  infini  ;.&  par  conféqrjent 
cet  efpace  fera  infiniment  grand  ;  enfia:fim  eft  moindre  ^ûe  tiy 

rexpreffion^;^;^  ^  fera  négative ,  donc  f<m  rapport  au-reâaii-: 

gle  a:^  fêraumrapport  dûnégatîfàu  pofitîf ,  &f  par  ccH(^uèrtt"cfc 
rapport  fera  pour  ainfi  dire  plus  qu  infini,  &  l'efpace  DEMPBA 
plus  qu'infiniment  grand  ;  mr  exemple , .  "  '     ,' 

Soit  f»==2,  »=i  ,  l'équation  fera  a^^s^xy^  &  Triuegrale^ 

;^:iiJ^y'=='^xyy  donc  Teljpacc  DEMPBA  fera  au  reôanglc-^fyV 

comme  2  a  i ,  de  même  fi  m=4,;i=  1  Téquatiôn  fcraV=Ary+, 

,&  fintegrale  j~-  ^yr=jxy%  .donc  lefpace  DEMPBA  fera  au- 

reâangle  ocy  comme  f ,  ^,  1  >  ou  comme f  à  |  >  ou  comme  d.^ 
3^,  ficaihfî  des  antres.  *  .  ^ 

,    ^Soit  m='xx"»â=2,réquationféfà  ^3is=.x*^  ,  ôç  Tîntegralc" 

-^  ^=-i--  ;jcy,^ — xy  y  dont  Tefpace  DEMPBA  fera  au  rec- 
tangle xy  comme  là —  i ,  mais  le  rapport  de  1  à  zéro  eft  infihîV 
donc  le  rapport  de  1  à  —  1  eft  en  quelque  manière  pius^u'kifinf; 
de  nïêmefoit.w==^i,ff====:^^  réquationfera-^^f=^^j^;  &  Imregr/irer 
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-£— ;ry=~f:r7,  donc  Fefpace  DEMPBA  &fft  aarcaanglc 

xy  comaie  -+-  \\ — 5 ,  iSc  par  cotiféqùcW  ce  rapport  fera  plus 
qu'infini  ^  &  ainfî  des  autres.  .^ 

Et  pour  niipux  éclaircir  ceci,  3ny  a  qu  à  faîte  attention  que 

lorfque  m=ft,  Pintégralê  ^  Jty  eft  înfînîé  par  rapport  à  xy  à  caufc 

quc^meâ  diyiTépar  zéro  >.  qui  eftiiifimQifiit  peut;  or  quandm=i  ' 

n  =  2y  l'intégrale  eft     -xy^  6c  le  numérateur  i  efl  encore  plus 

grand  par  rapport  au  dénominateur  —1  que  par  rapport  à  zéro, 

donc  la  .fraâkmj^-eft  pour  ainfi  dire  plus  qu  infime ,  ôc  par  con« 

féqu^t  ^'intégrale  _:^  ^  eft  infiniment  grande  par  rapport  kxy, 

&  âinfî  des  autres* 

Nous  avons  démontré  ceci  dune  autre  façon  dans  le  premier 
Livre  de  la  Mefure  des  Surfaces  &  des  Solides  ,  où  Ton  verra  que 
ceux  qui  penfent  autrement  touchant  ces  intégrales  négatives 
de  rhypdrbole ,  font  tombés  dans  rerrcor. 

Au  refte il  km obferver  que  dans  les  cas  où  le  rapport  de  lef- 

face  DEMPBA  au  redangle  xy  eft  plus  qu  infini  ;  le  rapport  de 
efpace  indéfini  CPREF  pris  de  f autre  côté  fe  trouve  fini , 
car  alors  on  a  /?R  =  EM^x  ,  RE=fm=j^,  &  par  confé- 
quent  Rr  ==:  ày ,  donc  l'élément  rR/rfP = xdy  ;  or  Féquation  étant 

isazy^:$*Qnzx:ss:  -i.=e^~;->  &  mettant  cette  valeur  de  x 


dans  xdy ,  on  zy^^n  dy ,  dont  Tintegrale  eft  jj£^  y 


u 


Ainû  fiii2c=î^fi=j2>  réquation  £ctza^^=ix^yy  ficrintegrale 

~jjj^jr ,  fera~Yj^A:  =  ayx  ;  donc  le  rapport  de  Icfpace  CPREF 

au  reÔangle  xy ,  fera  comme  2  à  i  >  &  par  conféquent  fini  j  & 
ainfides  autres. 

Si  on  applique  le  même  calcul  aux  cas  où  le  rapport  de  VtÇ- 
pace  DEMPBA  au  redangle  xy  eft  fini ,  par  exemple  lorfque 

191=2,  »=  1 ,  &  réquation  43  =  jçy* ,  on  aura  rîr.  y^=  r~ 

yxss^  ^yx,  c'eâ-à-dire  le  rapport  àt  l'erpace  CPREF  au  kc- 
tanglej'jf  eft  infini,  de  même  en  fuppofant  «5=4,  »=5i,  on 
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anra  ;;^yx  =  -p-  yx  3=  — \yx,  fie  par  conféquent  le  rapport 

de  refpace  CPREF  au  re^angle  xy  eft  comme  1  ^  à  r-  3  >  c'eft-àr 
dire  plus  qtilnfini ,  6c  ainfi  des  autres. 

D  oit  l'on  voit  que  dans  toutes  les  hyperboles^  à  lexception 
de  jrhyperbole  ordinaire,  refpace  afymptotiaue  dun  côté  neft 
pas  égal àlefpace  afymptotique  de  1  autre  côte  ;  jpuîfqu il  fe  trou- 
ve toujours  que  Tihi  de  ces  efpaces  étant  âni  ^  Tartre  efi  infini  ou 
plus  quiniinL  .1»    .  .    .      < 

20.  Une  hyperbole  ordinaire  ABP(Fîg.  6.)  entre /es  aj^nmotes 
étant  donnée,  trouver  la  quadrature  d'un  e/pace  démminê  CuMP^ 
compris  entre  deux  ordonnées  CD  ,  PM  j  la  partie  PM  d^^tne  afym\ 
ftote  &  la  f  ortie  CP  de  la  courh.      . 

Du  fommet  je  mené  BR  parallèle  aux  ordonnées  Cp  ^^  PM , 
ou  à  Talymptote  OH ,  fit  Tordonnée  infiniment  proche  ^rti  \  je 
nomme  BR=^  ,  OD:=A  y  DM=flp,  PM==j^ ,  donc  Mm 
^=^dxàiV}Amp=^ydx.  ' 

.  Or  par  la  nature  de  Thypcrbolc  on  a  PM  x  Mp  ==*:pï^^  MO 
==s=OD•4-DM==^^-;cydoncè^•-HJry»=fl*rfi^>^:s=^î^^ 

tant  donc  cette  valeur  de  y  dans  ydx  on  auraj^x  =  ^*  • 

Pour  trouver  Kmegrale  de  cette  différentielle  ,  je  divife  a^  par 
^?f-x(elon  les  règles  que  nous  avons  données  dans  le  pveaader 

Livre  ;  ce  qui  me  donne  la  fuite  infinie  j  —  jr  •^^ ^^7^  "^^T^ 
•4-  ~^  —  ^p^  ,  ficc.  fie  multipliant  cette  fuite  par  dx  ,  je  trouve 

rin,eg«le  eft^rf,  =ili- îj-;  H- i^  -  $?  +  •^-,  &c.  & 

c'eft  la  valeur  de  Fefpace  CDMF  eh  fùppbfant  comme  nous, 
avons  faît  queTorigine  desjc  eftau  point  D^    . 

Si  OD  eft  égal  à  BR  on  a  ^  =;=  ^^  fie  fuppofant  ^=  i ,  on, aura 
auffi^=t^  6c  par  conféquent  Imtegrale  fera  x — iA?*4-fJcJ 

Si  Ion  veut  trouvée  par  cette  voye  la  quadrature  Hei^paqe  hy- 
perbolique ABPjôncherchera  d  abord  Tefpaçq  BRMP  ainfi  quil 
vient  d'être  enfeigné ,  on  ajouterai  cet  efpace  la  valeur  des  trian- 
gles BRO,  PMi,  ce  qui  donnera  FefpaceBOiP^  d«nt  le  dou- 
ble fera  lefpace  SOiPBÂ  ;  c'cft  pourquoi  6tam  du  triangle  SO^ 


refpacc  SOjPjBA  le  relie  fera  la  valeur  de  lefpacc  cherché  ABP. 

H  pft  bon  cTobferver  ici  qui!  faut  que  b  foitpkis  grande  que  x  , 
car  en  fuppofant^=  i  ôc  x  moindre  que  b'y  là  grandeurs  devient 
une  fradion,  &  l'irtcgraleoula  fuite iitfini^  x^^^xl-^^x^ — ^% 
&c.  eft  une  grandeur  finie ,  au  lieu  que  fi  x  étoit  plus  grand  que 
b  y  cette  fuite  fcroit  d'une  valeur  infinie  &  s*éloigeerokpar  ce»* 
fêquent  de  la  véritable  valeur  de  l'efpace  qu*on  cherche. 

2  i.  Um  hypcxSof^.  ÂBC  (Fig^  7J.  é^ant  donnét  p  \rMver  fa  qua^ 
dratifxe» 

Il  cft  értdenr  que  fi  on  trouve  rcfpace  PBC,  Tefpacc  ABC, 
qui  en  eft  le  double  y  fera  auffi  trouvé  ;  c*^ft  pourquoi  je  nomme 
te  premier  «xe  DB= <2f^  Tablcifle  BP  =*=:  at,  rordomiéePC  =  J^ 
&  le  paramètre  =  ^.,  donc/?P  =  dx  &  PC^  ==ydx^ 

Or-par4a  nature  de  Thyperbole  on  a  jyy  =  axrt'Xx  ,  donc 
ayy  =  abx^bxx  y  ^y  ==  ^''^^  "^^''*  =  V'^v — f^x^  î  mettant 
donc  cette  valeur  de^  àdsi§  ydx  y  on  aùra^.v==^^^A:H-;c* 

^  vsi^  ^  <?c  fuppofanr  ^  =  ^ ,  ce  qui  arrive  dans  l'hyperbole  éqUila^ 

^^^^^^^  .  _i_ 

teréiy  '  prt  duistydx  =  dxVax  -f-  a?;c  =  Jx  x  ax  -+-  xjc  * . 

_^  2. 
Pour  trouver  Fintegralc  de  cette  différentielle  j'élève  ax-jrxx^ 

à  fa  puiflance  j  en  employant  la  formule  que  nous  avons  donnée 
daAik  Chapitre  précéaent<Ar.  12.)  Ph-PQ">==P^-+--  AQ 
r>-^BQ-HÎ^CQ-j-2=^DQ,  &c.  mais  comme  dans  le 

c;^s,prefent  ïexpofant  de  ^A;-+-^Ar*  eftuoe.fra^p  ,  nous  met- 
trons a^>aravant-dans  la  formule  au  lieu  de  Texpofant  riy  i'expo- 

iant  »  ce  qùî  c^iangera  la  fbnnule  en  P-^-T.Qii.j?^»  •+-  ~  AQ 


m—» 


donc  les  règles  du  nombre  cité  >  on^aP=»=iix,  Q=^=-=ii 


f7> 


;V5  PQ==A'^,ms=  I  ^  «=a2>doû€A5*^F*>3cîf^ 


A<^^0x'-a^\=^à^^x^=^B'y^BQ^^^^ 

4ft 


•'•""«=-;i7''-***C;'Tr=cQ, —  j.-jV 
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*^^^^  2X4X^X8  .    ,  '  J» 

^  *°  *X4X<^X8'*  •*      **  *    ,,   2X4>î^x8xio         . 

— ±   u    ■  '        '    '  ^  •'  :±^'± 

a^  ^  X  *  sssiF;  ainfî  de  fuite  ^  onzdonci^ax^xx^=^a*x  ^ 

1X4  ^^xX4Xtf**  ^  1X4X^X8/^ 

^^  2X4X6X8X10**  *  1X4X6X8X10X12^  . 

^,  &  ainfi  de  fuîtip  à  Tinfinî,     '  "     '  ^  "    '     '   '  ""'    ^  ' 

Multipliant  donc  par  dx  cette  valeur  de  j^  :=  v'ax^-hxxj  on 

^unydx=:a^x^dfc^ia'^^x^dx-^'^a'^^x-dx^    .. 

'  2X4     ..   .        ^^,    .      -   . 

•  I  .  -'  ^  3         ^— £      Z  1x3x5         _Z'    ^    ,  1x3x5x7 

2x4x6                         '^'^        1x4x6x8  *     ^*^^^2X4X6x8xxé 

Jl f^V^  l^3X5X7Xp  Î-L      iJ.   ,        ^  ,         .,. 

^      *  ^  »  dx — ~ — ' — ' — -^-^ —  a        ^  X  ^  dx^  &c.  dontPin^ 

1x4x6^8x10x11^  «iv^wc.uumim 

tcgraleeftj5^^;tf=f^T;r'^-Hfa^-3"jc^ îL^^-fjc*  '   ' 

4x7 

4x6x8x11  *  4X6x8X10X1} 

•   f  ^-V  IX3X5X7X»  — U.      il       ^  2.     i 

4x6x8x10x11x15  '  w.f^.  i^ra    X 

=  •if^jf  fubftituant  donc  cette  valeur  daijs  ITntcgrale  ,  on  aura 

fydx  =:V/^X'  JCH-— '— -^?^-+--.^^^^^' iX3X5^xx- 

'';^ ?•;  5tf         4X7|X^*        4X6X5>Xtf3       mk6x8xiix'«* 

xx3X5X7.xx^  1x3x5x7x9x^7  * 

4X6x8x  WK  IjXfl^  4X6X8XI0X11XI5XJP<^  ^  ^^* 

Si  rhyperbole  n  eft  pas  équilatere ,  c*cft-à-dire ,  fi  fon  élément 
eSiydx=^dxVax^xx  x^j,  on  mdtipliera  tous  les  termes  de 
rintegrale  qu  on  vient  de  trouver  par  ^. 

a  2.  Un  cercle  étant  donné ,  trouver  fa  ^uadra^e  (Fig.  8.).  ! 

Je  nomme  le  diamètre  AB  =  i ,  rabfcifle  AP = at  ,  l'ordonnée 
PM=7,  doncPB  =  i— ;v.  P/?  =  ^;c,  &  PMwp=  Wx  ;  or 

Fft 
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paur  la  propriété  dacercle on  a  jy  =;?  i*i— «jr , dofti>^=*^»^*— *^ 

s=x^— ^x«  *,  &  mettant  cette  valeur  dansj^rix  ,  on  aura^^x 

s=sdxxx — XX*. 

Pour    trouver    llnregrak   de  cette  différentielle  j    f  ékve 

;v— i*  *  à  (a  puiffance,  en  me  fervant  de  la  formule  de  Tarticle 


précédent,  6c  faiP-t.PQ»  =  P"  -i.=îÀQ4-^2=ÏBq 


X* 


-+-Î~=^CQ  ,  &c.  oriM=i  >  ««sa,  P=«  ,  Q=:— ^ 


s=— «;  doncP"=A  =  *^,  î  AQ=i*«x— «=— .i*^ 

*«     -      ^  *  »X4  *X4X6  "'      4« 

^  '  2^X4Xà^  1X4X^X8  '^ 

atdfi  de  iuhe«. 

-       ^^  '  *  »X4  aXfXé 

-r-^-^V^";!»* '-»x7x^V«y,.*  "^x&cw  & mnkipiiairt  tour 

*         "  "^  tX4  »X4Xtf 

<^*'^rx4xtfx»**^>  &c.  dont  rintègfale  cftf  *»— |x^ 

^,-i-  K^^-  _»XL.  ;r^_.  _ii?  î?iL  ÎC^  —     U_^?J^  ^'^X. 

4>t^  ♦X^tfjtï'  4x<xftxii  -|X<x«xioxri 

it  ■  i"  "      '  -^ — — ■ 

«  »  ,  &c.  or*  »  =Vjf ,  doncj5^<fc«?s=s •xx f  «  — j^ *»  —  ^^ 

*^~rr<TÏ^Î~Tr^îèfîTn*S  &c-^c'éft  là.xjuadrature  du. 
demi  le^ment  ArM. 

SI  l'on  fuppofe  que  PM  dcvicniie  égalt  au  rayon  OR  ,  on 
aura  y«?g'i ,  c  qft  fOBfqoûi  la  quadtatûre  duquàrt^de  cercle  AOR. 

-  9p^^'B^'°^**^^'^  ^  quadrature  do  ccrélc  d'eAe >titre^<;on  que 
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voici;  jeiiainihe.te  ny<M  AO»3t9  rftbfc^ 

nant  l'origine  des  at)fcifres  au  centre  O  ,  l'ordonnée  jnnt=rrj  ; 

donc  'Pp:=^dxhc  FMmp  =sydx  i  or  par  la  nature  du  cercle  on  a 

pm  =  AO — f  O  >  donc  yy=  i  —  ^*  j  donc  ^  =:  i/ 1  —  à:* 
X  — 7^^ *  ;  6c  mettant  cette  valeur  de^  dansj^4^  j  on  xydxrtsm^x 

.  Pour  trouver  f  iiîtegrafe  de  ceftè  différentielle ,  f eléve  i'-^'^*  * 
à  fa  puifTance  ,.en  employant  la  foraralç  ci-deifiis ,  ^^m.,dc)!mM 


m 


donc^  AQ=ix  1 X  — x«K=— ijc*=:B  ;  2^  BQ  ^  ?-  i 


»X4X>  ^      4»  >C  «^  tX4Xil 

^X3X^ 
Z«X4X  6xB 


ir^x  —  **«—  J^^^,  jf»«F,  ficamEdcfuiteà  naftyjc- 


Lïiiii.  *» -*  ,  ,'x?-x^><7     ^10    û:c»  &  'inaitloliîu»;  tout 

»x4x*x«  ïk^xcxSk*»-      >  •*-'^  »•   ««»«P»»a»«  tout 

par  dx^  onajj<fe«=i»:— i  jc»<ir—  ^-i*  *^*^-*- ri^J^^ir^irflcc- 

dontl'integrdetft*-  ^^  *,- -^«5 _^^-i^^  ^   - 

->.Ix']r.x/^>^<^--^~'^*^-^^^-^*^--.-^n 

0C^,  ficc. 

Si  l'on  fupçoiè*x}ue  JPO  ^evlenne-i^al,  au  iiivofi  AQ  cm  au£a^ 
»=i ,  &  par  conféquentle  quart  de  cercle  ÀOR  fera  i  — |v-r-^ 

Voici  une  tr»illéme  manicre,  foit  TangleBCG  j(l7^^  5.  )  mot- 
"tié  de  l'angle  BCD ,  BG  la  tangente  ^e  Tanche  BCG\  fie  BD  la 
tangente  de  l^angle  BCD  ,  foit  ùk  l'aSi^îe  iâh  égal  à  l'dngle 
BCG^  la  jambe. ^  égale  au  »yâi^BC^  ibieot.-tticoM  k* orbite 
^^  j&cla  droit^^n^  égales  chacune  au  rayon  £(C;  le  xnzn^^ba 
4era  ifofcele,  fie  par  conféquent  Pangle  externe  liJg^lGbradoi^le 
de  ïan^le  bag  y  du  point  b  toit  abbaiflTée  fuj  ag  ja  perpwidiculairp 
"ihyCt  du  point ^ fut  àb%  pérpèhdîculsore*^^,  fi  1  on  prend  pour 

Fff  ij 
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Cmus  total  la  droite  <i^,  la  droite  èh  fera  le  finus  de  Tangle  hah  , 
&  la  droite  ah  en  fera  le  finus  de  complément,  de  même  Ja 
droite  i^f  fera  le  finus  de  l'angle  e^g  double  de  àak ,-  &  la  droite 
^^  en  fera,  le  finus  de  complément. 

Je  nomme  ^^  ==  BC==  r ,  ^A  ==  ^ ,  *5  ===  1«,  ïe&tmngles  refbin- 
gles  al>à,  j(!g?  ayaiîJt  l'angle  aigu  hafi  contmu»  font  femblables, 

donc  aè  ,bh::ag^ge ,  ou  r,h::  sa,  ~=ge,  de  même«*,M 
::ag,aeQur,^;:mf~r  r=fBaeydoo^Jff==^^-—aè  =  l^  — r 

s=a.„^^y_^^pr4anp  le  triangle  reûangle^aA  on  a  fe»  sésah  -i-A6  , 
donc  rr=  »^H^^* ,  «l«tta'nt  donc  éette,  Yâlcur  daiîs-^^  =iîlzJZ 
j'aî  i.=^til!:H|î:^''±=-JLri£!-j  fe  hhiisMP  dêPangle  BCD 

cft-d,6nQ  ~.^  ôc  te  finus  PC  de  complément  ^^^^^imaisàcaui 
fe.  des  triangles  femb^bles PCM*,  BCD  ,  on  a  PC ,  PM  :  :  BC  , 

^9'\/^^  \<T^[r T.-' ' r» ;T~fï?  =*»?D , jemene lefuius ST, 
A Ifi  «Jaiig'bs  fçanblabks  STC ,  GBC  donnent  TC ,  TS  :  :  BC, 
BG  ,  ainfi  nommant  BG=^  «  f  ai  a ,  ^  :  r  r ,-»  &  -  .s=i:  a  ;  hrcttanr 

donc  cette  valeur  de  a  dans  --^  =^  BD,  j'ai  BD  ==  ~^**^*'l-- 

^.hSï  i  &  fufpofantBC— ra=  1  >  ;'aiBD=  ^,  qui  eft 
re^prçflîon  4f  la  tangente  dç  IVc  MB  double^  de  SB. 

Maintenant  l'angle  BGD  étant  divifé  en  deux  également  par^ 
la  d^ôHtf  GG  oft  a  GB ,  BC  i  ^  GD ,  DC  ;  or  GD  =i  BD  —  BG 

'='r$frî  «I^'W^irie^à  «âiife  des  triangle  'féhibfàbles  DCB, 
•MCP  on  a  ï3iC,  DB::MC;MP>  donc  ^-^^  -  "-.  . ,  . 
^-2£^==MP;lesrïiêjAes  triangles  donnent  auffi  DC,  BC.tMC, 

^C>  où  T^Vi  ::;i  ,7=7!  -PC  ,  doiic  PB  =  BC-PC 

.       •     -V— ^*-*  '■''i-Hir»~><:;H-,»    •     XX»      ..."•'■■•• 

Je  mené  fm  infiniment  proche  "  &  parallèle  à  PM ,  &  la  droite 
CA  ,  je  tire  MR  paraHeie  à  P/r,  &  il  s'agit  de  trquver  la  valeur 
du-feûeùr  BÇMi  or  prenant  l'origine  desabfçiJjes  ea-B,  I^ 
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s=  MR  fera  la  différence  de  BP  s=~^~-.  ^  donc  cette  dlfl&ëncç 

Les  triangles  rçûand^s  PMC,  MRm  fçnt  femblables  iicar 
l'angle  aigu  kMw»  eft  é^al  h,  Fangle  aigu  PMC  côinmë  on  peut 
le  prouver,  par  la  feiife  inrpeûîon'de  la  Figuré ,  ilonc  ÎVÎP,  MC 

:  :  MR  ,  Mm  ou  t5^ ,  .  :  :  ^  / -^"-^M>«  ;  ôr^^ïe^pétît 

tic  Teneur  eft 4a  diifêrentiellâ'da  feGtem  BCM  y  tiràtit  donc  Tin. 

tégrale  à&^^^l-J^'^.j^*  <>n  *«»  laire  d»  .feô«ur..      - 

|*ipur  cela. je,  djvifc  i  çiar  |  •+-«» ,  ce  qui  dorinelâ  iuite  j^—jo». 

4-*4  — .  *tf  .^^  ^  J5cc.  &  multipliant  cette  fuite  par  ^  j'ai  4^1^ 

i=dx  —  x*dx  ^-  x^dx  —  x^dx  ^-  sfidx,  &c.  dopt  Vitttégralë^dl 
;c-^i.:^î4.i.jt5i_i..jf74-i:;c^UX;tM^acc.    •  ■■■•■:■■  ■-^: -^  ■'- 

Si  Ton  fuppofc  que  PM devienne  égale  shirayon  ÔCIitan*  * 
^eotc  BG  deviendra  égale  au  rayon  /&  l'on  àdra  *  *iii  i^>  ^ôrfc 
Ie.feaeurBOC,.cçft-à-direle  quatt.  de  câcle  fe»  n -nt,  i-fWi 

Pour  trouver  la  même  intégrale  d'une  manière  plus  %bi;egée. 
5e  nomme  BI>»a<»>  donc  DAaa=  </«,  &  àlcatiie  dù^tciâoéle 

reaangle  DBC  j^i=  SC  =±  Œ  4-  Bï5 ,  ou  pt'i;i='t'4^B, 
d'oà  je  tire  DC  =«=  v^  i  -h  «c  *=  »  H-  *» » ,  du  pojn t  £>  ji'^bi&iffe 
DL  perpendiculairfrfur  AC ,  &  le  petit  triangle  reâangleADL 
eft  fembfableatu  triangle  DBC,carfarigleaIgttBDG  ne  différé  de 
rangle  aigur  Afl.l?c>dWihfimngent  pWtj^qjiç.iSD  J^G,:  ;  EMgDL, 
ou  1/1  -^xx,  1  :  :dx,  ^;==aDL ,  ,Ies.:ti|ianglos  fçmbibles 
*  PCL,  MCffl  donnent  CD,  DL  :  :  CM  ,  Mm.,_ .  o»  v<  i  -e.  xjs , 
vT^x  ' '  *  *  /nbff  =^^* *^  yaf  conféquent  le pctitfçaeut  MÇ«»- 
*=MmxiMC=-_^~  î  or  ee  .  jpetit .  foaeur '«ftlla  diffé- 
rence du  feôeurBCM,  donc  fon  im^rale  fera  laSraleùrde 
BCM,         •'•';".  -  ■  '"  -'^    '  ■ 

Pour  trouver  cette'  intégrale  je  divifc  i  par  2 -+-  2**  .^cfequi 
donne  4-— f  «'rHi^^^f  **r4*|««=-i*S  ôtc.  &Ài{atipîiant 

Fffiîj    -^ 


414  l-E  tkicvt  DirFëRÉWT'iEL,"  ■ 

cette  ftûjc  par  dx  j'ai  j—;  =  t  <faf — t  **<^«  H-t  ^4*e — -x^dr 

-4-  i  x^dx ,  &c.  dont  l'intégrale  -i-  «— |  *3  -f-  ^  «^  —  jL  «74,1^ 

*? ,  &c.  «ft  l'aire  du  fecleur  BCD. 

-  Quand  ie  leÔeur  BCD  eft  la  moitié  du  quart  de  .cerde  la.  tan-. 

genre  BD  eft  ^aie  au  rayon>  donc  x  =»  1  ^  &  {àr  conféquent 

BCD  3=  i  — i  -H-  To- —  T4  *+•  "iH  >  &c.  &  doublant  cette  fuite  on 

aura  ï  -*"f -I-7  -—  7-  H-  7  >  &c.  pour  la  valeur-du  quart  de  cercle. 

a '3.  iOn^  SJiiffe  épata  donnée  (Frg.  10.  )  j  trouver  /a  quadra- 
trice. 

Je  jiom«ie  AC  s=  « ,  GG = ^ ,  PC  =»  * ,  PM  =j^ ,  donc  Vf 

=r^dxy  FMmp=:ydxiOf[  parla  nature  de  r£liipfe  on  a  PM^ 
ÂC— -PC^:GC^  ACi  doncy  »^* ~jr^  ;  :  f S  ^^ 5  &  par cocfé^ 


,<:>X** — ;r* 


qucnt  a^y^  z=c^xa^  —  ;c* ,  d*ofe  Ton  tire  j?*  :^ -^ j  &  y 

s==î  ^^^"^^     *^ ,  &  mettant  cette  valeur  de  y  dd^sjyJx  on  a^i» 


■"^    »»' i 


Voui  trouver  Tiiitégraie  de  cçtté  <Ufférenii€lle  j'élcvc  u* — x»  • 
à  ia  puifTance  en  employant  la  formule  ci*de^s  ^  ce  qui  donne' 


m 


«==  I ,  «=a,  P=.:a» ,  Q  =— i^,  P"=A««""*«*, 

iii3.><f  XX»    ^E    ^  ainiî  de  fuite. 


X — -r 


On  a  danc  «*  —  ;«»«=3tf^ïl  — .ill il C^  _  ^c. 

*«  Sd»  Uaf   .       11847  Y 


ic  multipliant  par*"»  a  y»  =g  «'"'.' -.^  '  =  r&  -  2^ 


^^4       „ «;»  .    „,„-.  »  &c-  valeur  du  fegoient  PMGC. 
Si  Ton  fuppofe  (^uePC  devienne  égala  AÇ  on  aura  «sb=4  »  ^ 
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Pintégrale  fe  changera  en  ac  —  ^ac  — ►  ~  —  —^  —  ^^""^^  &c* 
&  ce  iera  la  valeur  du  quart  cf  EUipfe  AGC. 

Si  ïon  décrit  un  cercle  ARB  dcHit  le  dianieirre  (6k  égû  au 
grand  axe  AB^  le  petit  redangle  ?Rrp  qui  eft  réktoiêm  du  cer- 
cle fcndxVaa — xx;  or  le  petit  reâangle  PMmp  qui  eft  Pèle- 

mentderÉlKpfc  e{!tydx  =  ''^'^f^^%  donc  les  intégrales  de 
CCS  deux  élemens;  c'efl-à-dire  le  fegmeat  circulaire  CTRP  eft 
au  fegmeot  Elliptique  CGMP  comme  fdx  Vaa—xx  eft  à^ 

Vaa — x^,  ou  comme  a  c&z  c^  czr  a,  ciifcxv^aa — xx ^  - 

fdxVaa — xxy  donc  le  cercle  circonfcrît  à  rElIîpfe  eft  à  rElIipfc 
comme  le  grand  axe  au  petit  axe;  ce  que  nous  avons  cïémontré 
ailleurs  par  la  Géométrie  ordinaire» 

SiPonfuppofei/4j^=  i  on  aura  ^  =  1 ,  &  rimégrale^(r-=^:J^ 
—  ^  —  ^,  —  '^^.  r  ôcc.  qui  eft  Taire  du  quart  tf  ElUpfe  fe  chan- 
gera en  1  — ^— ;^ — r~ — T^7T>  &C,.  qui  eft  Paîfc  d^on^Wt 
de  cercle  comme  on  a  vu  ci-deflPus,  donc  Faire  de  rEllipfe  eft 
égale  à  l'aire  d^un  cercle ,  dont  le  diamètre  eft  moyen  propûr- 
tionnel  entre  le  grand  axe  a  &  le  petit  axe  r^  ce  qui  s^accorde 
encore  avec  ce  que  nous  avoyss  prouvé  ailleurs  parla  Géométrie, 
ordinaires 

24»  Quatre'  un  fcSfemr  Elliptique  CAM  (  Fîg.  1 1 .  )• 
Je  nomme  le  demi  grand  axe  CA=5^^  le  demi  pem  axe  CB. 
=  ^,la  tangente  AD=jc  ,  la  droite  CD  ==^ ,  &  la  droite  CP = z  , 
îe  ^ene  Cd  infînimeht  proche  de  CD^  &  du  centre  C  je  décris 
les  pedts  arcs  MS>  DR  ^  les  triangles  reâangles  CAD  5  DR^ 
font  fembkibles  i  car  Tangle  aigu  R^D  ne  diffère  de  Tangle  aigu 
CDA  que  d'un  îplinimeor  petit ,  àoiàc  CD»  AC::!)^^  RD  ou 

yya::dxy~  =  RD^les  triangles CPM,  CAD  étant auffi  fem- 

blables  donnent  AG,  CD::CP,  CM,!oua,>::z,Ç  =  CM; 
enfin  les  feâsewts  femblableç ^  CDR >  CMS  donnent  CD,  DR 
::CM,MSou;^^^::'^%^*=MS;  or  le  triar>gteMC&«f 

CM  X  MS ,  donc  MCS  =  >î  x  ^*  =  — .  aiofi  la  diiTurence  du: 

fc£leur  CAM  cfl  ^  ,  6c  U  ne  s'agit  plus  que  d'en  trouve:  l'àv 
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tégcale  ~y  ce  .que  je  fais   en  cette  £içon. 

Par  la  nature  de  l'eilipfe  j'aiPM,  CA — CP  ;  :  CB ,  CA ,  donc 
PM,tf»— a»::*^,a^,d'oùjetitePM=2!£!z=*:î!  ,  &  PM 

=  j  v^à^  —  z^  i  or  les  triangles  fcmblables  CPM,  CAD  donnent 
PM,  CP::AD,  AC  ou  Va»  — zS  zi.x^a^  d'où  je  tire 
bVa^  —  2;*  =  zjc ,  &  quarrant  chaque  mennibre  j  ai  a^b^  —  b^z^ 


aM 


t=izzxx^oM  zzx^ -^  b^z^  =i  à^b^  y  ce  qui  donne  «;  =  ^ 
&  mettant  cette  valeur  de  zz  dans  MCS  ï=^^  ,  j*ai  MCS 

dbbix  IXabbdx 


Je  divife  1  par  2bb  -+-  ajcx,  ce  qui  donne  la  fuite  infinie  ^ 
—  i^'^TP^  —  iV^^ïfr;*  *^^*  laquelle  étant  multipliée  par 
fl*W^  donne-;;^  — -j;7-H — ^^^ ^jï-,&c.dontlmté- 

gralej  — 5^^  -H  ,^  —  ^gi -+- ^^  ^  &g.  eft  la  valeur  du  feaeur 

CAM, 

Si  Ton  fait  i=ri  on  aura  CAfA,=^\ax  ^- ^ax^  ^~ax^ 
M — Tî^jf^H-ry^^S  &c.  &  fi  roivfuppofejc=A  onauraCAIVl 
^sss^ab  —  \ab^^^ab  —  rr  ^,  &c.  or  en  fuppofant  a:  =  i  ou 
AD  =  BC ,  on  a  BD  =  C A  ;  ainfi  appeilant  BD  f=  x ,  &  con- 
.ftruilknt  pour  le  fe£leur  BCM  de  même  que  pour  le  feâeur  CAM 
onauraJBCM=^<:^ — \ab^~aby&ic.  &  ajoutant  enfemble  les 
deux  feûeurs  on  aura  le  quart  d'Ellipfe  BAM  s=zab —  job-^j 
ab-^^ab^^abyàLC. 

D'où  il  fuit  que  fi  Ton  fuppofe  ab=zi  ou  VâFc=,  i ,  alors  le 
quart  d'Ellipfe  /e  changera  en  quart  de  cercle  ,  &  Ton  aura 
BAM=i — 7 -h  7  —  7  H- 71  &c^  de  même  que  nous  avons 
trouvé  ci-deffus. 

2^.  Quarrer  unfeSieur  fyperbolique  CAM  (  Fîg.  12.  ). 

Je  nomme  le  demi  grand  axe  CA  =:  ^ ,  le  demi  petit  axe  CB 
==è ,  la  tangente  AD  =  a:  ,  la  droite  CP  ==  x ,  la  droite  CD  ==^., 
je  mené  Ci  infiniment  proche  de  CD,  ôc  du  centre  C  je  dé^ 
cris  les  arcs  MS ,  DR,  les  triangles  femblables  CAD  ,  DKd 

4onnentCD.,  AC::Di,RD  oùyya:;4x,'j^KD  j  les 

triangles 
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triangles  femblables  CPM ,  CAD  donnent  auffi  ÀC,  CD:  :  CP, 
CM.  on  a,  y  iU  ,' •Ç=  CM ,  enfin  les  fe.acûrs  femWablei  CÊR, 

CMS  donnent  CD ,  DR  :':  CM,  MS  ou;^ ,  '-^  :  :^ ,  ^  ===  MS  i 


or  le  triangle  CMS  =iCMxMS='*  x  ^  =  2£ï  &cetrian- 

gle  eft  la  difiïrcnec  du  feaeur  C AM  ,  aînfi  fon  intégrale  que 
nous  allons  çherçhçr  fera  la  valeur  du  feôeur. 

Par  la  nature  de  Thyperbolc  nous  avons  PM,  CP—  CA 

::CB>  CA,  donc  VM. ^zz^^aaiibb y  aa^  doù  je  tixe  PM 

=  — ^ir~>  ^^  ='-Vzz'—aay  or  les  triangles  (èniblables 

CPM,  CAD  donnent  PM,  CP::  AD,  AC  ou  -i/z^  — ^  ,  z 

...  «         41 

:  :  AT ,  il ,  donc  zxr=  bVzz  -^aa,  &  quarrant  Tim  &  l'autre  membre 
zzxx  =;  èbzz  -—  ^ioa  •  d'où  l'on  tire  zz  =  77 ;  mettant  donc 

cette  valeur  de  zz  dans  CMS«:^,  on  aura  CMS  =^  -j^^^^ 

Ainfî  divilant  i  par  2bb  -^  axA?  on  aura  la  foiic  ^-+-  ijï  :^  ijr 
■^  -i-  ^~7 ,  &C.  laquelle  étant  mukipliée  par  aiédx  donnera 


il 

-H^ ,  &c*  eft  la  valeur  du  fefteur  ÇAM.  J'avertis  en  pafTant 

que  dans  rAnalyfe  des  infiniment  petits  de  M^  Stone  les  0er* 
mes  de  cette  ferie  ont  le  figne — au  lieu  du  ngne  H-,  ce^^ui 
vient  fans^  dôutf  d'un^  faute  d^impreffion.    ^        ^    •      >  î 

26. Quan^epi^cyclinde  KRO {rïg.  13.) 

Je  mené  1  ordomiée  MQ  ,  la  tangente  PK ,.  &  la  tz^ngente  MN 
qui  coupe  PK  çn  T,  on  a  vu  dans  le  (econd  Livre  ( N.  a^j.  )  que 
le  triangle  TPM  eft  irofcele,  &  que  par  coQfiéquen,t  TP==PM, 
donc  Panglc  e^eme  TPQ  elj  double  de  l'angle  TMP  ;  pria  me- 
fure  de  Tangle  APQ  eft  uaarc  égal  à  la  moitié  de  Parc  ÂP ,  6c 
la  moitié  de  Tare  AP  eft  1^  mefure  de  l'angle  TPA ,  donc  les  an- 
gles APQ ,  TPA  font  égaux ,  &  par  conféquent  l'angle  APQ 
eft  égal  à  l'angle  TMP  i  or  menant  ma  infiniment  proche  de 
MQ ,  Pangle  M^  eft  égal  à  l'angle  TAlP ,  donc  APQ=MwS 

Ggg 
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&  les  triangles  APQ ,  MmS  étant  femblables  on  a  AQ ,  QP  :  :  MS, 

Nommant  donc  A(^=x^  AB  =  i  on  aura  MSi=  ^* 9_Q^ 
=  tx — XX y  QP=^^:v — XX  y  dlnCi  X yV'X'-^xx  II  dx ,  ^^^** 


=  ^.^x^— XX  *  _sm,  j'élève  x  —  xx*  àûpûiflancc^  &  je  trour 

ve(M52.)la  fuites»  r— ix*~|x*  —  /^x^  ,    &c-   laquelle 

étant  multipliée  par  ^x  &  divifée  par  x  donne  x      *dM — j^x^dx 

>— -yx*  ^ix  —  ^x*  dx  ,  &c.  dont  Imtégrale  eft  ±x*  —  fàc* 

ji— .  ^x*  —  ,\  X*  y  bic.  efi  la  valeur  de  MQ  à  caufc  que  n& 
cft  la  diflKtcnce  de  ^Q  i  or  le  trapczoïde  iw^QM=  MQx  MS 
=  MQx  Jx  y  multipliant  donc  par  iijcrintégtale  que  nous  venons 

îde  trouver  y  nous  aurons  ax  **  ir — f  **  dx*^  ^  *»  dx — y^x^dx 

&c.  dont  Tîntégralc  J  x^  —  ^x*  —  ?^  «*  —  rjr  ^*  >  ^^^  ^^  ^ 
valeur  du  fegment  MQA.  

Si  Ton  multiplie  mS  =^G= ^iîî^î^^       GM=  AQ=x,Ic 

produit  rfjc  •»  —  XX  fera  la  valeur  du  petit  trapezoïde  GfAmg  qui 
cft  rélement  de  leibace  extérieur  ADC ;  or  cet  élément  eft  le 
même  que  Télement  PQ^Hdu  dcmicercle  générateur ,  car PQf  H 
=  PQ  X  Q^  =  dx\/x — xxy  donc  les  intégrales  de  ces  deux  élc* 
mens  font  égales ,  c  eft-à-dire  l'efpace  extérieur  ADC  eft  égal 
au  demi  cercle.  y 

La  bafe  BC  étant  égale  à  la  circonférence  APB  du  demi  cer- 
cle y  fi  Ton  nomme  cette  circonférence  ff=p  &  le  diamètre  AB 
=  4  on  aura  le  reâangle  ADCB  ^=api  or  le  demi  cercle  APB 
s=:^apy  donc  Tefpace  extédeur  ADC  s=^apybL  par  conféquent 
h  demi  cycloïde  ACB  e=  ^  a/>d<)à  il  fuit  que  la  cycloide  eft  triple 
du  cercle  générateur^ 

37*  Quarrer  la  ciJlhtde(Fig.  lé^^). 

Je  nomme  le  diamètre  AB  =  i  >  labfcifle  AP  =  x ,  lordon- 
liée  PM=jp ,  donc  MR  s=^  &  MjmpJ?  =:=ydx  ;  or  par  la  nato* 

redecettecourbej'ai::BP,PN,PA,PM,doncPB,PA::fA' 

râ\&  PBxM^^PÂ^or  PB«AB— AP??  s  —  «,  doiw 
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PB  X  fM  =>r»  — xy>  >  6c  par  conféquent  jr'  —  afy»  a=  *i ,  d  où  je 

tant  donc  cette  valeur  de  y  dans  ydx  ,  on  aura  \yi:c  =  x  » 
_         ^__^  2^ 

XI X        *  dx. 

Téleve  1— jc     ^  à  fa  puiflahce  en  me  fervant  dek  formule 

m  m 

P-HPQ»  =  P»-+-2AQH-==^BQ-+-ï=i=CQ,  &c.  ce 
^5m  donne  m  =  —  1  jnsBa;  Psasi  jQaB — ^sss  — xidonc 

^BQ x>ci,x~*-i^>--Ciî=ircQ=-.^ 

xî  X— *=  JtJttJJ  *♦'=£,&  aihfî  de  fuite  ,  on  a  donc 

^^»      ^^>X4         ^^»X4X«  ^*X4X«Xl*  >"**~ 

^  multipliant  tout  par  M*dxoti  zwaydx = *  »  x  i  — x'^dx  = 

/i*,  &c  dontKntégralef  *^-*.i*' -4-^;* • -f-;^^*  V^ 
.     txjxfxy      V-     ^      /M»  ./*.../«  ^t  -i-  ±  >.t  _i-  '_jil  >.4_i_  ^x>xf 

^4X<X8XI?*        9CCC.    miYXX,X    -f.7*J-*-^**-H;^jjjjjj 

*î  -H  ^'^7x7x7|  **,  «ce.  cft  la  valeur  de  Pefpace  APM. 

Pour  trouver  la  quadrature  de  la  cyflbïde  d'une  autre  £iÇQn  > 
je  nomme  AB^sa  &  PN=^z  ;  par  la  nature  de  la  courbe  j'ai 
^»  _  ;ry»  s=  xi  coflune  on  vient  de  voir^  je  prens  la  différence 
<{e  cette  équation ,  ce  qm  donne  2aydy-^2Myefy — ydx  ss  ^x*dx  g 

&  divifant  par  y  j'ai  za — 2xx  dy  — ydx  a=s  Ifl-  ;  or  à  caufe  de 

:  :  BP,  PN,  AP,  PM  on  aÂp'«=PN  x  PM,  ou  *»  =2y ,  donc 
z«B~  ,  fie  mettant  cette  valeur  de —-dans  l'équation  précédente 

Gggij 
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j*ai  2a  —  2xxdy  —  ydx  =  jzdxy  ou  bien  faifant  a  —  *  ===  BP 
=  ic,  j'ai  2udy — ydx=^s^dx,  &  par  conféquent  Tintégrale  dli 
premier  membre  cft  égale  à  l'intégrale  du  fécond  ;  or  udy  eft  la 
différence  MOom  de  Tefpace  AMOB;  car  MO  =  PB=« ,  & 
rnR  =:Oo  =  dyi  donc  l'intégrale  de  2t4dy  eft  double  de  AMOB , 
de  niême^rf:v  eft  Félement  ou  la  différence  Mmp?  de  Tefpace 
APM ,  enfin  zdx  eft  l'élément  PNw/?  du  fegment  APN ,  puis  donc 
que  nous  avons  2tidy  -^ydx  =  ^zdxy  il  s*eafiiit  que  le  double  de 
i'efpace  AMOB  moins  l'efpace  AMP  eft  égal  au  triple  du  kg- 
ment  APN. 

Si  Ton  fuppofe  que  le  point  P  fort  infiniment  proche  du  point 
B,  Tintégrale  de  udy  r^prefcnte  Taire  entière  AHIB  de  la  cyffoï- 
de  5  or  l'intégrale  de  ydx  reprefentera  la  même  aire  ,  donc  udy 
i=ydx ,  &  par  conféquent  2udy — ydx  ^=i  udy  =  s^dx  ;  mais  l'in- 
tégrale de  zdx  reprefente  alors  le  demi  cercle  ANB ,  donc  Taire 
entière  de  la  cyrfbïde  eft  triple  du  demi  cercle  générateur^ 

28.  Ouarrer  la  logarithmique  (  Fig.  1 J.). 

Je  nomme  la  foutangente  PT  =<i  à  caufe  que  c'eft  une  gran- 
deur, confiante ,  ôc  Tordonnée  PM  =^y  y  les  triangles  femblables 

MPT ,  mq}A  donnent  MF,  TP  wmqi  Mq  ou  y  y  a::  dy,— 

=  M^  ;.  or  Télement  MPpm  =  MP  x  M^  >  donc  MPpm  =  ^ 

=  ^iy^  &  par  conféquent  Tintégrale  ay  eft  la  valeur  de  Tefpacc. 
indéterminé  MHVP,.ainfî  Tefpace MH VP  eft  égaLau  rcdangle 
de  Tordonnée  MP  par  la  foutangente  TP,. 

Si  Ton  mené  une  autre  ordonnée  RS  ôc  qu'on  la  nomme  ='z 
on  aura  Tefpace  RSVH  =  az ,  donc  Tefpace  MPRS  =  MPVH 
—  RSHV=ay — az  =  axy  —  z  y  c*eft-à-dire  Tefpacc  com^ 
pis  entre  deux  ordonnées  MP ,  RS  eft  égal  au  re£langle  de  la 
foutangente  par  la  différence,  des  ordonnées. 

D'où  il  fuit  que  Tefpace  BAPM  eft  à  Tefpace  MPRS  comme 
la  différence  des  ordonnées  BA,-MP  eft  à  la  différence. des  or- 
données MP,  RS. 

2$.  ^uarrer  lafpiraled^archimede  (Fig.  i^.). 

Je  nomme  le  rayon  AB= ^,  la  circonférence  du  cercle  =  b^ 
Tordonnée  AM  =^  ,  Tare  correfpondant  GBP= jc  ;  je  mené  A^- 
infiniment  proche  de  AP,  &  du  centre  A  )c  décris  Tare  MG., 
par  la  nature  de  la  courbe  on  a ,  la  circonférence  eft  à  Tare  CBP 
•comme le  rayon  AP  àTordojtinée,  c'eft-à-dire  ^,x::^,j/,,^d'où: 
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Ton  tire  <jr»  =^^ ,  &  à  caufe  des  fedeurs  femblables  APp ,  AMG 
on  a  AP,P;7::AM,MG,  o\ia,dx::y/~~M.G  ,  donc  le 

fcaeur  MAG=i  MGxAMs=^. 

Puifqu'on  a  a;r=:  by  j  donc  a^x^  =  i^^  &  j^*  =  —• ,  mettant 

donc  cette  valeur  de j^*  dans  —-  on  aura  ^^  =  î~  =  MAG  ; 

or  MAG  eft  la  différence  de  la  portion  AM  de  la  fpirale  >  dont  Tin- 

fégralte  de  ^-~-  qui  eff  ^^^  eft  la  valeur  de  la  portion  AM* 

Si  on  fuppofe  que  lare  CBP  devienne  égal  à  la  circonférence* 

entière  on  aura  x^=b  y  &  Tintégrale  —^  fe  changera  tn  \  ab  ^ 

c*eft-à-dirc  Taire  entière  de  la  fpirale  AMG  eft  égale  au  fixiéme 
du  reÊlangle  de  k  circonférence  par  le  rayon  ;  or  le  cercle  efl^ 
égal  z^aby  dont  la  fpirale  eft  au  cercle  comme  -^  à  ^  ou  confi- 
ée 7  à  I  >  ou  comme  i  à  3  ^  ce  qiie  nous  avons  démontré  ailleurs 
par  la  fîmple  Géométrie. 

L'équation  de  toutes  les  Ipirales  a  Finfirti  eft  a"  at'^ss: b^y^  , 

m  H  .  i 

d*où  Ton  tire  i-^==  y%  6c  tirant  la  racine  m  on  a  y  ==  fî!  ,  & 
devant  tout  au  quarré  onaj^*=^^i  mettant  donc  cette  v*-^ 
leur  àcy^  dans  MAiG=''^on  aura  ~  âx  s=  MAG  ^  dont' 


lintégrafe    ^^"^    ""       eft  ta  valeur  de  Pefpace  AM^  &  fuppo- 


4»  -+•  im-x  b  "» 


fant  ;c=f  Pintégrale  fe  changera  en  ,,-g=t^-;_^\^>.gt> 

411  -H  11»  X  ^  • 

fera  la  valeur  de  la  fpirale  entière. 

Soit  m=  2  y  n=i  1.  on  aura  ^j— 7;;  =  ^j^Jr^  =7^^  i  de  même- 

it m=2,,»=  i.  on aur»  — -r-i  =„^^=t a^> &  ainfi<les> 

autres. 

Quc.fi  Ton  fuppofe  que  l'arc  Cp  foit  à  pm  comme  Fabfciffefc 
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d  une  courbe  Algébrique  efi  à  lordonnée  correfpondante  de  cette 
courbe^  on  trouvera  de  la  même  Êiçon  refjpace  de  la  fpirale  ;  car 
fuppofons  que  Cp  foit  ïpm  comme  rabfciue  d'une  parabole  eil  à 
l'ordonnée  correfpondante  ^  je  nomme  le  paramètre = r ,  Cp=.y  ^ 
Èip==^y  km^=y ,  àoïicpm  =  a  — y  ;  or  par  la  propriété  de  cette 
ipirale  on  a  prn^  =3=  C/?  x  r  ,  donc  a^  —  7.ay  ■+- j^*  ===r*  dont  la 
différence  efi  i«  «= —  y^^yy  ^  mettant  donc  cette  valeur  de  dx 
dans'mAH='^,  on  aura'mAH  ==     ^r,^ày^^yUy^l±^ 

dont  l'intégrale  —  —  —  eft  la  valeur  de  l'efpace  CmÂ. 

50.  QuantT  la  conchoide  de  Nicomede  (Fig.  17.). 

Je  nomme  AP=*,  ?M.=y,  BC=*,  AB  =  a ,  doncOQ 
s=PB=AB— AP=tf— x,PC  =  AB-t-BC— AP=a-*-* 
— X  i  les  triangles  femblables  PCM  ,  OQM  »  donnent  PC  , 

PM  :  :  OQ,  OM,  ou  a+b-^x  ,y  :  :  «— *,^ii~*  =  OM  , 

donc  ÔM= =^=5  ,  ÔQ=7^« ,  &  QM=ÂB= a»  i  or 
le trianglereaangle MOQ donne QM' ==  ÔÂÎ -+- QQ ,  donc «». 

«S  X  4  """"  X  ^^  X  4  *'"  Jf  • 

*=a* 2MC'i-XX^  «  ou  2tf* •—«»===-,  9  fiCtl- 


rant  la  racine  quarrée  v^aax — «*  =IfJL__*  ^  <i»où  je  dre  jr 

tout  fzxdXf  )ixydx  =  î^t--~  ijcx  làx—x^ '  ;  or j^ia:  eft  la 

différence  ou  Télement  PMi»/^  de  Icfpace  APM,  ainfifl  ne  s'a- 
git plus  que  de  trouver  Imtegrale de  cette  différ«idelle. 

Comme  dans  la  conchoide  de  Nicomede  on  a  ^=^  ,  nous 
aurons  a  •+•  ^s=2tf ,'  &,  pour  abréger  nous  ferons  2/1  =  f  i  ainfî 

la  différentielle  fera ydx:=^^^  dx  xcx — x^'^i  msdntcnant  pour 

i 

en   trouver  Tintegrale  ,  j'élève  ex — jï»' à  fa  puiffimce ,  en 

m  m 

employant  la  formukP-HPQ"  a=P"-f-  J  AQ-*-2r;  BQ 
H — jT"  CQ,  &c.  ce  qui  donnç  i»=!i  ,  n^sa,  P=:f«,  Q 
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lîl 

^—^^'^—7 donc?"  r=A=<:^^T,  ÏÎAQ=rftf^x»x— f  ' 

. m  •*^"—         •*-  r«         IW    '""Il  _^    -^ 


^^T*"       »« 


— i.  i       » 

-f        »jf»x— — 


•■  —  TiC 


X     z 


v=C;  2~iCQ=-.ix-ic~i*^x~^ 


fff-— }«. 


4f  *=Di  ^DQ«-.ix-.:^r' 


==— Tfï^      •jif*=E>&c. 


.1.     z.           X 
*  X  *x 


ai  donc  rj? — x^^^=^c*x^ — -^r"~*'jc* i.r'"»^:  »  — .  Jl, 


«■   »*» 


rfr^      »<«»,&c.je  multiplie  tout  par  r ,  ce  qui  don- 

:i  z  X   z 

•  *  •  —  Tïï  ^      •  *  » ,  &c.  je  multiplie  la  même  fuite 


•^^ 


par  — * ,  ce  qui  donne  — x  x  ex — *»  »  = — c  •«4-7^"'»*^ 

-•*-T<^^**'-f-îT<''*"^*'H-7fî«-""**^>  &c.  &  ajoutant 

enièmble  les  deux  produits ,  j'ai  e — *  x  cx^-x^  ^s=c*x^ z 

-   A  — i    z      .    ^z    z  _z    z 


'***-+-ic 


H-Î7*  •«•-*-TfT«'"~»**,   &C.&di-; 


viiant toutpari  —  *,  j'air—Xf* — «» »=2tf »*"î-hf — • 

**H-¥^— ^**-t-¥«"""**"^-f-r  &c.  enfin  multipliant  par 
^>  j'ai  jj^^jiJiifXf*— *»^=af'^*»^*-t-f  "—T;^  f  ^^  ^i±c 

^  •  *  »<feH- V  c'~'*x*dx,tcc,  ^ydx = PM»«/,  &  par  con- 

féquent  Kntegrale  f  ^  *  *  •  -Hf  f  ""  •  «  • -h  ^f  <•  "~  •  * ^,  &c.  eit 
la  valeur  de  l'eTpace  ÂPM, 
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CHAPITRE. III. 

VJàge  du^  Calcul  Intégral  pour  la  reUification  des  Courbes. 

3 1 .  r^  Edifier  une  courbe  AMO  (Fig.  1 8.) ,  c^efi  trmver  une  ligne 
JlX^  droite  égale  à  cette  courbe. 

Soit  nommée  Fordonnée  PM = v ,  rabfciffe  AP  =  x  perpendi- 
culaire Fur  PM  ,  donc  Fp  =  dxy  Km  =  ^  ,  &  dans  le  triangle 

reftangle  MRm ,  on  a  Mm  ==MR-+-R;iï=:  ^jc  -+-Jy  ;  donc  Mm 
:s=  Vdx^  -f-^* ,  or  Mm  eft  la  différence  de  la  courbe  AM ,  donc 
il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  l'intégrale  de  v^dx^  -^dy^  y  ce  qui 
peut  fe  faire  j  i^  En  prenant  par  le  moyen  de  l'équation  de  la 
couçbe  la  valeur  de  dx  en  dy  ,  ou  de  dy  en  dx  enforte  que  la  dif- 
férence ne  contienne  plus  que  Tune  deji  deux  expreifions.  a**.  En 
menant  la  tangente  TM  &  faifant  attention  que  les  triangles  fem- 
blables  TMP ,  MmR  donnent  TP ,  TM  :  :  MR  ,  Mm  ;  or  TP 
étant  la  foutangente  ^  &  TM  la  tangente  ,  leurs  expreffions  font 
connues  par  le  calcul  différentiel  &  peuvent  être  exprimées  en 
dxy  donc  on  peut  trouver  une  valeur  de  Mm  en  dx  yhi  on  trou- 
vera la  même  éhofe  en  faifant  PM,  TM  :  :  mR  ,  Mm ,  ce  qui  fera 
éclairci  dans  les  exemples  fuivans. 

32.  ReBifier  la  parabole  AMO  (Fi4. 18.). 

Je nonùuc  le  paramètre  =  a ,  labfciffe  AP  =  jc ,  lordonnée 

PM  =y ,  &  par  la  nature  de  la  parabole  j'ai  PM  =  AP  x  a ,  ou 
y^=iaxy  6l  prenant  la  différence  f  ai  %ydy=.  adxy  d'où  je  tire  àj 

^=  ^  &  ^>*  =  ^-^ ,  ou  ^a:*  =  ^C^  ^  mettant  donc  cette  va- 
leur de  dx^  dans  Mm  =  Vdx^-^dy'- ,  j*ai  Mm = ^^llîlL  ^  df 

Pour  trouver  Tintegrale  de  cette  différentielle ,  j'employe  la 

m  m 

formule  P-t-PQ»=  P  »  -H  ^  AQ  H-  ^  BQ,  &c.  ce  qui  doif 

m 

iie»»=:»,»=a,P  =  tfS  Q  =  ^,  P  »==«^^»=  <i  =  A; 
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SZli"  DQ=:-i  X  îÇ  X  ^  =-i^,  &c. 

multipliant  par  ^  j'aiMm=:  j  x  <»*-*- ^jyj?*  =  ^  -j-  ii^ 
^î?i'  +  ^'---2;i.&c.do„tl'intégt=de^+2i-2^   ' 

H-^— ~,  &c-  eftia  valeur  de  rare  AM. 

Suppofohs  -que  AC,  DC  (  Fig.  ip.  )  foicnt  les  deux  demi  axes 
conjuguez  d'une  hyperbole  équilatere,  que  ACt=  DG  =  ^  >  CQ 

K=  MP=r2y ,  on  aura  par  la  propriété  de  cette  hyperbole  QM 

==  CQ  -f-  CK=^^y'^raa  ,  donc  QM  =  •tfii -H  4j(y  ;'  aînfî 
fuppofant  ^m  infiniment  proche  de  QM  on  aura  Q^  =  2dy  & 
QMw^=  2dy  Vaa  H-  ^y  ;  or  QM/w^  eft  la  diffàrence  de  rcfpacc 
hyperbolique  CQMA ,  doncFintégrale  de  2dy  i^aa^  4yy  gft  l^i 
valeur  de  cette  efpace  ;  mais  fi  Ton  divife  2dyv^aa^^yyip2Lt 
sty  Se  enfiiite  par  a  ^  on  a  -  v^aa-i-^yy  qui  eft  l'élément  de  la 

parabole  AM  (F/>.  i S,). donc  la  reûification  de  cette  parabole 
dépend  de  la  quadrature  de  Thyperbole. 

35.  ReÛifier  la  parabole  du  fécond  genre  y  dont  F  équation  ejl  y^ 
=  ax^  y  ou  bien  en  fuppofant  ^  =  i  ,y^  =  x^. 

Puifque^3==;c»,  donc  en  prenant  la  différence  on  a  ^y^dy 

=  2xdx  jOudx^=  ?^  &  dx^  =  221^    &  mettant  au  lieu  de  x* 

uc  4JC»     ' 

fa  valeur^3  on  a  dx^  :=^ydy^y  mettant  donc  cette  valeur  de  dx* 
dans  Mm = Vdx'-  -h  dy^  {Fig.  1 8,)  on  a  •i/x^'4-^^=v^f  >4y^"^4^* 

=^\^^ydy^-h{dy^  =  idyv^9y^4.  

Pour  trouver  l'intégrale  de  cette  difFérentîelle  je  fuppofe  \(9y'^4^ 
=5Z,  doncix==5)y-+-4,  &  prenant  la  différence  zzdz^s^dys 
bU^zi^==^y;ainfiona~iy\/py^^4.==~^//^xz===^^^^>don^ 

l'intégrale  eft  fj  z^ ,  ôc  mettant  au  lieu  de  z^  fa  valeur  py  -+-  4 

X  v^gy  -4-  4  on  a  ^'^  x^y^+TJ'x  v^5)y-+-4  pour  l'intégrale  cherchée* 

Maintenant  pour  voir  fi  cette  intégrale  eft  complctte  il  faut 


H^6  Le  Calcul  Dipfi&entie£, 

fuppofer^=o,  parce  qu'à  l'origine  A  l'ordonnée  eft  nolle  ,  Se 
mettant  cette  valeut  de  y  dans  l'intégrale  trouvée  ,  il  refte  ~ 
X  4  X  »/4  =  *-  y  &  comme  ce  refte  eft  pofitif  il  faut  le  retrancher 
de  l'intégrale  trouvée  &  l'on  aura  ^  x  pj» -+- 4  x  Vsy~-^^ — j^ 
pour  la  valeur  de  l'arc  AM. 

54.  Reâfifier  les  paraboles  de  tous  /esgtnres. 

En  fuppofam  le  paramètre  =  i ,  l'équation  générale  de  tou- 
tes les  premières  paraboles  eft  j^^ssjc,  ôc  prenant  la  difla^rence 
on  a  my""^  '  dy  =^dx,  &  </*»  =  »»*y*" ~*  </y*  ;  &  pour  abreger 
fàifant  2m  —  2  =r  nous  aurons  <£*»=:  m»y  <fy*,ài  mettant  cet- 
te valeur  de  </**  djms  Mm=  v^dx^-^dy*  {Fig,  18.  )  nais  aurons. 

Mm  =  v^m*ydy*  -hdy*T:^dyx  m*y'-+- 1 K 

Pour  trouver  l'intégrale  de  cette  différentielle  j'élève  1  -+-  wy  * 
à  fa  puifTance  en  employant  la  formule  Fh-PQ  «  s=  P  "  -f*  ~ 
AQ  -H  -jj-  BQ  -*-  '~~  CQ,  &c.ce  qui  donne  «=1  i»=2i 


i«^j.J^==D  ;  ÎLlIi.- DQ=  -  xx  ^J^^  m^yir^  m^yr= 

1 

On  a  donc  i  -+-  m*yr  »  =  i  j-  i  ,„» -»r  _..  -L-  m*v*ru^^2^ 

"^  ■         -^  »X4         -^  »X4X* 

*'.^?''  ""  rjT^x  «  '"'J'*'»  ^c.  &  multipliant  par  <fy  on  a  Mwi 
""'y'" ^-y-'J  4x^x1  '"'^'♦'é'  *  &c.  dont  l'intégrale  j»  H-  -4=. 

*  AI  i*''*V'i:*"'  ^iX4XtfX37HhT'"->'  > 

&c.  eft  la  valeur  de  l'arc  AM. 
Que  a  au  lieu  de  r  on  fubftitue  (a  valeur  ai»— a  onaMiaj? 
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jy.  I^  ftms  PQ  <f«»  tfff  AP  étant  connu  (Fig.  ao.)  c»rmo$tre 
£et  arc. 

Je  nomme  le  rayon  AI  —  i ,  le  fmus  PQ  =^ ,  rabfcifle  AQ 
==j:,  donc  QB=2 — *  ;  par  la  propriété  du  cercle  j*ai  PQ  =  AQ 
X  QB,  ouyyz=2X'-xxi  donc  en  prenant  la  différence  j'ai  ay*^ 
=  2dx  —  xxdx,  d oii  je tire^  =  ^-^ ^J±.^,u  dx^ 

=  r:i.t;,^y;  i  &  mettant  au  lieu  de  2X  —  xx  fa  valeur  jy ,  j'aî 

'^*—  i— ^»  »  or  la  différence  ?p  =  v^dx*-hdy*,  .mettant  donc 

au  lieu  de  dx^  fa  valeur  trouvée,  j'ai  P/>  =  ^'l^\  •+■  iy» 

'  1  — jr»  » 

'  Pour  trouver  l'intégrale  de  cette  diflKrcntielle  j'élève  1  --y»'^  » 
à  fa  puiffance  en  employant  la  formule  P-hPQ  ■  =s  P»  -+-  ~ 
AQ  •+•  -^  BQ ,  &c.  ce  qui  donne  m  ==— ^  i  in=2  ;  P=  i  ; 

Q=— j,.,pî«,— i^=«i^Aî^AQ=:— ^xix— y» 
=7r==B;^BQ=--txi^*xlj,»  =  l^j3'*  =  Ci 
Î^CQ  =  -ixi^J^.x-^^=i^y^D,&c. 
J'ai  donc  i  —  y*       *^=  i ^i. v*^f- i^  v^-+-  ^^^^l  v^ 
"^>x4x<xt.>'^  >  ^'^^  ^  multipliant  par  ^y  ,  j'ai  ?p  =  ^ 

■^  iTtTTTÎ/'^^^*^--  d^ntllntégralej.-H^,y34.-l^^ 

;''  H;  ^^h  y  -^  ririfJff^'&c-  «ftla  valeur  deParcAP. 
Si  l'on  nomme  le  finus  de  complément  PR  ==QI  =  «  ,  on 

aura  par  la  propriété  du  cercle  PQ===AI — î^  ,  donc  PQ 

Hhhij  . 
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r=  \^i — XX  ;  or  les  triangles  reâangles  PQI ,  Top  font  fembÉst^ 
blcs  ;  car  Tangle  droit  OPQ  étant  égpil  à  langle  droit  pPI ,  fi  on 
ôce  de  part  ôc  d'autre  langle  commun  OPI,  il  refte l'angle  aigu 
QPI  égal  à  langle  aigu  OFp,  donc  PQ ,  PI  :  :  PO ,  Pf  ou  ^7=**, 

iiidx  .  ",  — '^=zdx  XI  —  XX  *  =Pp  ;  or  cette  dîfférentiel- 
le  eft  la  même  que  la  précédente  en  mettant  x ,  au  lieu  de  j^> 
donc  fon  intégrale  x-¥--^xS  ^^^^^x^  H — l^^  x^ 

«>  XX3  2x4x5  1x4x^x7 

4.    '^^^^J^/^    x9 ,  &c.  eft  la  valeur  de  Farc  PT  de  complet 

ment. 

S  6.  Lefinm  verfe  AQ  ^un  arc  AP  ^ra«  rdii»«  (Fig.  ao.  )  con^ 
noitrc  cet  arc. 

Je  nomme  AQc=r* ,  le  diamètre  AB  =  i  ;.  donc  QB=  1 
— X  ;  ainfi  QP  =  Vx  —  xx  ^=y ,   &  prenant  la  difiërence ,  f  ai 

.  -J-  J*  —  xdx         d»  —  ixdit      ,  .  <jf  *  — -4jrix  -4-  ^x^dx 

gy=    ^  =  — =^_;  donc^*= ;   fie 

mettant  cette  vak.ur^  de  dy^  dans  Fp  =  •rfjr*  -h  dy^ ,  j'ai  P^ 

4* — 4**  4jr-..4xjr 


^r  •  —  ^ 


iV'*— jr*  & 


=  —  X  X^—XX         *, 


J'élève* — *x      •  à  fa  puif&nce  en  employant  la  formule 

m  m 


Pas*;  Q=r=--.*;P?=*'~«=Ài  ÎAQ=— i*~^ 

&C. 

J'ai  donc*— «*""«^=*'"^-Hi*^H-^*'-+-^^^^ 

*  ^^tX4  ^^»X4X< 

•^'-'-Ixlxlxî  *^'  &^-  «^  ««l«pliant  par  ^,  j'aii^^^ife 
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:x^^JL.xl^J'?^^x'^-h   '^^r-A;>,eft  la  valeur  de  rare 

*X3  aX4X5  1X4X6X7-         ^ 

AP  •  ou  bien  comme  *  *"  =Vjf ,  on  aura  v^jv  k  H — ~  x 

•^nrilâ^    ^kx4XéX7*^*^^- 

37.  La  tangente  BK  J*»»  ^rr  BM  /w>a^  donnée  (  Fig.  21.)  rr(?«- 
^er  cet  arc. 

Je  nomme  BK  =  :)c,  ôc  le  rayon  BC  ==  i ,  donc  menant  CK 
infiniment  proche  de  CK ,  on  a  KA  =  ^,  &  à  caufe  du  trian- 
gle rcÛangle  KBC  on  a  KG  =i  V  i^xx i  or  les  triangles  re- 
aangles  KBC,  KL  A  étant  fcmblables  donnent  KC,  BC  :  :  KA> 

JK.L,  doncv^Hrx^,  1  ::rf^, -;=ii=-=sKLi  mais  les  fe£teurs 

femblables  KCL  ,  MCm  donnent  CK,  KL  :  :  CM,  Mm  ,  donc 

J'élève  Ti^-**         à  ùl  puiflance  en  employant  la  formule 

m  tu 

P-*-PQ  »  =  P  »  -hJ  AQ  ,  &c.  ce  qui  donne-^  =  —  i  j 

ff=i;P=liQ==**;P»=:  l~"'==l=:Aj  "AQ=a— i 

X  ix**=î— **=BiîîlIi:^BQa=s —  IX  —  «»x-*-*»=jet 

J'ai  donc  I H- XX         =  i  — x*-t-r4 — x^H-*^ — *"*,&c. 

&  multipliant  par  dx  jfai  Mm  =  dx  xT^+TJwê         =:dx  —  x^dx 
■  Hrx^dx — x^ax'-+'X^dx ,  &c.  dont  l'intégrale  * —  |  jc3  -H  -  x^ 

— .  i  jc7 -4_i  ;tî' ,  &c.  eft  la  valeur  de  l'arc  AM.  ** 

.     5.8.  Reaifier  un  arc  d'EUipfe  GM  (  Fig.  22.  ); 

Jenomme CG  =  <■  ;  AC  =  tf  ;  PC  =  :c  ;  PM=:^:  par  lapro- 

.  prieté  de  Ym^U  [ai  PM ,  ÂC  —  PC  :  :  GC  ,  ÂC  ou  j^» ,  ^*-- ** 

•  r  :  c* ,  «* ,  d'où  je  tire  a'y*  =i^c*-a* — * *** ,. &  prenant  la  différence! 
j'ai  2a^ydy  =  —  2c*xdx  ou  aydy  = — c*xdx ,  &  élevant  au  quarré 

j'ai  a^^dy^  ==^c4x*dx*;  donc  <(y*  =  -f-  ^^*^ ,  &  mettant  au 
lieu  dejy»  fa  valeur  îliiizili!  j^  dy^^*'  '""''''' 


Hhh  iij 
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==;f£~^  î  mettant  donc  cette  valeur  de  iy*   dans  Af« 

=  x^dy''  -H  rf^* ,  je  trouve  M/w  =  v^^-lliîiil-  -t-  dx"^ 


^;rx«-* il***  -Hc»*a 


JiX4' 


Pour  trouver  Pintegrale  de  cette  différentielle  je  réduits  en 
ferîe  le  numérateur  &  le  dénominateur  à  part ,  &;  divifant  en- 
fuite  Pune  par  l'autre^  Timegrale  du  quotient  eft  la  valeur  de  l'arc 
GM. 

m 

J'employe  donc  la  formule  Ph-PQ  "  j  tac.  ce  qui  donne 
pour  Je  numérateur  w=i,»=2,P=<»*,Q= — '—*  ^  ^^  "•■  ~  y 

&  pour  abréger  feifant  a* — c*=&*,  nous  avons  Q=*= — -^  > 

m 

doncP''  =  <i'    *=tf*=A,-AQ  =  ia»x —z=:=~^ 

DQ^-ix-i^x~t!jl=^l^=E,&cJaidonc 


0f 


l'employé  la  même  formule  P-f-PQ  "  =  ,  &c.  pour  le  nu-^ 
merateur^*  —  x^  *,  ce  qui  donne  iw=  i  ,»  =  2,P==a*j  Q= 

*»      p»_^^^T ^ A       w  AO JL^  V ** i! 

CQ Jx-0x_:-;  =  -^=D,=^DQ  = 
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Je  divife  laprémicrc  fuite  a^  — ^r  —  1^ ,  &c.  parla  fécon- 
de â*~  îî  -^£l ,  &c.  ce  qui  fe  fait  ainfi:  je  divife  fe  premier 
termes*  de  la  première  fuite ,  que  je  nomme  L,  par  le  premier 
terme  a^  de  la  féconde  que  je  nomme  tf ,  &  le  quotient  eft  i  ;  je 
multiplie  tous  les  termes  de  la  fuite  H  par  le  quotient  i,  &  je  re- 
tranche le  produit  de  la  fuite  ,  ce  qui  donne  un  reôe  P ,  dans  le- 
quel tous  les  termes  où  la  grandeur  x  eft  au  même  degré ,  né  doi* 
ventpafTer  que  pour  un  feul  tetme. 


xa 


2 


X  ta*  lia*' 


T&  **^C' 


-H-    -i-il  -t-^    ^-SlL     &c 


*4x4 

*<*<                îi«*» 

8«« 

itf«»°      -    ll8«»4 

i»*4 
4'»4 

fe'  + 

8*4       "^  ii84« 

Je  divife  le  premier  terme  —  ^  -*-  ~  du  refte  P  par  le  premier 
terme  /»*  du  divifeut  H ,  &  le  quotient  eft  -—  ~~  -+-  ~  i  je 
multiplie  tous  les  termes  de  H  par  ce  quotient ,  &  retranchant 
le  produit  du  refte  P ,  j'ai  un  fécond  refte  Q  j  je  continue  de  1» 


/ 


4^2  Le  Calcul  Différentiel, 

même  £aiçon  ^  de  je  trouve  le  quotient  total  dont  je  diftingue  les 
termes  par  leslettresR  ^  S,T ^  ôcc* 

R  S         T  V  X 


&  fabftîtuant  au  lieu  dq  A*  la  valeur  a* — r* ,  j'aî 


1^4^-nV* 


5^4«4  ^^^  r4jr^  }c4jr» 


-      iiSji* 


&  multipliant  par  dx  ]  f  ai 


Sc^x^ 


xx8«i 

'dont 
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dont  l'intégrale  eft* -h'***   '  '**' 


6a*  io«* 


OU  bien  en  reduifant  au  même  dénominateur  les  coefficiens  des 
termes ,  j'aiGM  =  * -f-'-*-  ^.nlflzzL* ^i^  uu*—^^*^^ 

Si  nous  fuppofons  GC  ,  AC  :  :  i ,  ^  ,  ou  r,  AC  :  :  i ,  m  ; 
nous  aurons  AC = wr = « ,  mettant  donc  cette  valeur  de  a  dans 
la  valeur  de  GM  que  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons  GM 

<4w  g — 4  8w4-t-t4W  »  -  y 

Ainfi  fuppofant  ,  par  exemple  ,  »»=:2  ,  ort  aura  GMs=* 

5P.  Atf<?î/£fr  ««  tfTf  cPAvperèoUAM.(Fig.  ip). 

Je  nomme  BC  =  AC  =  r  le  demi  axe  conjùgué=tf,  CQ 

^rp^ni  ^^=->'  '  ^°"*^  BP  =  BC-f.Cpi=3,+r,  &  A? 
—  i-r— -t.A=^— c ,  &  par  conféquent  AP  x  BP=^»— t»  j 

o^  par  la  propriété  de  l'hyperbole  on  a  PM  ,  AP  x  PB  :  :  CD, 
CB ,  donc  *» ,  >r»— f*  :;«»,<:»,  d'où  l'on  tire  a*y*— aV»  =  c* 
*»,  ou  tf»j^*=.:»'f*H-f»*S&  prenant  la  drflfércnce ,  on  a 
2aydy  ==  2c^xdx  ,  &  élevant  tout  au  quatre  ,  on  a  a^'-dy'- 
'=c^x*dx*,  &  mettant  au  lieu  de  ay* ,  fa  valeur  «»<:»-+- c**», 
onatfV»4y*H-a»f»jf*rf_y*=<:4Ar»^;ez,  ou  a^dy^-ha^x'^dy-^c^x^dx^  ; 
donc  dy*=f^-\sc  menant  cette  valeur  de  iy*  dans  Mm 
=  ^4r+^»,  on  a  Mm=  ^^i^^dx- 

Or  cette  différentielle  ne  diffère  que  par  les  fignes  de  celle 

lii 


'4Î4  Le  Calcul   Différentiel; 

que  nous  avons  trouvée  ci-dcffus  pour  rEllipfe,  ceft  pourquoi^ 

en  opérant  de  la  même  façon  on  trouvera , 

f4y4£jr         c^x^dx         ic^x^dx 

r^    8a«    "*"  4«»o  «tf** 


t6 


ii«a 


^_  ^""^  40^8  "*"  184*  ®  X4«*  * 

_  ^        c^yy  c^x9' 


t>u  bien  en  redûifant  les  coefEcîcns  des  termes  au  même  deno^ 
mmateur ,  on  trouvera  AM  =  :iir  -+-  — -  — «. —  x^ 

8tf4fa-|,4^ac4^g<5       ^446^^ 48^4^4 i^^çà  5c»       ^       .        - 

II 14®*  115*4*^  ^ 

Que  fi.  on  fuppofe  AC  ^  CD  :  :  i ,  m ,  on  aura  ^=  wr ,  &  met* 
tant  cette  valeur  de  a  dans  ÀM,  on  aura  AM=  x^t^  ^^ 

^  7^0^^  *^  ^"      „^.»,<s      ^'^ ,  &c.  &  par  confequent  fi  1  on 

fuppofem=3,  on  auraMG=A:-4r  ^  *'  —  z;^  ** 

H-  ^^gy'/t^d-  ^'^  i  &c.  où  l'on  voit  que  lorfque  rEllipfe  ou  l'hy- 

"perbole  eft  d'une  efpece  déterminée ,  lexpreffion  de  l'arc  MG 
devient  plus  fimple. 

40.  Reâfifierla  Logarithmique  (Fig.  ij). 

Buifque  la  foutangeme  de  cette  courbe  eft  une  grandeur  con- 
fiante, je  la  nomme  ==<» ,  l'ordonnéePM  =^  j  .&  ?p=dx  ;  par 

les  règles  du  calcul  différentiel  la  foutangente  eft  y',  donc  j'ai 
^  =  a,ydx=!=ady'y  4x—-^i  &<k»  =  ^^  ;  mettant  donc 
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cette  valeur  de  àx^  dans  Mm  =3=  Vâx^'^rdy- ,  j'ai  Mw  =*    *-j7- 

1 

1 

Pour  avoir  Imtegrale  de  cette  différentielle,  j^éleve  ~-+- 1  à 
fa  puiflance ,  en  fuivant  les  règles  que  nous  avons  enfeignées 
Tufqu'ici ,  &  multipliant  par  dy ,  j'ai  Mm = j  ^  -*-  ^ — ^ 

H--*^,  ——jf  eft  la  valeur  de  l'arc  indéterminé  |MH  i  6c 

dans  cette  fuite  il  n'y  a  que  le  premier  tctmc/-dy  dont  il  faut 

trouver  l'intégrale ,  ainfî  que  nous  allons  bientôt  voir. 

Nommons  l'ordonnée  SRi=z,  en  fuivant  les  mêmes  règles 

nous  trouverons  que  l'arc  indéterminé  SH  eft/  ^  -+-  ^  — '  ^ 
-^^_-îîL     &c. 

Donc  Parc  MS=MH— SH=^  ^y— -^^«+^1=^1 

jiaî      "^      5>^*»^  io24ii7      >  *^*  . 

Maintenant  foit  une  hyperbole  ABP  {Fig.  6.)  entre  les  afymp- 
totes  OA^,  OH;  foit  la  puiflance  de  l'hyperbole  BR=^ ,  Tabf- 
cifle  OM.=y  y  on  aura  par  la  propriété  de  cette  courbe  OM 

xMP  =  BR,  donc;^xMP=^i^,  d'où  l'on  tire  MP  =  ^^  i  & 

par  conféquent  MPpm  =  ^^ ,  &  l'intégrale  ^~  eft  Fefpaëe  in- 
déterminé PBAHOM  ;  foit  une  autre  abfcifle  ÔD  =  Zy  donc 
OD  X  DC  =  BR ,  ou  ^  X  DC  =  ^S  d'où  l'ontire  DC  =  Ç,  ain^ 
fi  CDdc  =  ^,  ^  Pintegrale^  eft  Fefpace  indéterminé  CBA^ 

HOD;  donc^— ^^  eft  PefpacePMDC  :  or  cetefpace  fc 

trouve  parles  règles  ci-deflus(M  20) ,  divifant  donc  par  a  on 

aura— — —  pour  la  valeur  des  deux  premiers  termes  de  la 

fiiite  égale  à  MS ,  &  comme  tous  les  autres  termes  font  faciles 
à  connoître ,  on  aura  la  valeur  de  l'arc  MS. 
^i.Reâifier  lacychtde  (Fig.  13). 

lii  ij 
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Je  nomme  AQ  =  jc,  le  diamètre  AB=i  ;  donc  Qq^^dx^ 


&  par  la  propriété  du  cercle  j'ai  PQ=AQic  QB  =xx  i — x 
=:x — XX  y  donc  PQ  =  v^x — xx  ;  or  par  une  autre  propriété  du 

cercle ,  j'ai  AP = A<^  xABî=:ifxi=A:,  donc  AP  =  v^at  ==  *  * , 

les  triangles  APQ ,  MmS  étant  femblables  {N.  26.)  donnent  AQ  j 

AP::  MS,  Mmoux,x^::dx,  -^=sx     ''  dx=  Mm  ;  or 

Mwîeftla  différence  de  Parc  AM,  donc  fon  intégrale  2x  *  eftia 
valeur  de  Parc  AM  ,  c*eft-à-dire ,  Tare  AM  eft  double  de  la 
corde  correfpondante  AP  ,  &  par  conféquent  la  demî-cycloïde 
AMC  eft  double  du  diamètre  AB ,  ce  qui  s'accorde  parfaitement 
avec  ce  que  nous  avons  démontré  touchant  cette  courbe  dans 
/a  Science  du  Géomètre  ^  &  dans  /a  Mcfure  des  Surfaces  &  des  So- 
lides j  &c* 

42.  Reôfifier  iafpirale  (Fig.  23). 

Je  nomme  le  rayon  AC=^  ,rordonnée  AP=^,  Tare  CDM 
= jc ,  &  la  circonférence  du  cercle  générateur  =^  ;  ainfi  par  la 
propriété  de  cette  courbe,  j'aiAC,  AP::CDMC,  CDM,  ou 

^yywhy  ;c,  d'où  l'on  tire  ax  =  i;y,  6c  adx=^tdy  ^  ou  dx=—^ 

Je  mené  en  P  la  tangente  PT  qui  rencontre  en  T  la  droite  AT 
perpendiculaire  fur  AP  ,  &  du  centre  A  je  décris  le  petit  arc  PR,. 
qui  coupe  en  R  la  droite  Am  infiniment  proche  de  AM,  jaî 
donc  Mm^=dx^  &  à  caufe  des  fedeurs  femblables  AM/w^APR 

j'ai  AM,  Mm:;  AP  ou  AR,  PR,  donc  a,  dx  :  :yy  ^^  =  PR  ^ 

de  même  à  caufe  des  triangles  femblables  RPp,  PAT,  ]'ai  Bf, 

RP::AP,AT,ouiy,  ^^::;^,^^=AT;&mettantau  lieu 

de  ^;e  fa  valeur^,  j'ai  AT=^^. 

1         s        » 

Le  triangle  TAP  étant  redangle  donné  AT-+-  AP  =^'1? ,  ou 

*-^-*-j,»=fP=*!>:^*  donc  TP=^  y/a'^-^b-y^  ;  mais 

les  triangles  femblables  PAT,  P/jR,  donnent  AP ,  PT  ::  R/» , 

/>P,  donc^,  -^i  v'<î4_|_^îyî  \'.dy^~^ây  \^a^'^é>Y=p?  ;  ainfî 

il  ne  s'agit  que  de  trouver  l'intégrale  de  p?  pour  avoir  la  valeur 
de  l'arc  dé  fpirale  A^P  >,ceqae  l'on  trouvera  par  le  moyen  de  k. 
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mm 

formule  F  H- PQ"  «P^H-  !?  AQ,  &c; 


C  H  A  P  I  r  R  E    I  V- 

Vfige  du  Calcul  Intégral  pour  la  cubature  des  Solides  &  la 
quadrature  de  leurs  Surfaces. 

45- T^  A  plupart  des  Solides  peuvent  être  confiderés  comme 
M  /  étant  formés  par  la  circonvolution  d'une  figure  plane  au- 
tour d'une  ligne  droite  appellée  axe ,  Ôc  il  en  eft  grand  nom- 
bre d'autres  qu^on  peut  réduire  à  cet  efpece  ,  tels  que  font  les  on- 
glets droits  ou  inclinés  ^  ainfi  que  nous  Pavons  obfervé  dans  la 
Me  fur e  des  Surfaces  &  des  Solides  ,  &c. 

44.  Sur  ce  principe ,  foit  la  figure  plane  ABC ,  qui  en  tournant 
autour  de  la  droite  AC  produit  le  folide  BAD  {Fig.  2^.) ,  foient 
menées  les  ordonnées  infiniment  proches  PM  y  pm  y  le  trape- 
zoïde  FMmp  ne  différera  pas  du  reûangle  PMR/?  à  caufe  dt  la 
différence  infiniment  petite  de  ces  deux  figures,  &  il  eft  vifible 
que  le  petit  cylindre  que  ce  trapczoïde  ou  rectangle  décrit  au- 
tour de  ¥p,  eft  félement  ou  la  différence  du  folide  décrit  par 
AMP  autour  de  AP, 

Nommant  donc  AP=jr,  PM=3=^>  &  fuppofant  que  le  rap- 
port du  rayon  MP  à  la  circonférence  qu'il  décrit  autour  du  point 

P  ,  foit  r  y  pi  )di  r  j  p,y  y  ^ ,  ainfi  ^^  eft  la  circonférence  dé-»' 
crite  parPM;  multipliant  donc  cette  circonférence  par  la  moi- 
tié du  rayon  ou  ^y  ,  j'ai  ^-   pour  faire  du  cercle  j  &l  multipliant 

cette  aire  par  la  hauteur  Vp=^dxy  j'aî^^LJî  pour  le  cylindre  dé- 
crit par  le  trapezoïde  autour  de  Vp  ;  ainfi  il  ne  s'agit  plus  que 
de  trouver  l'intégrale  de  cette  expreflîon  pour  avoir  la  valeur  du 
folide  décrit  par  APM  ;  or  c'eft  ce  qu'on  trouvera  par  le  moyen 
de  l'équation  particulière  de  la  figure  APM  ouiAËC^  comme 
on  verra  dans  les  exemples  fuivans» 

4J,  Cuber  un  Cône  (Fig.  2 y.)* 

Si  Ton  fait  tourner  le  triangle  ADC  autour  de  faxcDC,  il  dé- 
.crira  le  cône  ADBi  nommant  donc  DP=^>  PM=y>  6c  le 

11  uj 
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rapport  du  rayon  MP  à  la  circonférence  déritç  par  ce  rayon  r; 

/?,onaura^!!— ^  pour   la  valeur  du  petit  cylindre  décrit  par  le 

triangle  DMP  autour  de  DP ,  &  fbn  intégrale  fera  par  cpnféquent 
la  valeur  de  ce  cône. 

Jfi  nomme  la  hauteur  DC==tf,  AC=r,  les  triangles  fem- 
blables  DPM ,  DCA,  donnent  DP ,  PM  :  :  DC ,  CA ,  ou  * ,  > 

::a,  r;  donc ^=> j  & ^^  =>*  J  mettant  donc  cette  valeur 
de >*  dans  la  différentielle^^ on  aura C:^  =  îî^^  ,    dont 

l'intégrale  Çil  =^  eft  la  valeur  du  cône  décrit  pat  DPM; 

maintenant  fi  Ion  fuppofc  que  MP  devienne  égal  à  AC,  la  droite 
DP  deviendra  égale  a  DC=^i,  (ubftituant  donc  ^  au  lieu  de*, 

nous  aurons  'J^^  =?^ =i^r  x  |  ^  pour  la  folidité  du  cône  ADB , 

or  7/?reft  le  cercle  décrit  par  AC,  donc  le  cône  eft  égal  à  ùl 
bafe  AB  multiplié  par  le  tiers  de  fa  haiiteurfDC  y  ce  qui  s'accorde 
parfaitement  avec  ce  que  la  Géométrie  ordinaire  nous  enfeigne* 
^6.  Cuber  la  Sphère  (Fig.  %6). 

Je  nomme  le  diamètre  AB  =  ar ,  Tabfciffe  AP  =  x ,  For- 
donnée  PM=^v  donc  PB=5  2r  —  x  y  par  la  propriété  du  cer- 

cle  j  ai  MP  ï=  AP  x  PB  oMyy  =  irx  — •  a:*  ,  &  mettant  cette  va- 
leur de jjy  dans  ^^  qui  eft  le  cylindre  décri|  par  le  trapezoide 

PM/w/;,fai2^==/^;cix  — î^%  dont  l'intégrale  ^px^^^^ 

eJÎ  la  valeur  de  la  portion  de  la  fphere  décrite  par  le  demi  feg- 
ment  AMP  au  tour  de  AP. 

Suppofant  donc  que  AP  devienne  égala  AB=2r,  &  fubfti- 
tuant  ar  au  lieu  de  x  dans  l'intégrale  que  nous  venons  de  trouver , 

nous  aurons  2pr^  —  ^^  =  2pr^  —  ±  ^r*  =  f  pr^  =  2r/?  x  fr 

pour  la  folidité  de  la  fphere  décrite  par  le  demi  cercle  AMB  ; 
ainfi  cette  folidité  eft  égale  au  reâanglc  du  diamètre  par  la  cir- 
conférence multiplié  par  le  tiers  du  rayon ,  ou  au  rcdangle  du  dia- 
mètre par  la  cioconférence  multiplié  par  le  fixiéme  du  diamètre; 
or  le  rectangle  du  diamètre  parla  circonférence  eft  quadruple  du' 
grand  cercle ,  donc  la  fphere  eft  égale  à  quatre  fois  fon  grand 
cercle  multiplié  par  le  tiers  du  rayon  >  ce  qui  s'accorde  avec  la 
Géométrie  ordinaire. 
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47«  Cuber  un  parabolotde  formé  Par  une  demi  parabole  de  quelque 
^enre  que  cefoit  qui  tourne  amour  de  fin  axe  (  Fig.  27  ). 

Je  nomme  le  paramètre  =  1  ,  l'abfciffe  kV  =  Xy  l'ordonnée 
.PM==y,  parla  propriété  des  premières  paraboles  j'aij^**  =  x 


m 


>  1 ,  ou^  •  =  A-  ;  donc  y  =^  x*^  tx.  yy  =  x'^ ,  mettant  donc  cet- 
te valeur  de  ^jr  dans  ^  qui  reprefcnte  le  cylindre  décrit  parle 


X 


trapezoïde  TMmp  autour  Tp ,  j'ai«~2î  dont  l'intégrale  =£1-^ 
«ft  la  valeur  du  paraboloïdc  fomié  par  AMP  autour  de  AP,  ôc 

mettant  au  lieu  de  5r  '»  fa  valeur  y*  t'ai   '^*'., 

Tilt  •  n  t  -^     '       Ar-^inr 

Maintenant  fil  on  fuppofe  que  AP  devienne  égal  à  la  hauteur 
entière  AC  que  je  nomme  =<ï  on  aura  MP=  BC— r ,  mettant 

donc  a  au  lieu  de  a;  ,  &  r  au  lieu  de  y ,  on  aura -^îîî^  = -î?^— 

"^  ^^^  ^  r^  *  PO""^  ^a  folidité  du  paraboloïde  BAIX 

Si  mr=  2  ,  on  aura  ipr  x |a  ;  or ipr  eft  le  cercle  décrit  par 
«  droite  BC,  c'eft-à-dire  labafe  du  paraboloïde,  donc  le  para- 
boloïde eft  égal  à  fa  bafe  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur, 
ce  que  nous  avons  démontré  dans  lafcience  du  Géomètre. 

Sr»ï=:5,  on  aurax/'rJif  «,  fîm=^,on  autaT/rxf  <»,& 
amfi  des  autres.  '  • 

48.  Cuber  unfpheroïde  elliptique  (  Fig.  28  ).- 

Je  nomme  le  grand  axe  =  <»,  le  parametr^t=^,  FabfciïTe  AP 
t=*,  l'ordonnée  PM=^,  par  la  propriété  de  l'EUipfe  j'ai^j',- 

ax — xx::b ,  a,  d'où  j,e  tire  jjy  ^=bx —  ;  &  mettant  cette  va- 
leur de^»  dans  —^  qui  reprefente  le  petit  cylindre  formé  par  le 
trapezoïde  VUmp  j'ai  ^i^.—  ttH^.  dont  l'intégrale  ^  — ^^ 

eft  la  valeur,  du  folide  formé  par  la  circonvolution  de  AMP  au^r 
toiir  de  AP. 

.  Suppofant  donc  que  AP  devienne  égal  à  l'axe  AB,  &  met- 
tant a  au  lieu  de  x  dans  l'intégrale ,  on  aura  ^  —  ?^  =^.  . , 

4»'  6r       •     ii.r 

pour  la  folidité  du  fpheroïde. 

Si  l'on  fuppofe  que  le  petit  axe  foii  ar  on  aura  par-  la  propriété- 
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de  rEUipfe  :  :  a  ,  ar ,  * ,  &  par  conféqucnt  ab  =  4r*  ;  mettant 

donc  cette  valeur  de  ab  dans  ^ ,  on  aura  ^~  =:^pra=:}a 

xpr  y  c'eft-à-dire  la  folidité  de  réllipfoïde  eft  égale  au  double 
du  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  petit  axe ,  multiplié  par  le  tiers 
dç  la  hauteur ,  ou  au  quadruple  de  ce  cercle  multiplié  par  le 
iixiéme  de  la  hauteur. 

Si  l'on  conçoit  une  fpherc  dont  le  diamètre  foit  égal  au  grand 
axe  =  a  on  trouvera  la  circonférence  de  fon  grand  cercle  en 

faifimt  r ,  ^  :  :  ^  a ,  ^^ ,  &  par  conféqucnt  multipliant  ^  P«  T  ^  j 
on  aura  ^  pour  la  valeur  du  grand  cercle  y  &  multipliant  en« 
cote  par  y  il,  on  aura  —  pour  la  folidité  de  la  fphere  >  donc  le 
fpheroïde  elliptique  eft  à  la  fphere  comme  y  içv  eft  à  ^ ,  &  divi- 

fant  par  ]  ap  le  fpheroïde  eft  à  la  fphere  comme  r  eft  à  ~  ou 

comme  ^r^  eft  à  a* ,  c'eft-à-dtre  comme  le  xjuarré  du  petit  axe 
au  quatre  «du  grand  axe. 

Si  Ton  conçoit  une  autre  fphere  dont  le  diamètre  foit  égal  au 
petit  axe  =  ar  fon  grand  cercle  fera  ^pr  6c  fa  folidité  jpr^y  donc 
réllipfoïde  fera  à  cette  fphere  comme  f  ^ipr  eft  à  jpr^  ou  commç 
^  eft  à  ar»  c'eft-à-dire  comme  le  grand  axe  au  petit  axe. 

4p.  Cuber  un  paraboloïdefatt  far  la  circonvolution  ^dune  demi-pa- 
.  f aboie  ABD  autour  de  BT  parallèle  à  Paxe  AD  (Fig.  2p.). 

Je  nomme  le  paramètre  =  i , TabfcifTe  AP  =  jc ,  lordoniiée 
PiM  =:y  y  la  hauteur  AD  =  ajh  bafe  BD  =  r ,  la  circonférence 
décrite  par  cette  hafe=/?^  donc  Fp  =  dx  &c  MQ=r — y ,  je 
cherche  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  MQ  en  faifant  r , 

p  :  :  r — y  y  ^LZZÎl ,  6c   multipliant  cette  circonférence  par  ^^^^^ 
j'ai  P^       ^pn^py*  ^  p^^.  j^  valeur  du  cercle  décrit  par  MQ  au* 
tour  de  BT  ;  or  le  cercle  décrit  par  QP  étant  égal  au  cercle  qui 
eft  décrit  par  AT,  eft  y  ;  ôtant  donc  du  cercle  ^^  le  cercle 
fr  —  Ap;jf-».^jya  ^  j^  ^^^^  tpry^py   ^^^^  ^  yalcur  de  la  couronne 

décrite  par  MP ,  &  multipliant  cette  couronne  par  dx=:^Fp  le' 

produit  ^^^ILlIZÎ^^  fera  le  petit  folide  décrit  par  le  trapezoïde 

¥i\lmpy  or  ce  folide  eft  la  diflférence  du  folide  produit  par  AMP , 

donc 
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donc  fon  intégrale  fera  la  valeur  du  folide  produit  par  AMP. 

Mais  Péquation  de  la  parabole  étant  y*  =  x  ouj  =^  jv"*  fi  Ton 
met  cette  valeur  de  y  dans  la  différence  trouvée  ^  on  aura 

ifr.T,         i,'  j^^^  Pîntégrale  eft^~  tg«=b!fey  ~^f^\  • 

Aînfî  fuppofant  que  AP  devienne  égal  à  AD  ='a  ,  &.  mettant 
M' au  lieu  de  x  dans  l'intégrale  &  r  au  lieu  de  y  on  aura 

^  "r^^^"^'^  ==  ~  pour  la  valeur  du  foli4e  décrit  par  ABD ,  & 
par  conféquent  ce  folide  eft  égal  au  ^7  àcpr  multiplié  par  la  hau- 
teur a  i  m^ispr  eft  double  du  cercle  décrjf  par  BD ,  donc  le  foli- 
de eft  égal  à  ff  ou  f  de  ce  cercle  multiplié  par  a,  ou  au  cercle 
multiplié  par  |  a. 
Le  cylindre  circonfcrît  au  folide  &  qui  a  pour  bafc  le  cercle  décrit 
par  BD  eft  égal  à  ce  cercle  multiplié  par  la  hauteur  =  a ,  donc  le 
folide  eft  au  cylindre  comme  ^  ^eft  à  |^i>  ou  comme  ;  eft  à  ((• 
jo.  Cuker  un  par^boloïde  formé  par  une  demi  parabole  ABD  qui 
tourne  autour  de  la  tangente  Kïaufommet  A  (Fig.  ap,  ). 

Jenomme  AD  =  r,BD  =  AT==^,  AP=>^,PM— A?>  le 
paramètre  =  i ,  &  la  circonférence  décrite  par  AD  =»/^,  je  cher- 
che la  circonférence  décrite  par  AP  en  faifant  r ,/?:  :j^ ,  7  ^  & 

multipliant  cette  circonférence  par  PM=;v ,  j'ai  ^~  pour  la  va- 
leur de  la  furface  décrite  parPM  autour  de  AT  j  ainfî  multipliant 
cette  furface  par  Vpj=dy  y  j*ai  ?21Jf  pour  la  valeu^  de  la  différen- 
ce du  folide  décrit  par  APM  autour  de  AT  ;  or  Téquation  de  la 

1 
parabole  étant  :vx=^,  j*ai  ;c=3j^^i  &  mettant  cette  valeur  de^c 

dans  î^  j'ai  ^ ,  dont  Tiiitégrale  'Jll=^'^  eft  égale  au  fo- 
lide décrit  par  AMP. 

Ainfi  fuppofant  que  AP  devienne  égal  à  AD=r,PM  devien- 
dra égal  à  BD  =  a  ;  mettant  donc  r  au  lieu  de  j^  ^  6c  a  au  lieu  de 

X  dans  l'intégrale  trouvée ,  j'ai  ^^  =  î^.  pour  la  valeur  du  foli- 
de décrit  par  ABD  ,  &  par  conféquent  à  caufe  de  pr  double  du 
cercle  décrit  par  la  droite  AD ,  le  folide  eft  égal  à  ce  cercle 
multiplié  par  les  }  de  la  droite  BD, 

Le  cylindre  circonfcrit  au  folide  &  dont  la  bafe  eft  le  cercle 
décrit  par  AD  eft  égal  à  ce  cercle  multiplié  par  BD  =  a  ;  •ainfi 

Kkk 
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ie  folide  eft  au  cylindre  comme  j^ac&z-^  a^ou  comme  4  eft  à  ^« 

j  I  •  Cuber  un  paraboloïde  Jormé  par  une  demi  parabole  ABD  qui 
tourne  autour  de  f  ordonnée  BD  (  Fig.  30.  )• 

Je  nomme  le  paramètre  =  i ,  rabfcifle  AP  =  x ,  Fordonhée 
PM=^,  Taxe  AD  s=r ,  &  la  circonférence  que  cet  axe  décric 
=/7,donc  PDf=r — •'v=MR,  je  cherche  la  circonférence  du 

cercle  que  décrit  MR  faifant r,p::r  —  Xy  ^~^,  ôc  multipliant 

cette  circonférence  par  ^^^^^  f  ai  ^^  *|y^i"^^f  J)our  Taire  du  cer- 
cle décrit  par  MR  ,  &  multipliant  cet  aire  par  Rr  =  iy  faî 

frrdy—ipxrdy^fxxd,  ^^.  ^  j^  différence  du  folidc  décrit  par  h  por- 

tjon  BMR.     .         . 

Or  Péqùation  de  la  parabole  étzntyy==^x  ,  jziy^=x^i  & 
mettant  ces  valeurs  de  a:  &  de  xx  dans  la  difiérentielle  j'ai 

,rrdy  -  ^fryyày  ^fy^dy  ^  j^^^  Hntégrale  Ç  —  j/^^  ^  ^^  cft    ^   Va- . 

leur  du  folide  décrit  par  BMR  ^  &  fubftituaift  au  lieu  de  jr^  fa  va* 
leur  X,  on  aura  \pry — t^>'*'+"  ^r* 

Ainfi  fuppofant  que  MP  =j^  devienne  égal  à  BD  =  bj  AP 
X  deviendra  é^al  à  AD  =r ,  &  fubftituant  ces  valeurs  dans  Kn- 

tégrale,  on  ZMi2.^pbr-^\pbr^i^^pbr=^  ^'^=^^^  P^r  =  f| 
pbr  =  -^jpbr={prx  ^  b  pour  la  folidité  du  folide  décrit  par 
ABD  9  donc  ce  folide  eft  égal  au  cercle  décrit  par  AD  multiplié 
par  ~  de  l'ordonnée  BD. 

Le  cylindre  circonfcrît  qui  a  pour  bafe  le  cercle  décrit  par 
AD  ,  &  pour  hauteur  la  ligne  BD  eft  égal  à  ce  cerclp  multiplié 
par  BD ,  donc  le  cylindre  eft  au  paraboloïde  comme  iprx\jb 
cfttfà  7/?rxT^^,  ou  comme  I  j  à8. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  ces  difFérens  pa- 
raboloïdcs  (  N.  4p.  jq.  j  i  .)  s'accorde  parfaitement  avec  ce  que 
nous  en  avons  démontré  dans  /a  mefure  desfurfaces  &  desfolides. 

y  2.  Cuber  un  folide  parabolique  fait  par  une  portion  ABC  depa^ 
rahole  (  Fig.  31.)  qui  tourne  autour  ^un  diamètre  AB  ,  dont  les  or- 
données MP,  BC  ne  lui  font  pas  perpendiculaires. 

Il  eft  évident  que  les  prdonnées  MP ,  BC  en  tournait  autour 
de  AB  décriront  des  furfaces  coniques;  or  appellantMP=*> 
k  circonférence  décrite  par  le  point  P  =  « ,  BC  =  ^ ,  ôc  la  cir- 
conférence décrite  par  le  point  C  =^  j  la  furface  conique  dér 
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crîfc  par  MP  fera  ^;  car  on  fait  par  la  Géométrie  ordinaire  que 

la  furface  dun  côrie  eft  égale  à  lai  circonféreixceducçcclede  fa 
bafe  multiplié  par  la  moitié  du  côté  du  cône  j  par  la  ij^ême  raifon. 

la  fûrfacc  conique  décrite  pw  BC,  fera  ^i  aînfi  cçs  deux  fur- 
faces  coniques  feront  entr  elles  comme^eftà^  ,.  oU  comme 

xu  cRktp ,  c'eft-à-dire  en  raifon  compofée  de  la  raifon  des  cir- 
conférences de  leurs  bafes ,  &de  la  raifon  des  côtés  MP,  BC  ; 
^mais  à  caufe  des  parallèles  RP ,  SC  ,  &  des  parallèles  MP ,  BC  , 
la  raifon  des  rayons  RP ,  SC  ,  eft  égale  à  la  raifon  des  côtés 
'MP,  BC,  donc  les  deux  furfaces  coniques  font  entr'eiles  en  rai- 
fon doublée  des  côtés  MP ,  BC  ,  ou  comme  les  quarrés  MP , 
BC ,  ou  enfin  comme  les  abfcifTes  AM ,  AB ,  car  ces  abfciffes 

font  èntr  elles .  comme  les  quarrés  MP ,  BC,  parla  propriété  de 
la  parabole. 

De  plus  il  faut  obferver  que  fi  du  point  A  on  abaifle  une  per- 

Î>endiculaire  AZ  fur  BC  prolongé  ,  cette  perpendiculaire  fera 
a  hauteur  du  demi-folide  ABC ,  &  que  fi  du  même  point  on 
abaiffe  une  perpendiculaire  AY  fur  TB  prolongé ,  cette  perpen- 
diculaire fera  la  hauteur  du  demi-folide  ABT ,  qui  forme  avec 
ABC  le  folide  entier  ;  or  il  eft  yifiblc  que  ces  deux  petpendicu- 
culaîrcs  font  égales  ,  donc  on  peut  prendre  l'une  ou  Tautrc  pour 
la  hauteur  du  folide  entier.  Cela  pofé , 

Je  nomme  BC  =r ,  la  circonférence  décrite  par  le  point  G 
=/?,  AM=;c,  ?M=y,  AB=*,  AZ=a,  AN  =  2;  ,  ôc 
par  conféquent  Nn  =  dzi  la  furface  conique  décrite  par  BC  eft 

donc^,  &  pour  trouver  celle  qui  eft  décrite  par  MP ,  je  dis  b 

^  :  :  ^  ,  ~^,  &  par  conféquent  ^  eft  la  furface  cherchée ,  car 
nous  venons  de  voir  qu&  les  deux  furfaces  font  entr'elles  com- 
me b  eft  à  jc  ou  comme  AB  eft  à  AM ,  Je  multiplie  ^'  par  N» 

.=  dz'y  &  j*ai  ^^  pour  la  différence  du  folide  produit  par  AMP* 

Or  les  triangles  femblables  AMN ,  ABZ  ,  donnent  AM  , 

AN  :  :  AB ,  AZ  ,  ou  *, 2; :  :  * ,  a,  donc  z':^ ^ ,  &  dz=  ~  ^ 

mettant  donc  cette  valeur  de  dz  dans  la  différence  -2—5  ^  j'ai 

Kkk  iij 
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:2gf  dont  rintegralc  ^  eftla  valeurtiu  folideformë  parAMP^ 

Suppofant  donc  que  AM  devienne  égal  à  AB  =  ^^  &  fub^- 

ftîtuant  ^  au  lieu  de  x  dans  l'intégrale  trouvée,  j  ai  ^^  =  ^ 

==Y^XY/?rpour  la  valeur  du  folide  détrît  par  ABC,  âinfi  ce  fo- 
lîde  eft  égal  à  la  fuiface  décrite  par  la  droite  BC  y  multipliée  par 
la  moitié  de  la  hauteur  AZ  du  folide. 

y  3.  Cuber  Fhyperboloïde  formé  par  la  demi-hyperhole  ABD  autour 
àtfon  axe  CD  (Fig.  32).. 

Je  nomme  Paxe  AC  s=  2*,  la  droite  AD  =  à,  la  bafe  BD  =  r> 
la  circonférence  que  le  point  B  décrit  =/? ,  rabfciffe  AP  =  x  y 
Tordonnéc  PM=^  ,  donc  CD  =  a^2b,  CP=:c-|-2*,  & 
Pps=dxi  or  par  la  propriété  dé  Phyperbole  on  a  rr,  aa^2at 

:  :yy,xx^2bxy  d'où  Tontirejjy  =  '^'^^^ ]^  *^''''  ;  ôc  mettant  cette 
valeur  dejjy  dans  îÇ-^,  qui  reprefehte  le  folide  décrit  par  le  trar 

pezolde  PMm,  ,  on  ^x^if-'ZVC"  ^''''"IVti"  '  ^<^ 

fintcgcale  î-Çi-,  +  .JtHL-  ou  ''■^'f^  eft  la  valeur  du  fc- 

lîde  formé  par  AMP  j  ainfi  fuppolânt  que  AP  =  ;i:  devienne  égîJ 
à  AD  =  ^,  &  fubftituant  cette  valeur  dans  Tintegrale ,  on  aura 

^:IV^:' o^^l^'S-' rx'  1»  valeur  du  folide  formé  pat 
ABD. 

Le  cylindre  qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  décrit  par  la  droite 

BD ,  &  pour  hauteur  la  droite  AD  ou  GH  elt  ?^^donc  ce  cylin- 
dre eft  anfolide  décrit  par  Thyperbolc  comme^eftà^^^i^JJ^^^ 

jou  comme i?7/^^y?eftà  ^XaXtb'  ""^  ^^"""^'^  3pra^^6pbra 
^Aïpra^^^pbray  ou  comme  j^i-hdA  eft  à  /i-+-  ji  ,  ou  enfin 
commet  H- 2^  eft  àJ-^H-^,  c'eft-à-dire  comme  la  droite  CD 
eft  au  tiers  de  rabfciffe  AD  y  plus  la  moitié  de  Taxe  CA  ;  ce  qui 
»  accorde  avec  ce  que  nous  avons  démontré  dâns^  là  Science  du 
Géomètre  y  &  dans  Ai  Me  fur  e  des  Surfaces  &  des  Solides. 

y  4..  Cuber  le  folide  formé  par  la  circonvolution  de  Pejpace  hyper-- 
bolique  indéterminé  BCEFA  ,  autour  de  Pafymptote  CE  (Fig.  5  j).  • 

Je  nomme  BA  =  ^;BC=r,:  la- circonférence  que  le  point  B 
décrit  =/7  ^  CP  =  ;r ,  PM=^ ,  donc  P/?  =^a?  ^  &  la  furface  cy- 
lindrique décrite  par  B  A  autour  de  CE  eft  ap  :  je  cherche  la  cirr 
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conférence  décrite  par  le  point  P ,  en  faifant  r ,  /?  :  :  ^ ,  ?î,  &  mul- 
tipliant cette  cîrconfélrence  par  ¥M==y  ,  j'ai  ^ pour  la  furface 
cylindrique  décrite  par  PM  autour  de  CE  ;  multipliant  donc 
cette  furface  par  l?p  ==  dx ,  j-ai  '?^^  pour  la  différence  du  folidc 
formé  par  Pefpace  CPMFE. 

Or  par  la  nature  de  Thyperbole  j'ai  AB  x  BC=PMx  PÊ; 
donc  ar==  xy  ;  mettant  donc  cette  valeur  de  xy  dans  la  différent 

ce  trouvée ,  f  ai  t^  =:padxy  dont  l'intégrale  apxeû  la  valeur 

dufolide  formé  par  CPMFE  ;  ainfî  fuppofant  que  CP  =:v  de- 
vienne égal  à  CÉ=r,  &  fubftituant  r  au  lieu  de  x  dans  l'inté- 
grale trouvée  y  j'ai  apr  pour  la  valeur  du  folide  formé  par 
BCEFA. 

Le  cylindre  qui  a  pour  bafe  le  cercle  décrit  par  BC ,  &  pour 
hauteur  là  droite  BA,  eu  \  apr ,  donc  ce  cylindre  eft  au  folide 
comme  |-^/?r  eftà/ipr,  ou  comme  i  k2  î  ce  qui  s*accordeavec 
ce  que  nous  avons  demt)ntré  touchant  ce  folide  >  d^nsiaMefure^ 
des  Surfaces  &  des  Solides^ 

y  J*  Cuber  le  Joli  de  formé  par  la  circonvolution  de  la  dèmi-hyperBok 
AB  ,  autour  de  ta  moitié  CD  de  f on  fécond  axe{¥\g.  34). 

Je  nomme  CA=  a ,  CD  =  ^ ,  CP  =  RM=;c,  FM=  CR: 
=j^ ,  Pp=zdx  ^,BD=r,  &  la  circonférence  décrite  parle  point 

B  =/?  j  donc  faifant t ,p::y  y^-^y  j'ai^  pour  la  . ciuconférence 

décrite  par  le  point  M  j  &  multipliant  cette  circonférence  par  ^ 

j^fai  2?  pour  le  cercle  décrit  par  PM  j  muhipliant  donc  ce 

cercle  par  P/?==^â?j  j^aî^~  paurladifiércncedafoim  décrit 
par  ACPM-. 

Or  par  la  nature  de  Phyperbole  j'ai  RM ,  CR  —  CA  :  :  CD  ,. 
CA  ;  donc  xx  y  yy — àa  ixbb  y  aa  y  &  par  cortféquent  aaxx 

—  bbyy — 6haa  j  d'où  je  tirej^ = ^^^^- >  &  mettant  cette  va- 

reur  dej;j;  dans  la  différence  ^  j Vi  f ^^^'^^^^ -^-^^^ ^  dont  Pinté-^- 
grale  eft  ^^  -+-  ^  5  ot  puiftjue  j'ai  aaxx  ==  bbyy —  ^^iî^^;,  donc 

juix.xi;jrMaa:=  bbyy ,  d'où  je  tire  aa  s=  — .^  i  mettant  dbncr 

Kkkiij 
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cette  valear  de  aa  dans  Imtegrale  trouvée  •  îai  ^  ^*  ■  ■ 

"*"  i/jcV  ^"[rbb  P°"^  ^^  valeur  du  folide  décrit  par  CAMP  ;  ainfi 
ruppofaDt  que  CP  =  ;c  devienne  égal  à  CD  =  b  ,  j'aurai  PM 
=  DB  £=  r  i  fubftituant  donc  b  au  lieu  de  a:  ,  &  r  au  lieu  de^  dans 

rin,eg«k ,  j'ai  ?^ H-^ -e  + ai* -Ç^p^rla yaleorda 

folide  formé  par  CABD ;  or \prb=^  ^prx  fi,  donc  ce  folideeft 
égal  au  cercle  décrit  par  DB  multiplié  par  les  f  de  CD. 

Le  cylindre  qui  a  pour  bafe  le  cercle  7  pr^Sc  pour  hauteur  la  droi- 
te CD  eft  i  prb'j  donc  ce  cylindre  eft  au  folide  comme  ^prb  eft  à  ^ 
prb  y  ou  comme  7  eft  à  f,  ou  commet  à  f ,  ou  enfin  comme  332. 

$6.  Cuber  ie  folide  Jormé par  la  circonvolution  de  la  logarithmique 
autour  defon  ajymptote  AV  (Fîg.  i  j.)* 

.   Je  nomme  Aé=f ,  la  circonférence  que  le  point  B  décrit 

==/7 ,  l'ordonnée  PM  =^  >  par  la  propriété  de  cette  courbe  la 

foutangente  PT  eft  toujours  égale  à  une  grandeur  conftante  que 

'  je  nomme  =  ^  ;  or  Texpreflion  de  la  foutangente  y  félon  les  rc-; 

gles  du  calcul  différentiel  eft  ^  î  donc^=tf ,  &dbc=  ~  ^^ 
mettant  donc  cette  valeur  de  dx  dans  2! —  qui  xeprefente  le  fo- 
lide formé  par  PMmp ,  j'aî?^  pour  la  différence  du  folide  dé- 
crit  par  Tefpace  indéterminé  HMPV ,  &  par  conféquent  Tinte- 
grale^  eft  la  valeur  de  cet  efpace  ;  ainfi  fuppofant  que  PM 

=^  devienne  égal  à  AB=r  y  j'ai  ^  pour  la  valeur  de  Felpace 

entier  Hq4V. 

Le  cylindre  qui  a  pour  bafe  le  cercle  3écrît  par  AB ,  &  pour 
hauteur  la  foutangente =i»  eft  \  par ,  donc  ce  cylindre  eft  au  fo- 
lide comme  \par  eft  à  ^par ,  ou  commet  à  ~:  ou  ^  à^,  ou  com- 
me 2  à  I. 

57.  Cuber  le  folide  firme  par  la  révolution  de  la  cijjitde  autour, 
defon  ajymptote  BF(Fig.  9  j.)^ 

Je  nomme  AB=  2r,  BO=  r  la  circonférence  que  le  point 
p  décrit  =c,  A?=xi  donc  ?p:^dxy  BP==r2r— jc  ,  MP 
=  v^BP  xPA  =  i/2r:v  —  xx  ;  or  par  la  propriété  de  la  courbe 
on  a  :/BP,  MP  ,  AP.PN,  donc  BP  ,  v^2rx—xx iix, PN^ 
&  par  conféquent  BPxPN=a:  v^2rx'^xx  y  je  cherche  la  fur- 
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face  que  décrit  PN  ou  la  furface  décrite  par  le  rcûangle  BP 

X PN^  en difant r yf  \: xV^rx — xx ,  ^*    ^^^—^^ ^  ^  multipliant 

cette  furface  par  dx  y  )2X^ — ^^^^^^^^  pour  la  différence  du  folide. 

Maintenant  pour  trouver  l'intégrale  de  cette  différence^  je  con-» 
çois  que  le  demi-cercle  générateur  tourne  autour  d^une  droite  AT 
parallèle  à  lafy  mptote  DF ,  &  qui  paffe  par  le  point  A ,  &  comme 
j'ai  PM=v^2rAr — xx ,  je  cherche  la  circonférence  décrire  par 
le  point P  autour  de  AT  >  en  faifant-r ,  /^  :  :  *  ,Ç  >  &  multipliant 

cette  circonférence  par  PM ,  j'ai  ? i^lîïïîIZïf  pour  la  furface  décri- 
te par  l'ordonnée  PM;  je  multiplie  cette  furface  par  dx  ^  Ôc  j  ai 
fx  X  ^j^»— ^  p^^j.  j^  dijgsérence  du  fblide  décrit  par  le  demi-cercle 

autour  de  AT  ;  or  cette  différence  eftla  même  que  celle  du  fo- 
lide  décrit  par  laciflfoïde  autour  de  fon  afymptote,  donc  Tinte- 

Îrraie  eil  âuifi  la  même ,  âc  par  conféquent  le  folide  décrit  par 
a  ciffoïde  autour  de  rafymptote ,  eil  égal  à  l'anneau  décrit  parle 
demi-cercle  AMB  autour  de  AT. 

j8.  Cuber  le  folide  formé  far  la  coffchoïdé  AFED  amour  de  fen 
afymptote  DS  (Fig,  3  6.), 

Je  nomme  AP=;c,  PN==y,  PM=«,  AD=r>  la  cîr* 
conférence  que  décrit  le  point  A  autour  derafymptote==/? ,  & 
AC=ai  donc?p=dx,  ?D=r^Xy  &i?C=a—x.      ' 

Par  la  propriété  de^cette  courbe  KM=  AD  ,  donc  menant 
du  centre  D  le  rayon  DN ,  j'ai  KM=AD  =rDN^  Ôf  par  con- 
féquent à  caufc  des  parallèles  NM  ,  DK ,  lès  droites  DN  ^ 
KM  font  parallèles  ,  &  les  triangles  reûangles  PND,  PMC 
étant  femblables  ,  donnent  PN,  PD  ::  PM^  PC;  donc  PN 

xPC=PMxPD,&PM=  ^^p^^i^^-. 

Le  rayon  AD  du  cercle  générateur  étant  =  r ,  fon  diamètre  eft 

ar^  &  par  conféquent  j'ai  FN^=^2rx — xx^  &  VN=i/2rx — xx  '^ 


PNxPC  a  —  xVzrx A 


doncPM=^",^^=^'~'""^--^%  &  PM  X  PD  =  T^rz 

V2rX'^xx  ;  je  cherche  la  furface  cylindrique  décrite  par  PM 
ou  par  le  reàangle.PMx  PD  autour  de  Tafymptote  >  en  fsdfant 

r^pi: a—xVirx-^xx ,  t^lZIf ^^iliZli*,  &  multipliant  cette 
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furface  pat  J;ci'ai>i'^'-^^"'-"  pour  la  différence  ou  l'éle-" 
ment  du  folide  décrit  autour  de  l'afymptote. 

Pour  trouver  l'intégrale  de  cet  élément ,  je  conçois  que  le 
quart  de  cercle  ASD  tourne  autour  d  une  droite  CV  parallèle  à 
rafymptote ,  &  gui  paffe  pat  le  pôle  C  ,  &  je  cherche  la  furface 
décrite  par  l'ordonnée  PN ,  ou  pat  le  redangle  PNxPC,  au- 

tour  de  CV ,  en  faifant  r,p::  a-^x  V^rx—xx ,  i , 

&  multipliant  cette  furface  par  ix ,  )  ai  •- pour 

la  différence  ou  l'élément  du  folide  décrit  par  le  quart  de  cerde 
autour  de  CV  ;  or  cette  différence  eft  la  même  que  celle  du  foli- 
de décrit  par  la  conchoïde  autour  de  l'afymptote,  donc  les  deux 
folides  font  égaux  ;  ainfi  le  folide  décrit  par  la  conchoïde  autour 
de  fon  afymptote,  eft  égal  au  folide  décrit  parle  quart  de  cercle 

autour  de  CV. 

5P.  Trouver  la  fHperficie  d'un  folide  fait  par  la  cirâonvohttiond^une 
combe  AM  autour  dune  droite  AP  (Fig.  1 8). 

Je  nomme  AP  =  jc,  PM  =  y.  6c  par  conféquent  Tp  =MR 
«=  dx  y  r»R = cfy  ,  &  Mm  =  \'ax'-  -hay'- i  toutes  les  ordonnées 
en  tournant  autour  de  AP  décrivent  des  cercles  ;  fuppofant  donc 
que  l'une  d'entr'elles  foit=r ,  &  fa  circonférence  ±=/?,  on  trou- 
vera la  circonférence  que  PM  décrit  en  fàifant  r,p::y,^,   & 

^ultipliaat  cette  circonférence  parMw,  tm  aura^  Vdx^-^dy'- 

Ï>our  la  valeur  de  la  furface  décrite  par  Mm  ;  or  cette  furface  eft 
a  différence  delà  furface  décrite  par  AM,  donc  il  ne  refte  plus 
qu'à  en  trouver  l'intégrale  en  prenant  dans  l'équation  la  valeur  de 
dxcR  dVfOVidQ^endx,  ainfi  qu'on  verra  dans  les  exemples 

fuivans.  - 

^o.  Trouver  la  furface  $un  Cône  (Fig.  a;). 

JenommeCD  =  a,AC==r^DP==*,PM=;^,  P/7=MR 

^=d>l y  rn9i=i^dyy  Mm==Vdx^-^ciy'- ,  ôcla  circonfécence  que 
le  point  A  àécût=^p  i  faifant  donc  r,p'.:y  ,^i^>  mukipliant  Ç 

par  Mm ,  j'ai  ^  y/dx^-^dy*  pour  l'élément  ou  la  différence  de  la 

furface  décrite  par  DM. 

Or  les  triangles  femblables  ADC ,  MPD  donnent  ^  ,  r  :  :  ac, 

y  y 
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y ,  d*oii  je  tire  x  =- ,  &  ^:v  =  —  ;  donc  dx^  —  il^ ,  mettant 

donc  cette  valeur  de  dx^  dans  la  différentielle ,  j'ai  ^  ^  ~^ 
:;:^_ÇVl!^E^- ==?^»/^r+T»  ,  dont  rintegrlg^ 


V<»*-+-r*  eftla  valeur  de  la  furface  décrite  par  DM;  ainfi  fup- 

J)ofant  quePM  devienne  égale  à  AC  =  r  ,j'aii/?i/a*-l-r*pcur 
a  furftce  décrite  par  D  A  i  or  à  caufe  du  triangle  reûangle  DCA , 

onaDÀ  =  DCH-ÂC— ^H-  r*,  donc  DA  =  v^a*-+-rS  àc 
par  conféquent  \p  Và^  -t-  r* = t  P  x  DA  =/?  x  \  D  A  ,  c'eft-à- 
dire  la  furface  du  cône  eft  égale  a  la  circonférence  de  fa  bafe 
multipUée  par  la  moitié  de  fon  côté  DA. 

La  furface  du  eone  eft  au  cercle  qui  lui  fert  de  bafe  ^  comme 
ie  côté  D  A  eft  au  rayon  AC  ;  car  la  furface  du  cône  eft/^  x  \  D  A  > 
Ce  le  cercle  eft /?  x  |/. 

•tf  I.  Trouver  la  furface  d^une  Sphère  (Fîg.  2^. 

Je  nqmmele  diamètre  AB  =  2r ,  le  rayon  AC  =  DC  =  r, 
la  circonférence  que  décrit  le  point  D  en  tournant  autour  du 
.diamètre  AB=/?  ,  Tabfciffe  AP=j?  ,  lordonnéc  FM.=yi 
donc  Pp  ==  MR  =  dx ,  mK = iy ,  &  Mm=  Vdx^'-^  dy^  ;  je  cher- 
che la  circonférence  décrite  par  le  point  M  autour  de  AB^  en 

faifant  r  ^p::yy  ^>&  multipliant  cette  circonférence  par  Mm 

=  v^ix*-+-^*,  )Zi^V  dx^'^dy^  pour  la  différence  de  la  fut- 
face  décrite  par  Tare  AM  autour  dé  A6. 

Or  par  la  propriété  du  cercle,  j'ai^*==2rjc — xx^  àono2ydy 

^ardx^ixdx,  d'où jfc tire ^>=  î±l=i±  ,&4y*=  '^ 

^ = '. —  ;   mettant   donc  cette 

valeur  de  dy^  dans  Ç  Vdx^^dy^^  j'ai  Ç  ^ ^^^  =  vZil^Tx  > 

"&  mettant  au  lieu  dej^  fa  valeur  V%rx — xx^  j  ai  vdx ,  dont  Pin- 
tegrale  fx  eft  la  valeur  de  la  furface  décrite  par  1  arc  AM  :  ainfi 
fuppofant-que  AP  =:c  devienne  égale  à  AB=  2r,  j'ai  nvr  pour  la 
valcuir  de  la  (ûrface  décrite  parle  demi-cercle  AMB,  c  eft-à-dire 
pour  la  x'aleur  de  la  furface  entière. 

La  furface  de  la  fphere  eft  quadruple  de  Faire  de  fon  grand 
cercle ,  car  l'aire  du  grand  cercle  eft  \pr^  laquelle  étant  multipliée 
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par  4^  donne  a/^r  furface  delafphere. 

La  furface  de  la  fphere  eft  à  celle  d  un  fegmcnt  MAZ,  com* 
me  le  diamètre  AB  eft  à  la  partie  AP  du  diamètre  interceptée 
dans  le  fegment;  car  la  furface  entière  e&pX2r  ^  &  la  furface 
du  fegment  MAZeft/^Jc^  ainfî  ces  deux  furfaces  font  entr  elles 
comme  2r  eft  à  a;  ,  ou  comme  AB  eft  à  AP» 

La  furface  d'un  fegment  MAZ  eft  à  celle  d'une  zone  MZXS ,. 
comme  la  partie  AP  du  diamètre  interceptée  dans  le  fegment^ 
eft  à  la  partie  PT  de  ce  diamètre  interceptée  par  la  zone  ;  car  l^ 
furface  de  la  fphere  eft  à  la  furface  du  fegment  MAZ  ^  comme 
AB  eft  à  AP  ^  ce  même  la  furface  de  k  fphere  eft  à  celle  du  feg- 
ment SAX  comme  AB  eft  à  AT  ^  donc  la  furface  du  iegmenc 
MAZ  eft  à  celle  du  fegment  SAX ,  comme  AP  eft  à  AT,  d*ou 
il  fuit  que  la  furface  da  fegment  SAX  ^  moins  celle  du  fegment 
MAZ  eft  à  celle  du  fegment  MAZ ,  comiçe  AT  moins  AP  eft 
à  AP  y  c'eft-à-dire  la  furface  de  ta  zone  eft  à  celle  du  fegment 

MAZ ,  comme  PT  eft  à  AP. 

• 

La.  furface  delà  fphere  eft  à  celle  de  la  zone  ,  comme  AB  eft 
à  PT  ;  car  la.  furface  de  la  fphere  eft  à  celle  du  fegment  SAX  ^. 
comme  AB  eft  à  AT  ^  &  la  même  furface  eft  à  celle  da  fegment 
MAZ  y  comme  AB  eft  AP ,  donc  1k  furface  de  la  ijphere  eft  à 
celle  du  fegment  SAX  moins  celle  de  MAZ  ,  c'eft-à-dire  à  la 
furface  de  la  zone  ,  conrnie  A  B  eft  à  AT — AP  ^  ou  comme 
ABeftàPT.    • 

62.  Trouver  lafurfacedt un  nmoïde  paraBolique'BKD  (Fig.  27).. 

Je  nomme  BC  ==r ,  la  circonférence  décrite  pat  le  point  B 
autour  de  AC  «=/> ,  l'abfcifle  AP  s=  » ,  l'ordonnée  PM  =y  ,  & 
le  paramètre  =  a,.  par  la  propriété  de  la  parabole  j'ai yy=dx , 

tionc  2y(fy=adx,.  &  <£»;*=  ^^^^  ,  mettant  donc  cette  valeitt 
de  </**  dans  ^^  v^dx^-^dy* ,  qui  rcptéfente  la.  différence  de  la  for- 
face  décrite  par  AM  autour  de  AC ,  j'ai  ^  ^^J^^  dy*  =  ?^ 

Pour  trouver  l'intégrale  de  cette  différence  ,  je  fuppolè  z 
«v'^ïHha*,  doncz*=4;j»»-t-A»,  &!&*-— A*  =  4y»;  &  pre- 
nant la.  différence  izdz  ==  Sydy ,  }Mydy=j^ zdz;  ainfl  mettant 

dîws  la.différcntieîle  ^^  V^j.^-tnjf  les.  valeurs  deydy  ^.  &  de: 
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i^ty*"*"^*  >  fai^^>  dontPintegraleeftJ^  >  &  remettant 
dans  cette  intégrale  la  valeur  de  z^ ,  qui  eft  4y*  •+-  â^  V^y^^a^f 
^'^ i ^t)'*"+'^*^^*'+'^*  po"^ Imtegraie  de  la  différentielle. 
Pour  voir  fi  cette  intégrale  eftcomplette,  je  fuppofe^=^o, 
&  efiaçant  dans  l'intégrale  tous  les  termes  où  la  grandeur  y 

fe  trouve  ,  le  refte  eu  -^  Và^  "=  S;  >  ^^^^  retranchant  ce  refte 
de  Pintegrale  trouvée j*ai  -^  x^fyW-^  v'^^^H-a*—  ^   pour 
la  furface  décrite  par  MA 
Suppofant  donc  que  MP  devienne  égala  BC  =  r,  j'ai-^ 

X  ^r^  -+-  a^  V^r^'^a^  —  ^—  pour  la  furface  décrite  par  AB. 

tf  j*  Tretiv^r  la  furface  d^tmfpher'Oïde  (  Fîg,  2  8.  )• 

Je  nomme  le  demi  grand  axe  AO =^  ^  le  demi  petit  axe  OT 

:s=r,  rabfci(reAP=jc,  l'ordonnée  PM=j^,  &  la  circonférence 

décrite  par  le  point  V  autour  du  grand  axe  =/r  ;  par  la  propriété 

de  la  courbe  j*ai  yy ,  2ax — xx::rr,  aa,  d'où  je  tire  aayy  =  2ar^x 

— r^xx  j  ou  ^yy= aax  —  xxy  iic  prenant  la  différence  j'ai  — 
ydy=  ladx  —  2xdx ,  donc  dx  ==  ■  ^^  ^^  ==  ■  ^^^lLi>  •  &   dx^ 
=  — =====rrr-y  &  mettant  au  lieu  de  aax  —  xx  fa  valeur 

r^  X  tf  *  —  itfx -4- y* 

rr  -  . 

donc  cette  valeur  de  dx^  dans  ^  Vdx^  -H  rfy *  qui  efl  la  dîfiërencc 
de  la  furface  décrite  par  AM  autour  du  grand  axe  >  j  ai  ^ 

V^I^^EÏÏE;  &  faifànt  pour  abréger  »»-."r»==^»,  j'ai 

S^  y^'lltflÇ.^  &  l'intégrale  de  cette  différentielle  fe  trouvera 

en  rédutfant  en  feries  le  numérateur  •r+H-f*^*,  &  lé  dénomi- 
ijatcurv/r* — y*,  puis  divifant  la  première  ferie  parla  féconde, 
&  multipliant  le  quotient  par  îj?^ ,  &  enfin  tirant  l'intégrale  du 
.  produit. 

Llllj 
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On  trouvera  à  peu  près  lia  furface  de  rhyperboloïde  &  celfc, 
des  autres  folides  décrites  par  des  courbes  autour  d'un  axe. 


CHAPITRE    V- 

Vfage  du  Calcul  intégral  pour  trouver  les  Centres  de  gravité 
des  lignes^  des  Surfaces  €Îr  des.  Corps. 

6^.  TA  I  traité  amplement  des  centres  de  gravité  dans  le  fécond' 
J  Livre  de  la  mefure  des  furfaces  &  des  folides  où  j'ai  fitit 
von:  Futilité  que  la  Géométrie  en  retire  pour  la  quadramre  des 
Figures  ^  &  la  cubature  des  folides  ;  c  eft  pourquoi  je  me  con^ 
tenterai  d'en  rappeller  ici  quelques  principes  pour  la  dëmonfka- 
tibn  defquels  je  renvoyé  le  kâeur  a  Touvrage  cité. 

6f.  Dans  toute  ligne ,  furface  ou  folide  il  fe  trouve  un  poînr 
autour  duquel  toutes  les  parties,  de  ces  grandeurs  font  en  équili- 
bre ,  &  ce  point  fe  nomme  centre  de  gravité.. 

66.  Le  centre  de  gravité  d'une  ligne  eft  dans  le  point  qui  la. 
coupe  en  deux  parties  égales. 

6j.  Si  tous  les  élemçns  d'une  furface  plane  ABC  (  F/g-.  37.X 
font  coupez  en  deux  également  par  une  droite  AD^.  le  centre  de 
gravité  de  cette  furface  eft  dans  la  droite  AD., 

(58.  Si  tous  les  élemens  d'un  folide  AD  (  Fig.  3  8.  )  font  coupés^ 
en  deux  parties  égales  &  femblables  entr'elles  par  un  plan  HCGF, 
le  centre  de  gravité  de  ce  folide  eft  dans  ce  plan. 

(?p.  Si  une  ligne  AB  (  Fig.  39.)  divifée  en  une  infinité  de  pe-^ 
tites  parties  égales  tourne  autour  d'une  droite  DC  qui  lui  eft  perr 
pendîculaire  à  l'extrémité  A ,  le  produit  de  chacune  de  fes  parties  , 
par  exemole  de  la  partie  P;?  par  fa  diftance  PA  à  la  droite  DC  ^ 
s'appelle  le  moment  de  cette  partie  par  rapport  à  DC  ;  fi  la  droite 
DC  nétoit  pas  perpendiculaire  à  AD  on  prendroit  pour  le  mo- 
ment de  ?p  le  produit  de  Pp  par  la  perpendiculaire  PF  ,  de  mê- 
me fi  une  furface  ABC  (  Fig.  42.  )  divifée  en  une  infinité  d'éle- 
mens  tourne  autour  d'une  ligne  FE  parallèle  à  (es  élemens ,  le 
produit  de  chacun  de  fes  élemens  par  fa  diftance  à  la  ligne  FE 
s'appelle  moment  de  l'élément  par  rapport  à  FE.  Enfin  fi  un  fo- 
iide  eft  divifé  en  une  infinité  d'élemens  {Fig.  38.)  parallèle  21 
fiibafe  Qu  à  un.de  fes  côtés  i  le  produit  de  chacun  des  élemeni 
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par  fa  diftance  à  un  plan  DL  parallèle  aux  éicmcns  cft  le  moment         ^ 
de  l'élément  par  rapport  à  ce  plan. 

70.  PdÉ  trouver  le  centre  de  gravité  d'une  ligne ,  d'une  fur- 
face,  d'un  folide,  on  prendra  la  fomme  des  momensdes  éle- 
mens  de  ces  grandeurs  par  rapport  à  une  ligne  ou  à  un  plan  , 
&  divifant  cette  fomme  par  la  fomme  des  élemens ,  le  quotient 
fera  la  diftance  du  centre  de  gravité  à  la  ligne  ou  au  plan ,  ces 
principes  pofés. 

7 1 .  Trouver  le  centre  de  gravite  Jtune  ligne  droite  (  Fîg.  40.  ). 

Je  nomme  la  ligne  entière  AB  =  a ,  fa  partie  AP  =  a:  ,  &  pak 
cpnféquent  Vp=dx  eft  la  différence  de  la  partie  AP  ou  de  la, 
fomme  des  élemens  conrpris  dans  AP  ;  ^e  multiplie  dx  par  fa 
diftance  AP  de  h  droite  CD ,  &  le  produit  xdx  eft  la  différence 
de  la  fomme  des  momens  des  élemens  compris  dans  AP  ;  cac 
fi  l^n  conçoit  que  chaque  élément  foit  multiplié  par  fa  diftance 
à  la  droite  CD ,  la  fomme  des  produits,  formera  le  triangle  PMA 
qui  fera  par  conféquent  la  Tomme  des  momens  ;  or  il  eft:  vlfibl&  ^ 
que  le  petit  trapezoïde  ¥Mmp  eir  eft  la  différence. ,  &  que  ce^ 
trapezoïde  qu'on  peutprendre  pour  un  rcâangle  eft  égaHi  PAt 

X  Pp  ==  AP  X  Fpsszxdx  ;  donc  xdx  eft  la  diflférence  de  la  fommo  l 

des  momens  ;  ainfi  diviiknt  cette  fonimo  par  celle  des  éléments         •      . 

de  AP  ;,  c'eft-à-dire  par  x  on  aura  -  ==  ^^  ^e  pour  la  diftance  dtf 

centre  de  gravité  de^  AP  a  la  droite  CD  >  donc  le  centre  de* 
gravité  de  AP  eft  le  point  qui  coupe  AP  en  deux  parties  égales. 
Si  Ton  fuppofe  que  AP  =  x  devienne  égal  à  AB  =  ^  on  au- 
ra ^  a  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  entière 

AB  à  la  droite  CD  ;  ainfi  le  centre  de  gravité  xle  ÀB  eft  le  point*  i 

qui  coupe  cette  ligne  en  deux  ég^ement*.. 

72.  Trouver  Je  centre  de  gravité  d^unreÛangleÇPig,  41.  )• 

Si  Ton  conçoit  que  le  reâangle  ABCD  foit  divifé  en  £cs  éle-i 
mens  parallèles  à  AD  ou  BC ,  il  eft  évident -que  la  ligne  EE 
qui  paflc  par  \t  milieu-des  cétés  AD ,  BC  divife  tous  les  élemens 
en  deux  parties  égales  >  &  que  par: conféquent  le  centre  de  gra-» 
vite  du  reâangle  eft  dans  la  ligne  EF ,  je  nomme  donc  EF  =  ^^ 
ER  =  DP==;c  Rr=Pp=^jc,  &  MP  =  EC=^,  le  petit  re- 
ûangle  Vm = bdx  eft  la  différence  du  reôangle  DM  ou  des  éle^ 
mens  compris,  dans  ce  reâangle ,  &  multipliant  cette  différenoe 
par  fa  diftance  ER=*  à  la  droite  AD,  le  iproàuM J^xdx  fera  la 
différence  de  la.  fomme  des  momens  compris  dans  le  reftangle  ' 

Llliij* 
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DM  ;  car  fi  Ton  conçoit  que  chaque  élément  foit  multiplié  pat 
fa  diftance  à  la  droite  AD  la  fomme  des  produits  ou  des  momens 
fera  le  folide  DQ  ;  or  le  petit  folide  PQ  eft  la  dijfFérence  de  ce 
folide,  &  PQ  =  ?mx?T=^?mxD?=hxdx ,  donc  i^xdx  eft 
la  différence  de  la  fomme  des  momens  ^  &  pat  conféquent  fon 
intégrale  ^  bxx  eft  la  fomme  des  momens  ;  ainfi  divifant  cette 
fomme  par  celle  des  élemens  ou  par  le  reftangle  DM  =  bx, 
le  quotient  \x  cûh  diftance  du  centre  de  gravité  du  reâangle 
DM  4  là  droite  AD ,  fuppofant  donc  que  ER = x  devienne  égal 
à  EF  =  A  ,  on  aura  |  a  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  du 
rectangle  DB  à  la  droite  AD  ;  c'eft-à-dirfe  le  centre  de  gravité  du 
j?eâangle  eft  le  point  qui  coupe  EF  en  deux  également. 

Si  au  lieu  d  un  reâangle  on  avoir  un  parallélogramme,  il  eft  fur 
que  le  centre  de  gravité  feroit  toujours  fur  EF,  mais  au  lieu  de 
multiplier  les  élemens  par  les  parties  de  EF  comprifes  entre  cha- 
cun d  eux  &  la  droite  AZ ,  il  faudroit  les  multiplier  par  les  par- 
ties de  la  droite  Zz  perpcndiculaite  entre  les  côtés  AD,  EC  , 
parce  que  c'eft  fur  cette  droite  que  doivent  fe  prendre  les  di- 
ftances  des  élemens  à  la  droite  AD ,  &  Ion  trouveroit  que  le  cen- 
tre de  gravité  du  parallélogramme  feroit  le  point  qui.divife  Zz 
en  deux  également  ;  or  il  eft  vifible  que  le  point  qui  divife  Xz 
çn  deux  également  divife  auffi  EF  en  deux  également ,  donc  le 
centre  de  gravité  fetoit  auflî  le  point  qui  coupe  EF  en  deux  par- 
ties égales ,  d'où  il  fuit  que  dans  tout  parallélogramme  le  cen- 
tre de  gravité  eft  le  milieu  delà  ligne  EF  qui  coupe  en  deux  par- 
ties égales  les  côtés  oppofés. 
.73.  Trouver  le  centre  de  gravité  ^un  triangle  (  Fig.  42.  ). 

Si  le  triangle  ABC  eft  ifofcele  la  perpendiculaire  DB  menée 
Am  fommet  B  fiir  la  bafe  AC  coupera  en  deux  parties  égales  tous 
les  élemens  parallèles  à  cette  bafe  ;  je  mené  JFE  paffant  par  le 
fommet  B  &  parallèle  à  AC  >  &  nommant  AC  =  a ,  DB  =:^h  > 
BR  =  ^ ,  PM  =?j^ ,  j'ai  Rr=  Jat  ,  &  le  petit  trapezoïde  wP 
qu'on  peut  regarder  comme  un  xeélangle  d^ydx  différence  àt^ 
élemens  compris  dans  le  triangle  BPM ,  multipliant  donc  cette 
différence  par  fa  diftance  BR  à  la  droite  FE  )2xyxdx  pour  la  dif- 
férence de  la  fomme  des  momens  ;  or  à  caufe  cïes  triangles  fem- 
fclabksBPM,  BAC  ,  faiPM  ,  RB::  AC ,  DC ou^,  jc::  a,  ^, 

doù  je  tire^=~',  &  mettant  cette  valeur  de^  dans  la  dcïSé- 
T^nce y xdx ) dï yxdx r=^ ,  dont  l'intégrale^ eft  la  fomme 
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des  momens  des  élemens  du  triangle  BPM ,  divifant  donc  cette 
fommc  par  celle  des  élemcns  ou  par  le  triangle  BPM=^  x  ^  ^ 

=  —^  le  quotient  f  x  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  trian- 
gle BPM  à  k  droite  F£  ;  fuppofant  donc  que  BR  =  x  devienne 
^gal  à  BDss^^onauraf  ^  pour  la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BAC,  c'eft-à-dire  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle  eft  fur  la  droite  DB  diftant  de  B  de  f  DB. 

Si  le  triangle  n'eft  pas  ifofcele  Ç  Fi^.  45 .  )  du  (bmmet  B  je  mené 
la  droite  BD  qui  divife  en  deux  également  la  bafe  AC,  &  com- 
me cette  ligne  partage  en  deux  parties  égales  tous  le$  étenrens 
du  triangle  parallèles  à  AC,  il  s  enfuit  que  le  centre  de  gravité 
du  triangle  eft  fur  cette  lighe  ;  du  même  fommet  B  j  abbameBH 
perpen^culaire  fur  AC  >6c  nommant  BH  «=»a>  AC^ar,  BD  =s=  ^^ 
cR :=s:x,Pp  ==y  ,  BN = ^ ,  j'ai  N» ^=^dz^  le  petit  trapezoïde 
10P  qui  peut  paifer  pour  un  reâangle  eft  donc  vis  ;  or  les  trian- 
gles femblables  ]^N  ^BDH  doiment  BN ,  BR  :  :  BH ,  BD  ou 

Zj  xiia  jby  donc2=  j  yScdz  =  -f  y  &  mettant  cette  valeur 
de  dz  dans  ydz  qui  eft  la  diffêrence  des  élemens  compris  dans 
le  triangle  .BP/7  i'ai^^2^=^^^^  mais  les  triangles  femblables 
B?p,  BAC  donnciit  ?p,  BR::  AC  ,  DB^ ou jf,  ^ :  :c,  b  ^  doù 
je  tirej^5=^;  &  mettant  cette  valeur  à^y  dans  ~  y  j*aî  ^^ 
pour  la  différence  du  triangle  BPp  y  &  multipliant  cette  diffé- 
rence par  (a  diftance  BN  =  2=  j  j'ai  ^^7~  pour  la  différence 
de  la  fomme  àes  momens  des  élemens  4^  triangle  BP/^. 

Ainfî  Tintégralç  ^^  eft  la  fomme  des  momens  ^  divifant  donc 
cette  fomme  par  celle  des  élemens  ou  par  le  triangle  BP/^=^ 
x-z  =  ;^x~^=— =._^jai^=^  pour  la  diftance  du 
centre  de  gravité  du  triangle  BPp  à  U  droite  FE  ;  ôç  fuppofant 
que  BR  =  X  devienne  égale  à  BD  =  ^  j^ai  ^  =  f  ^i  pour  la  di- 
ftance du  centre  de  gravité  du  triangle  BAC  à  la  droite  FE^- 
prenant  donc  les  deux  tiers  de  BH  =  a ,  par  exemple  de  B  en. 
Ny  &  menant  par  le  point  N  la  parallèle  Fp,  le  point^R  où 
€Me  coupe  AD  fera  le  centre  de  gravité  du  triangle.- 

74-  Trouver  le  centre  de  gravité  £une  parabole  (  Fig.44.  )^ 
Je  nonime^  le  paramètre  =^  ^  li  droite  AB  =  ^  ,  TabiciiTe^ 


4jtf  Le  Calcul  Différentiel; 

AF=^Xy  la  double  ordonnée  MN=jf,  donc  PN==t^  9  ^f 
=  ^jf  &  le  trapczoïdc  ou  reâangle  MNwm  =zydx  eft  la  diffétcn- 
ce  de  MAN  ou  des  élemens  compris  dans  M  AN. 

Or  par  la  propriété  de  h  parabole  j'ai PN=APxj,  ou  7^* 
=pXy  doncy^=^px  &  yj=  2V^px  ,  mettant  donc  cette  valeur 
de^  dans^^x  j'ai  ^dxVpXj  ôc  multipliant  cette  différence  par 

fa  diûahce  AP  à  la  droite  AF ,  j  ai  2xdx  Vpx=^  2xdxp  ^  x  ■*=2/»* 

x'^dx  pour  la  différence  de  la  (bmme  des  mx)mens  , .donc  Imté- 

grale|^p^x *  eft  la  fomnie  des  momens  dçs  élemcns  compris 
dans  AlAN^'divîfant  donc  cette  fomme  par  celle  des  élemens 

quieft  y  x|-x==f  jcx  2v7^*=f /?  »;c*  ,  le  quotient  \\  jc=f  * 
eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  portion  MAN,  fiippo- 
fant  donc  que  AP  =  x  devienne  égal  à  A B  ==  ^  on  aura  \  a  pour 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  parabole  CAD  à  la  droite 
FE  ;  ain(î  comme  Taxe  AB  divife  tous  les  élemens  en  deux  par- 
ties égales ,  fi  Ton  coupe  AB  en  cinq  parties  égales  &  qu  on  en 
prenne  trois  à  commencer  par  le  fommet ,  par  exemple  de  A  en 
P  le  point  P  fera  le  centre  de  gravité  de  la  parabole. 

7y.  Trouvft  k  f entre  de  gravité  de  toutes  les  paraboles  de  quel-* 
que  genre  qu^elles  foient  (  Fig,  44), 

Je  nomme  le  paramètre  =^ ,  Taxe  AB=:4,  Tabfcifle  AP 
n=:flp,rordonnécPN=j^,doncP/?=i3^,MN  =  2y,ôcMNiwii 

==  2ydx  ;  or  par  la  propriété  de  ces  paraboles^*"  "^  "s=p"*'" ,  ou 


\)\tny  =ip^x^  en  fuppofantr=w-+-».;  d^où  jcrirejf=p  x  ;& 
mettant  cette  valeur  de  y  dans  ^ydxj  qui  eft  la  différence  des  éle- 


mens compris  dans  l\lÂN>f  su  2ydx=^2p ^  x^  dx^  multipliant  donc 
cette  différence  par  fa  diftance  AP  ==  ;r ,  j'ai  2p^ x   ""'  dx  ,  pour 


la  différence  de  la  fomme  des  momens  j  ainfî  Tîntcgrale 


f  X    ^     eft  la  fomme  des  momens^ 

i    m 

Or  2ydx^s=s2p''  xf"  dx  étant  la  différence  des  élemens,  fon in- 
tégrale 
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^&^);^r;t^  ^    "    ^^  la  femme  des  élemens;  divifant  donc 

la  fbmme  des  moiiiens  par  la  fomme  des  élemensj  le  quotient 

^^lyX  eftia  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  portion  M  AN 

à  la  droite  F£  ;  &  fuppoÊuit  que  ÂP  =  x  devienne  égal  à  AB 

Â:  41,  jdi^^^a  pour  la  diibnce  du  centre  de  gravité  de  la  pa^^^ 

rabole  CAD  à\  droite  FE. 
Si  iwj=3,  ns=i,  onauram+ns=r8=4,  la  parabole  fera 

j^4==f?jc3 ,  6c  la  diftance  -^^^^  a  fera  -/^  ^ 

Sim=::2y  »==i  ,  on  auram-+-»=r=3',  la  parabole  fera 

jfi  =^px^  ^  &  la  diftance  ^^^  a  fera  |  «;  au  contraire,  fi;72=i  ; 

n  =xs  2 ,  on  aura  encore  r  =  3  ,  mais  la  parabole  fera j^3  =^*  x^fc 

la  diftance «^^^^  a  fera  ^a^ài  ainfi: des  autres.  / 

..   75.  Trouver  ic  centre  de  gravité  S  tune  demi-parahleBAD  (FîgJ 

Je  nomme  le  paramètre  =^p,TMt  AB=^,  rabfcifle  AP=x^  Tor- 
donnée  PN==y,doncP/?=45c,  &  le  trapezoïde  PN«i/7=^^;c  eftla 
différence  de  la  Ibmme  des  élemens  compris  dans  APN^ainfî  fai-- 
fànt  le  même  calcul  que  dans  les  deux  articles  précédens ,  nous 
tarouverons  que  le  centre  de  gravité  de  la  demi-parabole  eftéloi^ 

§né  de  la  droite  FË  des  trois  cinquièmes  de  AË;  mais  comme 
eft  vifible  que  ce  centre  n'eft  pas  fur  AB ,  il  s'agit  de  trouver, 
encore  de  combieri  il  eft  diftant  de  cet  axe  AB» 

Pour  cela  jobferveque  chaque  élément ^rfjf  de  la  demi-para-^ 
bole ,  pouvant  être  regardé  comme  un  reftangle  ^  la  diftance  de 
fon  centre  de  gravité  à  Taxe  AB  >  eft  égale  à  la  moitié  de  fon  côté 
y  ;  ainfî  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  VNnp^^ydx  eft  ^y , 
c  eft  pourquoi  mulrijplianr^^;if  par  iy  ,  j'ai-^-  j^^^^  pour  la  difiiC 
rence  delà  fomme  des  momens  des  élemens  compris  dans  APN. 

Or  par  la  pfoprîefté  de  la  parabole ,  J^iyy=pxy  mettant  dona 
cette  valeur  de  yy  dans  iyydx ,  j'ai  ipxdx\  dont  l'intégrale  jpnç^ 
^=  ly^^  eft  la  fonmxe  des  momens  ;  divifant  donc  cette  fomme 
par  celle  des  élemens ,  qui  eftf^jc,  le  quotient |>^  eft  la  diftance 
du  centre  de  gravité  de  la  portion  APN  à  Taxe  AB  ;  ainfî  fup^o-* 
faptque  PN=^  devienne  égal  à  BD ,  que  je  nomme  =Cy  j'ai 
I  c  piour  la  diftaiice  du  centre  de  gravité  de  la  démi-patabole 
ABDàTaxçAB^ 

Mmm 


4;S  Le  Calcul  Différentiel^ 

Prenant  donc  fur  AB  la  partie  AP=}  AB,  ôc  fut  BD  lapar^ 

cie  BQ  ^|BD ,  je  racne  PN  parallèle  à  BD ,  &  QH  paraUel<r 

à  AB  >  &  le  i^oinc  H  où  ces  parallèles  fe  coupent  j  efi  le  eeoixe 

de  gravité  que  Ton  demande. 

77.  Trouver  le  centre  de  granité  dune  demi-parabole  de  que^e^ 

genre  que  cefoit  (Fig.  44). 

Nommant  le  paramètre  «=  i  y  Taxe  AB»^^  labafe  BDrs^r^ 

rabfcifleAP  =  jc,  l'ordonnée PN=j^,  j'aiP^==rf;c,  Ôc  PNm^ 

i=^ydx  différence  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans  APN^ 

.    n 

Or  réquation  des  paraboles  éSLy^^ss^x^ y^oticy=^x^  y  & 

mettant  cette  valeur  àty  àzrt&ydx ,  j'aî^iîr « x'^^dxytk. multi-^ 
pliant  cette  différence  par  (a  diftance  AP  à  la  droite  £F  y  }û 

X  ^  dx  pour  la  différence  de  la  fomme^  des  nromens  ^  donr 
Imtfcgrale  — S^jr**^""  eft  la  fommc  des  momens  •  &  divifanr 
cette  fbmme  par  celle  des  élemens  ^  c'eft-a-dire  par  l'intégrale 

dejr<fe3=**<ij^,quieft-*-  x"^  ,  le  (fttotient—^  « ,  eftladi- 

fiance  du  centre  de  graviré  de  APN  à  la  droite  £F  j  sûnfi  fuppo- 

iànt  qœ  AP =*  devienne  égal  à  AB  =:  a ,  j'ai  f^^a  pour  la 

diftàncr  db  centre  de  gravité  de  la  demi-parabol*  ABD  à  I* 
droite  EF. 

Maintenant  pour  trouves  la  diftancc  de  ce  centte  a  Taxe,  je 
multiplie  Vîi»p=ydx  par  la  diftance  iy  de  fon  centre  de  gra- 
vité à  l'axe  ,  ce  qui  donne  iyydx  pour  la  différence  de  la  fomm& 
des  momens  des  élemens  de  AMF  par  rapport  à  l'axe  ;  or  y 

«=*",  donc^^sŒ*»»,  mettant  donc  cette  valeur  dé  j>*  dans  ^• 

j:y^,j'aii*»</*,dontrintègraIe^j^«  «•  =jj^_y* 
fl»""  eft  la  fommc  des  momens  des  élemens  de  ANP;  ainfi  divtr 

ùnt  cette  fommc  par  celle  des  élemeqs  qui  cft-^»   * 
~;r:^)'*"'>ïc  quotient  ^J^^_y  eft  la  diftance  du  centre  de 
gravité  de  ANP  à  l'axe  i  fuppofant  donc -que  PN^^jf  devienne- 


ET  LE  Calcul  Intégral,  Livre  IIL  4jp 
égzl  à  BD  =  f ,  j'ai '^^^^^  g  pour  la  diftance  du  centre  de  gravi- 
té de  la  demi-parabole  ABD  à  Taxe. 

Siw=r5,»=i,la  parabole  fera  y^=x.x^h  diftance 

^feraf  ^,  &  la  diftance -":^- r  fera  -^c^^c. 

Sii97:=:33ffs=2^1a  parabole  fera  ^3  =  ** ,  la  diftance 
a  ferais,  &la  diftance  ~P-  c  fera  ^^r. 

Si  wi:7=4 ,  »=  I ,  la  parabole  fèra^^  ==^  ^  la  cjiftance  ""*"^ 


m 


il  ferai  tf  •  &  la  diftance  -^^ r  fera  ^  c  ^  àc  ainfî  des  autres. 

^      '  •  4"  "T"  xrtt 

7  8.  Troffvcr  le  centre  de  gravité  ^un  comblement  de  demtfarabole 

àc  quelque  genre  qt^ellefoit  (Fig.  4;). 

»    •  .  _  

Je  nomme  le  paramètre  s=:  i  ,  AB=TDs=<i ,  BD  =  AT 
=f,  AQ=PN=*  ,  QN=AP=>'  ;  donc  P/f=<^,,  ôc 
VNnp=:x^  difFérence  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans 
APN,  &  multipliant  cette  différence  par  fa  diflanceAP=^à 
l'axe  AP  ;  j'ai  yxdy  pour  la  différence  ae  laibmme  des  momens 
par  rapport  à  AB* 

Or  l'équation  des  paraboles  ABD  eftj>  **==«*  "  ,  donc  if  =^y* 

A  mettant  cette  valeur  de  *  dans  yxdy ,  j'ai  yxdy  s=y    "     dy  i 


dont  l'intégrale  — - — y     "     ,  eilla  fomme  des  momens  des éle^ 
mens  de  ANP  ',  divifant  donc  cette  fomme  par  celle  des  éle-* 

mens  où  par  l'intégrale  de  xdy=^  dy  ,  qui  eft  ^^>  "  >le  quo» 
tient -'^Jtiy  ^  çft  lâ  diftaiice  du  ceûtre  de  gravité  de  ANP  à  l'axe 
AB  ,  fuppofaht  donc  que  AP  =^  devienne  égal  à  AT=r,  j'ai 
2±^  e  pour  la  difbuice  du  centre  de  gravité  du  complément 
ATDàl'axeAB. 

Pour  trouver  la  difiance  de  ce  centre  a  la  tangente  AT ,  je 
tnulçiplie  la  diô&ence  PN»p  ==  af<fy  par  la  difiance  ~xà.e  fon  cen- 
tre de  gravité  à  la  tangente  AT ,  &  j'ai  \xxdy  pour  la  différence 
de  la  fomme  des  mon?cns  des  élemens  de  ANP ,  par  rapport  à 

Mm  m  ij 


1 


4^0  Le  Calcul  Différentiel^ 

tm  *^ 

AT,  &'  mettant  au  lieu  de  xx  fa  valeur^f  "  >  j'ai  t^  "  4k  /do»»' 

rintecrale  — - — y  •  = — - —  x*y  eft  la  fomme  des  mo- 
mens  ;  &  divifant  cette  fomme  pat  celle  des  élemens  qui  cfl. 

Wl-f-l» 

—2—  y  ~^^  ==  — i!—  ;f  y ,  le  quoticnt  *""*""  *  eft  la  diftance  du 
centre  de  gravité  de  ANP  à  la  droite  AT ,  &  fuppofant  que  Pri 
s**  de  vienne  égal  àTI)=tf ,  j'ai  ^^^^  «  pour  la  diftance  du 
centre  de  gravité  du  complément  ATD  à  la  tangente  AT» 

Sïnt=s2,  n=i ,  l'équation  eftj^^=  x ,  la  diftance  J^*;  c  fe- 
ra a  r ,  &  la  diftance  "'^''  <i  fera  .-^  a ,  menant  donc  AP = i c^ 

&  AX=  Vô  ^,  ie  mené  XZ  paraUelc à  AT ,  PNparaUele  à  AB, 
&  le  point  d'intcrfeûioaZ  cfi  le  centre  de  gravité  que  ion  cher- 
che* • 

Sim=z^^  ns=iy  réquationfera^3s5s:^:^la  diftaacc  ^^^ 

c  =  f>,  &U  4iftance^J^  a  =  ;^a=f  ^,>&  aînfides  aa- 

ares. 

7P^  Trouvtr  le  centre  de gravid  Sun  arc  de  cercle  (Fig.  46',  ^7)^ 

Soit  Tare  de  cercle  EBF  {Fig.  45.)  dont  la  corde  eft  EF  i  fi  an 
centre  C  je  mené  le  rayon  CB ,  qui  coupe  la  corde  &  1  arc  ctf 
deux  parties  égales,  le  centre  de  gravité'  de  l'arc  fera  fur  CB; 
car  concevant  qu  il  foirmené  dans  le  fegment  EBF  uneinfinicé* 
de  lignes  parallèles  à  EF  y  ces  lignes  feront  coupées  chacime 
en  deux  parties  égales  par  le  rayon  CB^  &  lare  EÎBF  fera  dîvi- 
ié  en  une  infinité  de  petits  arcs  ,  dont  ceux  qui  compofent  l'arc 
£B  font  égaux  chacun  à  chacun ,  à  ceux  qui  compofent  l'arc 
BF  y  c  eft  pourquoi  cenfidéranr  les  parallèles  à  EF  oomme  au- 
tant de  leviers  chargés  chacun  de  deux  arcs  égaux  qu'on  peutrc-^ 
S^rder  comme  des  poids  égaux  y  le  centre  d'équilibre  des  poids 
e  chaque  levier  fera  dans  le  milieu  du  levier ,  &  par  confé^ 
quent  dans  le  rayon  CB  qui  coupe  tous  les  leviers  en  deux  éga- 
kment  ;  donc  le  Centre  commun  de  tous  les  poids  ou  de  tous  les 
petits  arcs,  c'eft-à-dire  le  centre  de  gravité  de  Tare  EBF,  fer» 
anflî  dans  le  rayon  CB.  Cela  pofé , 

Je  mené  le-diametre  AD  (%.  47.)  parallèle  à  EF  TordcAnée 


«T  LE  CÂLttJt  Ïnteûiiàl,XivrbIII.  4<Jt 
'  3WCP>  Finfinîmcnt  proche  mp ,  la  droite  MR  parallèle  à  AD  ,  & 
lerayonMC;  jeinomme  ADs=2r,  EF==2^,  rarcEBF=2ry 
rordonnéc  PM=^,  rabfciffe  CP  =  ;c,  Tare  BM=a  ;  donc 
MC=r  ,  Vp^=dx  ,  ^m^dZf  &  le  trapezoïde  PMw/?  ou  le 
itaangle  PMRp  =^i;v^ 

Or  les  triangles  reâangles  CPM,  MRm  font  femblables ,  car 
£  des  angles  droks  RMP  >  mMC  >  on  ôte  l'angle  commun  RMC  y 
les  angles  aigus  reftans  CPM  ^  mMR  y  feront  égaux  ^  donc 
PM  ,  CM  :  :  MR  ,  Mm  y  ou  yy  r  ;id^ ,  dzy  d*où  je  tire  ydz^- 
===  rdx  y  or  ydz  eft  le  moment  du  petit  arc  Mw  par  rapport  à  AD  f 
&  Mweft  ladiffîfrence  de  lare BM,  ou  de  la*  fomtne  des  arcs 
infînrment  petits  qui  compofent  Tare  BM ,  donc  ydz  ou  rdx  eft 
la  différence  de  la  fomme  des  momens  de  ces  arcs  r  &  par  con- 
féquent  l'intégrale  rx  eft  la  fomme  de  ces  momens  par  rapport  âr 
AD  ;  divifant  donc  cette  fomme  par  celle  des  arcs  qui  compo-* 

fent  lare  BM ^.  c'eft- à-dire  par z^  j'ai  -  pour  la  diftance  du  ceiK 

tte  de  gravité  de  l'arc  BM  au*  diamètre  AD  ;  ainfi  fuppofant  que 
BM  =  z  y  devienne  égal  à.  EB=  ^  ,  on  aura  CP  =  x  qui  devien- 
dra égal  à  Q£  =  ^^  ôc  fubftituant  ces  valeurs  de  2;  ôc  de  x  dans- 

~ ,  on  aura- pour  la  dîftance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  EB 

au  diamètre  AD;  or  k  diftance  du  centre  de  gravité  de  Tare  BF' 
au  même  diamètre ,  fera  la  même,  donc  la  diftance  du  centre 

de  gravité  de  Tare  total  EBF  fera  aullî  ^  ;  car  fuppofafltque  les' 

£  oints  O,  T  ,'  foîent  les  centres  de  gravité  des  arcs  EB ,  BF,. 
t  droite  OT  qui  joindra  ces  deux  centres  fera  parallèle  au  dia^ 
jnetre  AD ,  &  confîdérant  OT  comme  un  levier  aux  extrémités* 
duquel  font  fufpendus  deux  poids  égaux  entr'eux,  le  centre  com- 
mun dé  ces  deux  poids  fera  lur  OT  ;  or  il  eft  auflî  fur  BC,  donc^ 

il  fera  fu  point  V  >  £c  fa  diftance  au  diamètre  AD  fera  ^. 

Puifque  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  Parc  EBFëft^- 
H  s'enfuit  quer  ^  ^  •  ^-^  >  7  ^  ou  bien  en  doublant  les  deuxpi^miers» 

termes  2Cy  2<a::ry^  ,  c'cft-a-dirfc ,  l'arc  EBF  -eft  à  fa  corde* 

EF ,  comme  le  rayon  BC  eft  à  fa  diftance  CV  du  centtedegia^ 

vite  de  l'arc  au  diamètre. 

.    8o*  Trouver  k  centre  de  gravité  J^un  feSteur  MCM  ie  leetcVsf 


^6t  Le  Calcul  DiyrERENTiEt; 

•Du  centre  C  je  mené  le  rayon  C A >  qui  coupe latc  M AM^  6c 
fa  corde  MM  en  deux  également-,  &l  le  centrée  dp  gravité  du 
fedcur  eft  fiir  ce  rayon  i  car  concevant  que  par  tous  les  points 
de  ce  rayon  ,*il  paffe  des  circonférences  dont  le  centre  commua 
foit  le  centre  C,  ôc  qui  feront  les  élemens  du  feûeur^  toutes  ces 
circonférences  feront  coupées  en  deux  parties  par  le  jsiyon  ACj 
donc  leurs  centres  de  gravité  feront  tous  fur  AC  >  &  par  confé- 
quent  le  centre  de  gravité  coipmun,  c'eft-à-dire  le  centre  de 
|;ravité  du  feâeijr  fera  aufllûis  pe  rayon» 

Je  décris  avec  un  rayon  CQ  pris  à  volonté  &  moindre  que 
CM  un  arc  QQ  &  un  autre  arc  infiniment  proche  f  f ,  les  feûeurs 
MCM,  QCQ  étant  femblables  on  aMAM^MM  :  :QPQ,  QQ; 
et  nommant  x  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  MAM  au 
4iametre  RS  &  z^  la  diftance  du  centrp  de  gravité  de  lare  QPQ 
nous  avons  par  l'article  précédent  MAM >  MM  :  :  AC,  x  ;  donc 
AC ,  Jc  :  :  Q^Q  >  QQ  >  par  le  même  article  précèdent  bous  avons 
QJ^Q,  j  QQ  :  :  CP ,  % ,  donc  AC;  ^  :  :  CP  ^  X,  c'eft-à-dire  que  les 
^■ayons  AC ,  PC  des  arcs  MAM  ,  QPQ  font  proportionnels  aux 
jdiftances  des  centres  de  gravité  at,  z  de  ces  arcs  au  diametçe  RS^ 

Or  le  moment  de  lare  MAM  par  rapport  au  diamètre  RS  eft 
igal  à  lare  MAM  multiplié  par  la  cliftance  x ,  c'eftrà-dire=MAM 
X  ^ ,  &  par  la  même  raifon  le  moment  de  Parc  QPQ  eft  =  QPQ 
X  z,  donc  ces  momeps.font  en  raifon  compoféc  delà  raifon  des 
arcs  MAM,  QPQ  &  de  celle  des  diftances  at,  z,  mais  ces  deux 
raifons  font  égales  entr'elles  &  à  la  raifon  des  rayons  AC,  PC^ 
donc  ces  momens  font  entr'eux  en  raifon  doublée  de  la  raifon 
àos  rayons  ou  comme  les  quarrés  des  rayons  ;  cela  pofé^ 

Je  nomme  le  rayon  C  A  5=  r  ,  Tare  MAM  =  se ,  fa  corde  MM 
s=2^>le^yon  CQ  =  a:,  donc  ^Q=^a:;  par  l'article  précèdent 
Je  moment  de  Tare  MAM  par  rapport  au  diamètre  RS  ^  ou  lai 
fommc  des  momens  des  arcs  infiniment  petits  compris  dans  MAM 
eft  2«r;  or  nous  venons  de  voir  que  le  moment  de  Tare  MAM 
eft  au  raometit  de  lare  QPQ  comme  le  quarré  du  rayon  AC  eft 

jiu  quarré  du  sa/on  PC^  donc  faifant  rr,  xx  :  :  zaxy  *-^,  nous 
att]:on6  ^ponr  le  moment -de  lare  QPQ»  &  multipliant  ce 
pionieiit  par  ^Q  :=:  dx ,  nous  aurons  ^^^^  pour  le  moment  de  la 
foçtîon  QQf^>  ou  pour  le  piomçnt  de  la  différence  du  fefteur 
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^CQ  X  &  par  conféqucnt  fou  intégrale  ^^  fera  le  moment  da 

ïcfteur  'QCQ  j  or  faifant  r,  r^r  :  :  jc  ,  ^ ,  on  a  —  pour  la  valeur 

(de  Tare  QQ ,  ôc  multipliant  cet  arc  par  |-  ;(r  on  a  —  pour  la  va-; 

leur  du  feâeur  QCQ  ,  divifant  donc  le  moment  ^  par  la 

grandeur  2L  s—  iffL  on  a  ^.  ==  7^  pou»  la  diftance  du  centre  de 

^  r  .,3r  3CX*  3c  ^ 

gravitif  du  fefteur  QCQ  au  diamètre  RS  ;  &  fuppofant  que  CQ 

«=  X  devienne  égal  à  CM  =  r  on  aura  ^  pour  la  diftance  dur 

centre  de  gavité  du  fe£leur  MCM  ,  doù  IW  tire  c^aiifry 

,^y  OU  biencen  doublant  Us  deux  preiniers  fermes  2Cf  aar.jry 

-r^  ;  c'eft-à-dir<  k  corde  tÛ  à  l'arc  comme  les  deux  uers  du  ray oit 

a  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  feûeur  au  diamètre  RS. 

8  !•  Trowver  U  centre  de  gravité  aune  l^perbole ,  (  Figr  4^9.  ). 

Je  nomme  le  demi  premier  axe  CA  =  a  ylc  demi  fécond  axe 
CB=3,  la  hauteur  AH=r,  rabfciffe  AP=Jc,rordonncePAi 
==y  j.  donc  P/^=  dxy  or  par  la  propriété  de  l'hyperbole,  j'ai  yy 

c=  --  X  aax'+'xx >  donc  y s=  «  •2^;c-+-;cjc=«-  x  *^  V'^Hh3r7& 
par  conféquent  le  trapezoïde VMmp :=:ydx=^ - x^dx Va-^x,: 

&  le  trapeaoïde  MTfw==  ^^x'^ dxVa-^x  eft  la  différefice  de 

Ta  M  ou  de  la  fomme  des  élemens  compris  dans  TAM,  je  mul' 
tiplie  cette  différence  par  fa  diftance  AP  s^xzhi  droite  FE  r 

êc  le  produit^jv  *iri^ii-+-A?  eft  1*  différence  du  moment  de^ 

TAM  ou  de  lafomme  des  momens  des  élemens  de  TAMV*  pre-^ 
Aant  donc  l'intégrale  de  ces  deux  différences  j  &  divifant  lune 

Car  l'autre  le  quotient  fera  la  diftance  du  centre  de  gravité  de' 
^AM  à  k  droite  EF  ;  6c  fuppofant  que  AP  =  x^  devienni»  égale 
à  AH  ==  r^  on  fubftituera  c  au  lieu  de  or  dans  le  quotient  &  f  onr 
aura  ladiftance  du  centre  de  gravité  de  Thyperbolei^AV  à  la  dreite 
EF-         • 

Les  intégrales  des  deux  diftérenc^lMre  trouveront  en  iTécîuîfanf 
fune  &  l'autre  difBfrence  enferies  par  le  moyen  dekformule^ 

mm 


4^4  Ï-E  Calcul  DiFFE«fiNTiiL; 

.     On  trouvera  de  la  même  façon  le  centre  de  gravité  de  rEIIîpfit 
Si  on  voulok  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  demi  hyperbole 

A        JL  -     -  \ 

AVH  ,  on  ;auroit  -  x*  dxv^a-^  jcpour  le  trapezoïde  PMmp  qui 

cû  h  difFércnce  de  PAM ,  ou  de  la  fomme  des  élemens  de  PAM^ 
&  mukjpliant  cette  différence  par  la  diflance  AP  2=x ,  on  auroir 

^x'*  dx  Va  -j-  K  pour  la  différence  du  moment  d.e  JPAM  ou  dp 

2a  fomme  des  momens  des  élem^ens  >  aiafî  prenant  HiKégrale 
de  ces  deux  différences,  6c  divifànt  1»^ féconde  intégrale  p^la 
première  le  quotient  feroît  la  dîftance  du  centre  de  gravité  do 
rAM  à  la  droite  ËF,  laqueâe  diûance  feroit  v^fiblement  la  mê* 
^e  que  celle  que  nous- venons  de  trouvpr  pour  l'iiypei^ple  en^ 
tiere*.   .       . 

Et  pour  trouver  la  diftance  du  même  caitre  à  f  axe  A^ ,  or 
multîplieroit  le  trapezoïde  ou  reâangle^^ix  par  fa  diftance  \y  ï 

Taxe^  ficTonauroit^  i»=  —  dxx2ax^xx^=:  —  xd^xa-^-x 

pour  la  diffé/rence  de  la  fomme  des  momens ,  &c» 

82,  Trç^vcr  te  cenfre  de  gravité  de  f  efface  hy^erhoUque  RCEFS 

(Fig.  yo.  )  de  quelque  genre  que  [oit  fhy  ver  bote. 

Je  nomme  la  puiffancc  de  rhyperbolc  AH;=r  AB= i  >  Tabfi 

çiffe  CP  ==  X ,  lordon^iée  PM  ===^ ,  .&  la  hauteur  CR = a  ;  donc 

Pp  =  iv,  VMnip  :=ydx  ;  or  par  la  propriété  de  Thyperbole  j*4 

AB    ^  '^=y    Jf ,  ou  I  F=>    * ,  d  où  jc  «re  ^  ==*  ,  o\xy    ^ 
SB=  X,  on  tn&ny*stsx  en  fuppofant  que  m  tcprefente  un  nombre 

«égatif^  doncj^  =  *'",  6c  mettant  fcettç  valeur  dey  dznsydx , 

ldiydx=:x'^dxvomh  diflférencç  de  rcfpace  PCEM,  ou  pour 
|a  différeoce  de  là  fomme  de  (es  élemçns  j  &  multipliant  par 

Ja  didance  PC  de  cette  différence  à  l'afymptote  CE  j'aî  *  «    ' 
4x  pour  la  di^erencç  de  la  fomme  des  momeas  des  élemens  de 

PCEM,  domnntégrale--2-*""^=.-i2— *"■*■'*  cft  Ja 
]^mo[ie  9eis  moi»ços,^  div;lant  cette  (bnunepar  celle  des  élemens 

fis  par  l'intégrale  de  ydx=zx"'dx  qui  e/l  ~^  x  ^      ' ,  le  quor 

ti€W 


ET  LE  Calcul  IntegrXlj^  LitiîbIII;  ^  ^eTf 
-tient  ~^  x^'-^  X  eft  la  difiance  du  centre  de  gravité  do 
i'efpacc  PCEFM  à  lafymptote  CE ,  &  fuppofant  que  PC=» 
devienne  égal  à  CR=s^i>  on  aura  j-^^a  pour  la  diftance  du 
ceçtre  de  gravité  de  Pefpace  RCEFS  à  FaTymptote  CE. 
Si  I»  =s  —  I  comme  dans  Thypcrbole  ordinaire ,  on  aura  l^^ 

^  =  Y^-'  a  =  ^~ a,  &  par  coiiféquent  la  diftance  du  centre 
de  gravité  à  Talymptote  eft  infiniment  petite  ou  nulle. 

&»!==  — a,  onaura  _~tf==__^==_.  ^=f  ^,  & 
âinlî  des  autres. 

Maintenant  pour  trouver  la  diftance  de  ce  même  centre  à  la- 

t 

fymptote  CR ,  je  multiplie  le  trapezoïde  ou  reftanglc ydx  =ix^ 
dx  par  la  diftance  \y  de  fon  centre  de  gravité  àrafymptote  CR,' 

-ce  qui  donne  ^^^  =  * —  pour  la  dîfi?rence  de  la  fomme  des 
momens  >  des  élemens  de  PCÉFM ,  donc  l'intégrale 


im 


m- 
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x  ™  =«  1±Z  X  "•  =  —^  y  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité 

4  -4-  im  4  *H  tin  -/  & 

àc  Icfpace  PCEFM  à  Tafy  mptote  CR  ,^  fuppofant  que  PM=^ 
devienne  égal  à  RS  =  ^ ,  on  aura  '?^^  ^  pour  la  diftatice  du  cen- 
tre de  gravité  de  Tefpace  RCEFS  à  la  m^me  afymptotc. 

Si m=:—  1  on  aura  '.  ^  b=  '-^^^ i  =  —  a  .  ainfî  la  dl- 

ftance  eft  infiniment  petite  ou  nulle ,  &  Tefpace  RCEFS  n  a  point 
de  centre  cie  gravité. 

Si m=  •—  2  on  aura  -?""  h  =  ^^^ b s=  Hi  ^  •  &  par  con-î 
féquent  la  diftance  fera  infiniment  grande. 

Si  m==s  —  3  on  aura.i^^A===iIi;4*«==f^==*ifi^^==''^4 
i€n  aura ;' "^ 'l^  =  7—  ^ s=  ~  *=5=J^.&  aînii  des  autres, 

Nnn 
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xm        eft  la  fomme  des  i^omens ,  &  divifsftit  cette  fomme  par 
/celle  des  élemens  qui  eft  j^p^*"*         ^  le. quotient 


^6€  Le   Calcul  Diffeii'eî^tiel, 

^4.  Traitver  k  centre  de  gravité  dun  cylindre  (  Fig.  J  i .  )• 
.  Si  on  coupe  le  cylindre  par  un  plan  ABCD  qui  partage  fa^ 
bafc  inférieure  &  la  fupérieure  chacune  en  deux  parties  égales, 
ce  plan  coupera  tous  les  élemens  du  cylindre  parallèles  à  la  bafe 
chacun  en  deux  également ,  &  par  cohféquent  comme  il  paf- 
fera  par  les  centres  de  gravité  de  tou«  les  élemens ,  il  pauer a 
auffi  par  le  centte  commun  ou  par  le  centre  de  gravité  du  cy- 
lindre ,  par  la  même  raifon  fi  on  coupe  le  cylindre  par  un  autre 
plan  FEGH  qui  dîvife  les  deux  bàfes  en  deux  parties  égales',  ce 
pian  paffera  aulli  par  le  centre  de  gravité  du  cylindre ,  donc  ce 
centre  fe  trouvera  fur  Pinterfedion  des  deux  plans  ;  or  il  eft  vifible 
que  la  fedion  OT  des  deux  plans  eft  Taxe  du  cylindre  y  donc  le 
centre  de  gravité  du  cylindre  eft  fur  Paxe.. 

Je  nomme  Taxe  TO  =  avla  paxtie  TP*==:v ,  le  rayon  AT 
s=  PM  =  r ,  &  la  circonférence  de  ce  rayon  =/^  j  donc  fp  =  àxy 

&  le  cercle  MM  =  ^i  multipliant  donc  ^  par  F/?  =£=  dx  j  ai*^ 

pour  la  différence  de  la  fômme  des  élemens  compris  dans  AMMB  * 
fie  multipliant  cette  différence,  par  fa  diftance  TP=^  à  la  bûfe 

AB  ,  j*ai  '^^  pour  la  différence  de  la  fomme  des  momens ,  donc 
l'intégrale  ^  eft  la>fbmmc  des  momens ,  ainfîdivifant  cette  fom-- 

me  par  celle  des  élemens  ou  par  l'intégrale  de  ^  qui  eft  ^  le 

quotient  \  se  eft  la~  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  portion - 
AMMB  à  la  bafc  A&,  fuppofant  donc  que  TV  =  x  devienne 
égal  à  TO  =  a ,  on  aura  ^  a  pour  la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité du  cylindre  à  la  bafe  AB. 
.    8  f  •  Trouver  le  centre  de  gravité  £tme  pyramide  (  Fig.  y  2 .  ). 

Toute  pyramide  droite  ou  inclinée,  régulière  ou  irrégulîere 
peut-être  divifée  en*une  infinité  d'élemens  parallèles  à  la  bafe 
&  femblables  emr  eux  ;  or  les  centres  de  gravité  des  Figures  fem- 
blables  étant  femblablement  pofés ,  on  peut  démontrer  aifément" 
par  la  Géométrie  ordinaire  que  fi  du  centre  de  gravité  O  delà 
bafe  on  mené  une  droite  OD  au  fbmmet',  cette  oroite  nommée 
axe  paffera  par  les  centres  de  gravité  de  tous  les  élemens  >  & 
que  par  conféquent  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  eft  fur 
cet  axe;  (  voyés  la  mefure  des/urfaces  &  des  filides.  )  i  cela  pofé.- 

Je  conçois  un  plan  parallèle  a  la  bafe  &  quipafïe  par  le  fom- 
met  D  ;  je  nonime  DO  =  a  j  t)p  s=XyPp==dx  y  &  la  bafe  AC 
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«=  ^  ;  les  plans  AC ,  MM  étant  femblables  font  enlr'eux  com- 
ane  les  quarrés  de  leur  côtés ,  ou  comme  les  quartes  des  droites 
DD ,  DP ,  fâifant  donc  aa  j  xxr.bf  ~,  on  aura  ^  pour  la  va- 
leur du  plan  MM ,  &  multipliant  par  Tp=:dx ,  on  aura  —î 

pour  la  différence  de  la  fomrae  des  élemens  compris  dans  la  py- 
jraïnide  MDM  ^  je  multiplie  cette  différence  par  la  diftance  DPj 

s=  X  au  plan  qui  paflè  par  le  fommet  &  le  .produit  -^^  eft  la  dif» 

férence  de  laforiime  des  momens,donc  l'intégrale  —  eft  la 

fomme  des  niomens ,  je  divife  cette  fomme  par  celle  des  éle^' 

mens  ou  par  intégrale  de  -~  qui  eft  ^ ,  &  le  quotient  ^  x 

eft  la  diûance  du  centre  de  grayjté  de  la  pyramide  MDM  au 
plan  qui  paffe  par  le  fommet,  fuppofant  donc  que  DP =^  de- 
vienne égal  à  l-)0=tf  on  sttira^^  pour  ladifiancedu  centre  de 
£ravité  de  la  pyramide  ADC  au  pian  qui  paffe  par  le  fommet  D. 

8  6.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  Jphere  (  Pîg.  26.  )• 

Si  Ton  coupe  la  fphere  par  une  infinité  de  pians  parallèles  au 

cercle  que  décrit  le  rayon  DC  autour  de  AB  ,  le  aiametrc  AB 

.  paffera  par  tous  les  centres  de  ces  plans ,  &  par  coinféquent  le 

-centre  de  gravité  de  la  fphere  fera  fur  ce  dîamietre. 

.     Je  nomme  DC  =  AC  =  r  ,  la  circonférence  décrite  par  le 

point  D  =p  y  le  diamètre  AB  =  2r ,  l'abfciffe  AP  ^=^x  y  lordon- 

née  PM  ==y ,  &  faifant" r  j  p^:y,^ y  j*ai ^^ pour  la  circonféren- 
ce que  le  point  M  décrit  autour  de  AB  y  je  muitiplie  cette  circon- 
férence par  ^y ,  ce  qui  donne  ^  pour  la  valeur  du  cercle  décrit 
par  PM  ;  ormr  la  propriété  du  cercle  j*ai^^  =  2rx—^xxy  donc 
f^  sr=:px  — ^ ,  &  multipliant  par  dx  j^ai  pxdx  —  ^^^  pour  la 

différence  de  la  foram*  des  élemens  du  fegment  fplierîque  dé- 
«crit  par  AM  autour  de  AP  /je  concis  un  plan  parallèle  aux  éle- 
mens fpheriques  6c  qui  paffe  par  fe  fommet  A  ^  &  multipliant  la 
différence  que  je  viens  de  trouver  par  fa  diftance  AP=;if  ai». 

plan  parallèle ,  j'ai  px^dx  —  ?2^  pour  la  différence  de  la  fomme 

des  momens  j  donc  Tintégrale.î^  —  ^  eu  la  fomrae  des  mo-, 

;mens^  6c  divifant  cfttte  fomme  par  celle  des  élemens  fpheriques 
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ou  par  l'intégralfe  de  pxdx — C^  qui  eft  2^  —  ^ ,  le  quouenn 
~^^eft  ia  diftance  du  centre  de  gravité  dufcgmcnt  fiphç^ 
.qjie  décrit  par  AM,  au  plan  parallèle  qui  paffc  par  le  point  A. 

Ainfi  fuppofant  que  AP  =  *  devienne  égal  à  ABi=2r,oai 
^^8r>— îx«^i6rr— .*rr^4n;^^     c'eft-à^irc  \&  centrc  de; 

gravité  de  la  fphere  entière  eft  le.  même  que  le  centre  de  la* 
^hcrei.  , 

Si  l'on  fuppofe  que  APx=«  devienne  égal  à  AC  =r  on  aura. 
!:*~jl!  -=  srr-~jrr_  Vl=^r,  c'cftà-dire  la  diftance  du  cen-. 

tre  de  gravité  de  la  demi  fghcre  décrite  pat  AD  au  pla^  qui  pafle^ 
par  A  eft  fr.  *  - 

87,  Trouver  lé  centre  de  gravité'  et  un  par abolotiè  formé  par  làcir-^ 
fonvolution  aune  demi  parabole  BAC  autour  de  taxe  AC  (  Fig.  ^1')^ 

Le  centre  de  ce  paraboloïde  eft  fur  l'axe  AC  autour  duquel 
toutes  les  ordonnées  décrivent  des  cercles ,  je  nomme  le  para- 
mètre =  I , .  la  hauteur  AC  «=  4 ,  rabfcifle  AP  ==  * ,  l'ordontiée 
PM=j|,,  la  bafe  BC  =r,  la  circonférence  décrite  par  le  poi[Jf 
B=/?  ;  donc  P/>=  dxyXz  circonférence  décrite  par  le  point  IVL 
«ft  Ç ,.  6c  le  cercle  décrit  par  MP  eft  Ci  or  par  la  propriété  dci 
la.  parabole j)7  =  x ,  donc  ^  =  ^*  ,.  &  multipliant  p»r  Yp=dx, 
j'aiÇlpour  la  différence  de  la  fomme  des  élemens  décrits  par 
la  révolution  de  MAP ,  je  conçois  un  plan  parallèle  à  la^  bafc* 
du  paraboloïde,  &  quipalfe  par  le  point  A,  &  multipliant  L- 
par  fà  diftance  AP'==  *  j'ai  ?^  pour  la  différence  de  la  fomme- 

des  momens,  donc  l'intégrale '— eft  la  fomme  d(R  momens,..- 
ôc  divifànt  cette  fomme  par  celle  des  éigroens  ou  par  l'intégra- - 
le  de  î^  qui  eft  ^^-,  le  quptient  f*  eft  la  diftance  du  centre» 

de  gravité  du  paraboloïde  décrit  par  MAP  au  plan  qui  paffe  par 
A,  donc  f  a -eft  la  diftance  dû  -centre  de  gravité  dû  paraboloïde» 
entier  décrit  par  BAC  à  caufè  qu'alors  x  devient  a, 

88.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  foli de  formé  par  la  circonvo-i 
haion  de  h  demi  parabole  B AD  autour  de  BT  parallèle  à  Jpn  axer 
AD(Fig,ap.)v  ,  " 
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Je  nomme  le-paraitictre  =  i  ^  la  bafo  BD  =t=  r ,  la  cîrconféren- 
ice  que  le  point  D  déctit==/^ ,  la  hauteur  AD^^a,  rabfciflc  A]^' 
'  =teAr,  lordonnée  PM*==y,  doricP/?  =  ^*  &  QM=^r— ^. 

lia  circonférence  que  le  point  M  décrit- eft  2lll^,  6craulti-« 
pKantpar^r — ^y,  le  produit  '^'^^~  ^^^^  i:^^  eft  le  cercle  dëcij^ 
par  MQ  ;  or  le  cercle  décrit  par  QP  =  BD  eft  Ç  =  5>  otan^ 

dbnc  de  ce  cercle  celui- qui  eft  décrit  par  MQ,  j'ai  i^^     P^' 
pour  la  couronflre  décrite  par  QP  autour  de  BT,  &  multipliant 
^HtPp^dx'f^  ^'fy^^—fyy^  pour  la  diflérence  de  la  fomme  des^ 
ëfemens  du  folide  décrit  par  AMP  autour  de  BT  ,  &  mettarif 
aiïlieu  de^  (à  valeur  at^,  &  au  lieu  de^j^*  fa  valeur  x-  prife  de 

l'équation ^^==;c,  fâi*^^^  ^^^^  ^  y  je  conçois  un  plan  parallèle 

au  cercle  déèrit  par  BD,  &  qui  paflTc  par  le  point  A  >  6c  multi-- 
pliant  la  diflférence  que  je  viens  de  trouver  par  la  diftance  AP 

s:*:jc ,  j'ai*îî£l! dx—px^dx  pQ^j.]^  difl^rencc  de  lafomœe  des  » 

iiîomens ,  donc  Fintégrâle  ^^^^  - — ^  — ^  eft  là  fôrtime  dès  mo^- 
mens,  &  divifant  cette  fomme  par  celle  des  élemens  ou  par* 

JL  ± 

riwégrâle  de  *.'2ll-~l2fLf  qui  eft  ^^^^  —  ^  ,  le  quotient 

%4/px*^^     — loyy3  i\rpx*^^      -^lepy*         i4rjr>^^^    —  loy*- 

ÏIZT^  -  ^^  -^ 

__*4« -  tox^l^  ^.»4>'x-^io>.  g^  j^  diftance.du  centre  de  gta-' 


4or  —  IJ*  »  .... 

vké  du  folide  décrit  par  AMP  au  plan  qui  pafle  par  "A. 
-Ainfi  %pofant  que  AP= a:  devienne  égal  à  AB=ira-,  & 

qae  TM.^s=y  devienne  égala  BD=r,.onraura  —^7^^ 
cas**^     io"l^__  i|^  pour  la  diftance. du  centrede  graviré  du«fe- 
lide  décrit  par  AB  au  plan  qui  pafle  par  A ,  cette  diftance  fe  prend 
lut?  ATaatoui  tiuqyej;  la  demi  p^abole  ARD  fait  fa  «évolution. 

Nno-iij,    . 
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8^.  Trouver  le  centre  de  cavité  du  folide  formé  parla  revoluthm^ 
de  la  demi  parabole  A  autour  de  AT  tangente  aufommet  A  (Fig.  2p.). 

Il  eft  vifible  que  ce  centre  eft  fur  AT;  or  nanimant  AD  =5=r^ 
Ja  circonférence  décrite  par  le  point  D  autour  de  AT=/^,  le  pa- 
xametre=^  \  ,  rabfciffe  APp=:«î:  ,  &  rordounéc  PM=jf ,  j'ai 

P^=rfx^  ôc  la  circonférence  décrite  par  le  point  P  eft  ^  ;  &: 

multipliant  cette  circonférenjce  par  PM«=^,  jai  ^poUrlafuc 

face  cylindrique  décrite  par  PM  autour  de  AT ,  je  multiplie 

<:ette  furface  par  P/«=sJjc,  ce  qui  donne  ^?^  pour  la  différence 

de  la  fomme  des  élemens  cylindriques  qui  compofent  le  folide 
formé  par  MPA  autour  de  AT;  or  réquacion  de  la  parabole  étant 

yy^;;=^xyï\y^rs^x^  ^  donc2^=:.2l!iî,  je  multiplie  octte  dif^ 
férence  par  \y  qui  eft  la  diftance  de  fon  centre  de  gravité  au  cei> 

;Cle  décrit  par  AD^  ce  qui  donne  ÊÏÏLlif  =  Cii  pour  la  diffé- 
rence de  la  fomme  des  momens  ;  donc  Pintégralc^  =  ^^ 
•eft  la  fomme  des  momens  ^  &  divifant  cette  fomme  par  celle 

des  élemens  ou  par  l'intégrale  de  î^^  qui  eft  i£l^  =^2^^ ,  le 

/quotient  -^y  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  décrk 
par  AMP  au  cercle  décrit  par  AD;  ainfî  luppofant  que  PM  =  y 
cjcvienne  égal  à  BD  =  a^  /ai  ~^^a  pour  la  aiftance  du  cennre  dp 
j;ravité  duîblide  décrit  par  ABD  au  cercle  décrit  par  AD. 

po.  Trouver  le  centre  de  carotté  du  folide  décrit  par  la  cir convoita 
tien  dune  demi-parabole  ABC  ,  autour  de  fa  bafe  ÉC  (Fig.  jj). 

Il  eft  évident  que  ce  centre  eft  fur  la  bafe  BC  ;  or  nommant. 
AC  =  r ,  la  circonférence  que  AC  décrit  =£,  la  bafe  BC = ^  , 
iabfciffe  AP  =  x,  l'ordonnée  PM=j^,  jaiPp  =  ^jc&PC=r 
^— jc;  la  circonférence  décrite  par  le  point  P  autour  de  BC  eft 

^^"^*;^  multipliant  cette  circonférence  par  PM=j^  y  j*ai 
pour  la  furÊice  cylindrique  que  J^M  décrit  >  je  multiplie 
<:ette  furface  par  Vp=idxy  ce  qui  dorme  '^y^'^^^^'  pour  la  dif- 
férence de  la  fomme  des  élemens  cylindriques  décrits  par  AMP  i 
pr  l'équation  de  la  parabole  étant  ^^  s=  ^  ,  j'ai  eyiy=</x^  & 


r 

rfy — f^ 
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Mlcttant  cette  valeur  de  dx  y  dans  la  diflférence  trouvée ,  j'ai 
2fry  y—zfy4yy^^  multiplie  cette  différence  par  ^y ,  qui  eft  là 
diftance  de  fon  centre  de  gravité  au  cercle  décrit  par  AC ,  ce 
qui  donne  lîIIlÉLll^  pour  la  diflférence  de 

la  fbmme  des  monicns  ;  donc  l-intcgrale  ^ ^  =  ^^ 

'  t>  4r  ér  iir 

•*~^  eft  la  fomme  des  momens  ;  je  divîfe  cette  fomiiie  par 
celle  des  élemens  ou  par  Tintegrale  de  '^^'^^7"^^^^^  qui  eft 
^^^=  ^o?n>-^ty''  a,  le quotiem 'r'- "^V  eft  la  di^ 
Hance  du  centre  de  gravité  du  folidc  décrit  par  AC. 

Or  cnlîiettant  au  lieu  de  y*  fa  valeur  ^,  on  a  îiHfuiî?^  aînff 

ftjppofarît  que  AP  =  Jc  devienne  égal  à  AC  =  r,  on  aura  PM- 
^=^y  égal  à  B€  ==^  ^  &  fubftituant  ces  valeur  on  aura 

l^SS^  =  ^SS^^=Fi^^,  pour  la.diftaftcedu  centre  de^ 
gravité  du  fj^lide  décrit  par  ABC  au  cercle  décrit  par  AC. 

p  I .  Trouver  k  centre  de  gravité  d^unfolide  formé  par  la  revoiuthj^' 
dun  efface  parabol'tqfte  PAC  ,  autour  d'un  diamètre  AB  auqtiel  les 
ordonnées  BC,  MP,  ne  font  pas  perpendiculaires  (Fig.  31). 

Les  furfaces  coniques  décrites  par  les  ordonnées  BC  ^  MP  y^ 
ont  leurs  centres  de  gravité  éloignés  de  leurs  fommets  des  deux»^^ 
tiers  de  leurs  hauteurs ,  car  â  Ton  conçoit  que  de  tous  les  points 
deia  circonférence  de  leurs  bafes  foient  menées  des  droites  à" 
leurs  fommets ,  ces  furfaces  feront  divifées  en  une  infinité  de' 
petits  triangles  ;  or  dans  chacun  de  ces  triangles  le  centre  de  gra- 
vité eft  éloigné  du  fommet  des  deux  tiers  de  la  hauteur ,  donc 
leur  centre  commun  fera  à  la  même  diftance  ,^&  par  confféquenr- 
ooupantla  furface  décrite  par  BC  par  un  plan  parallèle  à  fa  bafe' 
&  éloigné  de  B  des  deux  tiers  de  fil  îiauteur  j  h  fe£tion  de  ce 
plan  fera  un  cerde  fur  la  circonférence  duquel  feront  les  cen-^ 
tics  de  gravité  de  tous  les  triangles ,  &  le  centre  de  ce  cercle  fera 
le  centre  commun  ;  or  il  eft  évideift  que  ce  centre  eft  furie  dia-- 
mctre  AS ,  donc  les  centtes  de  gravité  de  tomes  les  furfaces  co-- 
niques  décrites  par  les  ordonriées,  ôt  par  conféquent  leur  c-en-- 
ttc  de  gravité  commun  eft  fur  ce  diamètre» 

Je  nomme  SC =r ,  la  circonférence  que  lé  point  C  décrit =;?  ^i- 
1  abfcifle  AM  ==  x  y  Pordonnéc  PM  c=^ ,  le  diaraetre  AB  at» >>* 
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la  bafc  BC  =  *,  la  hauteur  A7j=ia  ^  la  coupée  AN  ==  2,1c 

{)arametrc  =  i  ,  &  la  droite  BS=/,  laquelle  eft  la  hauteur  de 
.  a  furface  coiiique  décrite  par  BC  ;  donc  Mm  =  dx^  N»  =  dz^ 
&  la  diftance  du  centre  de  gravjté  de  la  furfjice  conique  décrite 
par  BC  à  fon  fommet  B  eft=  f /. 
Faifant  les  mêmes  r^ifonneoiensque  d^ins  rarticle  ^pl  ^Je  crou^ 

ve  2  =  j9  dz  =  y^.,  la  furface  cjue  MP  décrit  =  ^  ,  6c  par 

jConféqucntmulupliantpv^==  X  ^  j'^^  ^^^  P^"*^  ^  différence 
de  la  fomme  des  furfaces  décrites  par  les  ordonnées  de  AMP  ;  Té:* 

<[uation  de  la  parabole  eftjjy=:x,  doù  Ion  tire ^==jc  *. 

Maintenant  pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  diffô- 
cence  les  triangles  femblables  SBC  y  RMr ,  donnenfBC  y  SB 

.::  MP,  MR  ,  ou  b^fixy ,  f  i=MR,  &  par  copféquent  ^eft 

la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la  furface  conique  décrite 

par  MP  au  fommet  M ,  6c  fa  diftance  au  poiat  A  eft  ^  H-  ;r  ^ 

^^  H^  y  9  je  mukiplie  la  diiSërence  !S^^  par  la  dînance  de  fbn 

centre  de  gravité  au  point  A,  c*eft-à-dire  par  ^-+-^  ,  ce   qui 

i, 
donne  ^^^^  *  Hh  ~jj-^  pour  la  différence  de  la  fomme  des  mo-i 

n 
mens  ;  donc  l'intégrale  îî^^-f- ^^^^*'  eft  la  fomme  des  momens; 
^  divifàût  cette  fomme  par  celle  des  furfaces  élcuneptaires,  ou 

parrimegraledeî^  qui  eft  fg^  le  quotient '«-^CÈ^^^» 

^  "'^^:;^.ir'^'  ^  '-^^  ea  k  diUance  du  centre  de  gra-' 
vite  du  folide  décrit  par  AMP  j  donc  fuppofant  que  PM=^ 
devienne  BC=^,  ôc  que  AMr=*  devienne  AB=f:  *,  oa  aura 

•— MÏ TTk — =''''-7î~=tT"*'T  P*^"'^*  diftance  du 

centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  ABC  au  fommet  A. 

.p2.  Trouver  le  centre  de  gravité  d»  fotide  décrit  far  f  efface  hy fer* 
ioliqueKCEFS  ,  qui  tourne  autour  de  F afymftote  CE  ,  (Fig.  50.) 
de  quelque  degré  que  foit  Phyfcrbole. 

^.ç  centre  de  grayitç  de  cç  folide  fû  fur  r.afymptote  CE  ;  j« 

^onynp 
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nomme  la  puiffance  de  Thyperbole  AH= AB=  i ,  la  hauteur 
CR  =  r ,  la  bafe  RS=  b ,  labfcifle  CP=  ;r ,  lordonnée  PM=;^ , 
la  circonférence  décri|p  par  le  point  R^/^;  donc  Ffs^dx^  la 

circonférence  décrite  par  le. point  P  eft  —  ,  laquelle  étant  multi- 
pliée par  PM  =:y ,  donne  ^  pour  la  furface  cylindrique  décri- 
ée par  PM  ;  &  multipliant  par  ?p=dx)3i  ^^  pour  la  différen- 
ce  de  la  fbmme  des  élemens  cylindriques  décrits  pour  Tefpace 
PCEFM;  or  l'équation  de  toutes  les  hyperboles  eft  i  =y^x  ou 
--  =  ^ >  ouy~''^  sssx^ovi  enfin^'":^ * ,  en  fuppofant  que  m  re* 

I  -  •  -  • 

préfente  un  nombre  négatif  ,  doncj'=*'",  &  mettant  cette 

valeur  dey  dans  la  différence  ttouv;ée ,  j'ai^^=^*  ■''*  >  & 
multipliant  cette  différence  ou  élément  par  fa  diflancc^j^=-r 

«•"au  cercle  décrit  par  CR,  j'ai^^^ ^  pourla  différence  delà 

fomme  des  momens ,  donc  Pintegrale  "'^^  ^^  feft  la  fomme  des 
niomens;  &  divifant  cette  fomme  par  celle  de3  élemens  ou  pat 

Fintcgrale  de  îi— — ^qui  eft  ~^^  ;?a?  "^  ,  le  quotient 


--^-—  X  ^  =:^j^^^y  eft  la  diftance  du  centre  de  gravité  du  folidé 
formé  par  Tefpace  PCEFM ,  au  cercle  décrit  par  RC  j  &  fup- 
pofant que  PM:=^  devienne  égal  à  RS=^,  j'ai  ^^^^pour 
ïà  diftance  du  centre  de  gravité  du  folide  formé,  par  RCEFS.    .. 

Si  m=. —  I  ,  comme  dans  4*hypcrbole  ordipaire  on  aura 
—^ b  =i=^ b=-^^b,6c  par  conféquent^ la  diftance  du 
centre  de  gravité  eft  infinie.        • 

Sïm  =  —  2,  on  aura  '!~T?*===^^^^===?'i^;iî  »^=« — 3/ 
«n  aura  ^;^^  *  =i=  f  ^ ,  &ain(î  des  autires» 

.  5^3.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  folide j§rmé  far  h  révolution  du 

Ooo 
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même  efface  hyperbolique  autour  de  (êfympiote  CR  (Fig,  jo.)  dâft$cAi 
que  degré  que  Joit  P hyperbole. 

Je  nomme  RS  =  r,  la  circonférence  tlécrîte  par  Ife  poîirt  S, 
=/?,  la  droite  CR  =  ^>rabfcifle  CP=Jc,rordonnée  PM=3f,^ 

&  réquation  de  l'hyperbole)^'" =jc  ,  la  circonférence  décrite  par 

le  point  M  eft  ^  laquelle. étant  multipliée  par  \y ,  donae  ^  ^^^ 

le  cercle  décrit  par  PM  j  &  multipliant  par  Vp=idx,  j'ai  î^ 
pour  la  différence  des  élemens  circulaires  décrits  par  la  révolu-^- 
tion  de  l'efpaccPGEFM;  or  puifquc^*"=*^  donc  my'^^^  d^ 
s=dx,&L  mettant  cette  valeur  de  dx  dans  la  différence  22L!,  j'ai 


zr 


m-f-x^ 


tS2—l±' 


^^      'î  &  multipliant  cet élemeiit  pat  fadiftance  Cï^ = «  =j^*  ' 


au  cercle  décrit  par  CE,  Tai^S^L— — *!  pour  la  différence  de  la 

fomme  des  momens  >  donc  llhtegrale  ^  eft  la  Tomme  des . 

inomens  :  je  divife  cette  fomme  pat  celle  des  élemens  ou  pat. 

intégrale  de  22!^  qui  eft  '!^^  >  fie  k  quotienir^^ 

y^:=:  ^^5^  «  eft  la.  diftance  du  centre  de  gravité  du  folrdc  décrit 
par  PCEFM  au  cercle  décrit  par  CE  ;  &  fi^pd(ant  que  CP=jt: 
devienne  égal  à  CR=a ,  on  aura^^*^  a  pour  la  diftance  du  i 
centre  de  gravité  du  folide  décrit  par  RCEFS* 

Sim=  —  I,  on  aura  — :tt^=  — Zl-.tf  =  —  a  ,  &  pat; 
coRféquent  la  diftance  eft  infinie. 

Si  m==^  2,  Oh  aura  ^!^  a^  ^^L^a^  -^a,  c'eft-ài- 
dire  la  diftance  infiniment  petite  ou  nulle. 

'  Sim==: — 3,  onaura^^*ii*a==^=^^^i5=ix^>  fi<^2Û^ 
autres.  • 

P4i.  Trouver  le  centre  degravitédtt/oiide  décrit  pat  une  demi-hy^^ 
p/nrb^le  ABD  o^irciiir  dèfonprermer  axe  (Fig*  3  i)v 

Je  nomme  le  premier  axe  GA=a2A.^  AD=i=^,  AP»*^, 
PM=y,  BD=r,  &  la  circonférence  décrite  par  le  point  B 
sfcf  i  donc ?p:=sdXi  CS^ab^Xx &CD=;ti^-t- ai  h  Cm- 
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conférence  décrite  par  le  point  M  cft  - ,  &  multipliant  par  ry> 

jaî  ^  pour  le  cercle  décrit  parPM,  lequel  étant  multiplié  par 

P/=^Jc  donne  ^~  pour  la  différence  des  élemens  circulaires 
décrits  par  MAP  ;  or  par  la  propriété  de  l'hyperbole  j*ai  rr  ^aa 
^laiziyy,  xx^zxb^d'oii  je tirej^jr==îî^-^^^^^^  &  met- 
tant cette  valeur  de  yy  dans  la  diflPérentielle  trouvée  ,  j'ai 
'''L^ÎIÏ"^  ^  midtipliant  cette  différentielle  par  fa  diftance 
AP=jcaufommctA,  fai^'^'^'^'g-^pour  la  différence  dfc 

h  fomme  des  momeiis^  donc  l'intégrale  g^^^^^-H  jla'VeiA  ^^ 
lafomme  des  momens^  ficdivifant  cette  fomme  par  celle  des 
élemens  ou  par  rintegrale  de  C^^^  qui  eft  ^;J^ 

-*■  =ÎT^  >e  l-oden,  ^^^^i^.  =  '^^  fft  >.  diflance 
du  centre  de  gravité  du  folide  aécrit  par  APM  à  Taxe  CD  ;  & 
fuppofant  que  AP=x  devienne  égal  à  AD==a  ,   on  aura 

^7^it?  P®"^  ^  difiancc  du  centre  de  gravité  du  folide  décrit 
parABD- 


CHAPITREVL 

Ufige  du  Calcul  Intégral  pour  trouver  les  Centres  deper^ 
cujjîon  des  corps  en  mouvement. 

py»^^TO  us  avons  démontré  dans  le  fécond  lÀvrc  de  la  Me^ 
1^\J  ftire  des  Surfaces  &  des  Solides,  i^  Que  la  viteffe  des 
corps  s'eftime  par  les  efpaces  qu'ils  parcourent  dans  des  tenu 
^gaux  ;  par  exemple  ,  (île  corps  A  6c  le  corps  B  parcourent  dans 
«n  même  tems^  ou  dans  des  tems  égaux  des  efpaces  égaux  ^  les 
viteifes  de  ces  corps  font  égales  ^  ôc  H  les  efpaces  parcourus  font 
inégaux ,  les  viteflcs  font  inégales,  a^  Que  la  force  ou  le  mou- 
vement des  corps  eft  le  produit  de  leur  malfe  par  leur  viteflfe^ 
d^où  il  fuit  que  fî  deux  corps  égaux  parcourent  dans  des  tems 
^gaux  des  efpaces  égaux  ^  les  forces  des  deux  corps  font  égales  ; 

O  o  o  i j 
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que  Ci  les  corps  font  inégaux  &  les  efpaces  parcourus  égaux ,  tes: 
forces  font  entr'ellcs  comme  les  maîfes  ;  que  fi  les  corps  font 
égaux  &  les  efpaces  inégaux,  les  forces  font  comme  les  viteffes 
ou  comme  les  efpaces  5  enfin  que  files  corps  font  inégaux  &  les. 
efpaces  auffi ,  les  forces  font  entr'ellcs  en  raifon  compoféc  dfes 
mafles  Ôc  des  viteffes. 

p6.  De  même  que  dans  tous  les  corps  il  y  a  un  point  ttommë 
centre  de  gravité ,  dans  lequel  on  confidére  les  pefanteurs  de  tour 
tes  les  parties ,  comme  étant  réunies ,  à  caufe  que  ce  point  étant 
en  repos ,  toutes  les  parties  font  immobiles  autour  de  lui ,  de 
même  auffi  il  yia.dans  tous  les  corps  raûs  un^poînt^  dans  lequel 
on  confidére  les  forces  de  toutes  les  parties  comme  réunies , 
parce  que  lorfque  le  corps  vient  à  rencontrer  un  obftacle,  il  le 
fiappe  par  ce  point  avec  plus  d^cfibrt que  partout  autre  point > 
&  c  eft  ce  point  qu'on  appelle  centre  de  percujfion  ou  ceritre  (Tofcil" 
iatiorty  lorfque  le  corps  fe  meut  autour  d'un  point  ou  d'un  axe. 

P7.  Lorfque  le  corps  fe  meut  toujours  parallèlement  à  lui- 
même  ,  le  centre  de  percuffion  eft  le  même  que  le  centre  de  gra- 
vité, &  pour  le  prouver:  fuppofons  que  le  corps  PÎ&iJFig.  54.) 
fe  meuve  toujours  parallèlement  le  long  de  la  ligne  AC ,  &  que 
le  point  P  foit  le  centre  de  graviré  de  ce  corps ,  que  nous  con- 
fidérerons  comme  étant  diviféen  une  infinité  d'élemens  égaux  & 
parallèles  à  la  bafe  AE  ;  pendant  le  mouvement  du  corps  y  les 
efpaces  parcourus  par  les  élemens  font  égaux  entr'eux ,  &  con> 
nie  les  élémens  font  auflS  égaux ,  les  produits  des  élemens  par 
leurs  efpaces  feront  encore  égaux ,  &  par  conféquent  les  forces 
des  élemens  feront  égales  :  fuppofent  donc  que  le  corps  foit  par^- 
venu  en  C  ,  nous  pouvons  confidérer  la  ligne  CF  comme  un 
levier  auquel  foutes  les  forces  font  attachées  comme  autant  de 
poids ,  de-même  que  dans  le  folide  nous  confidérons  la  ligne 
OR  comme  un  levier  auquel  tous  les  élemens  font  attachés; 
or  les  poids  attachés  au  levier  CF  étant  en  même  raifon  que  les 
poids  attachés  au  levier  OR  égal  au  levier  CF  ,  les  diftancesdu 
centre  de  gravité  H  aux  extrémités  de  CF ,  feront  les  ixiêmes 
que  les  diftances  du^  centre  de  gravité"  P  aux  extrémités  du  levier 
OR,  donc  les  forces  attachées,  au  bras  CH  contrebalanceront 
tes  forces  attachées  au  bras  HF,- de  même  que  les  élemens  atta- 
chés au  bras  OP  contrebalancent-  les  élemens  au  bras  PR ,  & 
par  conféquent  le  point  H  fera  le  point  de  plus  grande  percuf^ 
fioa  ,.de  même  que  le  point  P  eft  le  point  où  la  pcfanteur  fez 
léunih     . 
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p8.  Lorfqu  un  corps  fe  meut  autour  d'un  point  fixe  ou  d'un  axe  > 
le  cenrre  de  perculfion  eft  différent  du  centre  de  gravité,  âc 
pour  le  prouver ,  foit  !•  corps  AB  qui  fe  meut  autouf  du  point  A ,. 
\Ftg.  }  5 .)  &  que  le  centre  de  gravité  foit  P,quand  le  corps  fera  par- 
venu en  AC,  tous  fes  élemens  auront  décrit  des  arcs  parallèles 
&  (emblables  à  Tare  BC  ;  or  ces  arcs  font  inégaux  ,  donc  les 
produits  des  élemens  par  leurs  arcs  qui  repréfentent  leurs  viteffes 
feront  aulli  inégaux ,  confidérant  donc  ces  produits  ou  forces 
comme  autant  de  poids  attachés  au  levier  AC  égal  au  levier  AB  y 
il  eft  vifible  q«e  le  centre  de  gravit!é  de  ces  poids  ne  fera  pas  po- 
fé  fur  ÀC,  de  même  que  le  centre  de  gravité  des  élemens  eft 
pofé  fur  AB  ,  à  caufe  que  les  élemens  font  comme  autant  de 
poids  égaux  entr'eux  y  au  lieu  que  les  forces  font  comine  des* 
poids  inégaux ,  donc ,  &c. 

pp.  Pour  trouver  le  certtre  de  percujfwn  é^un  corfs  y  il  faut  multt'* 
flier  les  élemens  par  les  carrés  de  leurs  difiances  ou  par  ceux  de  leurt^ 
vitejfesy  &  divijer  le  produit  par  les  élemens  multipliés  par  leurs  dtjian^ 
as  i  car  lorque  le  corps  AB  (  Fig.  j  y.  )  eô  parvenu  en  AC  ,  les 
élemens  multipliés  par  leurs  vitefles  ou  parles  arcs  qu  ils  décrivent 
font  égaux  aux  forces ,  &  fî  l'on  conudere  ces  forces  comme 
autant  de  poids  attachés  au  levier  AC ,  &  qu'on  veuille  trouver 
leur  centre  de  gravité  y  il  faudra  multiplier  ces  forces  par  leurs 
diftanccs,  &  divifer  le  produit  par  la  fomme  des  forces.^ 

Ainfi  la  fomme  des  momens  des  forces  fiir  le  levier  AC  pat- 
rapport  au  point  A  fera  égale  à  la  fomme  des  élemens  multipliés 
parieurs  diftances  &  enfuitepar  leurs  vitefibs,  &la  fomme  des 
forces  fera  égale  à  la  fomme  des  élemens  multipliés  par  leurs  di- 
ftances; or  foit  que  les  arcs  qui  expriment  les  viteffes  foient  plus* 
grands ,  ou  moindres  y  ou  égaux ,  aux  diftances  qui  font  les  rayons. 
de  ces  arcs ,  les  forces  feront  toujours  en  même  raifon  entr'el- 
les  >  &  les  momens  de  ces  forces  feront  auflî  en  même  raiXon  ,. 
donc  leur  centre  de  gravité  fur  AC  fera-  toujours  le  même ,  6c 
par  conféquent  nous  pouvons  fuppofer  que  les  arcs  font  égaux 
a  leurs  rayons  ;  ainfi  les  momens  des  forces  feront  égaux  au» 
élemens  multipliés  par  leurs  arcs  &  enfuitepar  leurs  rayons,  ou^ 
ce  qui  eft  la  même  chofe ,  ces  momens  feront  égaux  aux  éiemena 
multipliés  parles  quartés  des  rayons  ou  des  arcs,  c'eft-  à-  dire  par 
les  quarrés  des  viteffes ,  6c  les  forces  feronr  égales  aux  élemen9> 
multipliés  par  leurs  diftances  ou  aux  momens  des  élemens.;  donc: 
pour  trouver  le  point  ou  ces  forces  fe  comii^balancent  fur  A.C  ^ 

Poo  iijv 
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c'eft-à-dîrc  pour  trouver  le  œntrc  de  gravité  de  ces  forces  ftac 
AC,  lequel  centre  eft  le  même  que  celui  de  pcrcuflîon ,  il  faut 
multiplier  les  élemens  parles  quarrés  de$  vitefles  ôc  divifer  leur 
fomme  par  les  momens  des  élemens. 

loo.  Trouver  le  centre  de  percujfion  d'une  ligne  qui  tourne  librement 
autour  de  tune  de  [es  extrémités  A  (Fig.  ^6.  ). 

Je  nomme  la  ligne  entière  AC = ^,  fa  partie  AP  =  x ,  &  fon 
élément  P/?==^;c,  l'arc  PM  marquera  la  vitelFe  de  cet  élément ^ 
or  comme  nous  pouvons  fuppofer  cet  arc  égal  à  fon  rayon  AP. 
=  Af  ^  .fî  Ion  .multiplie  P/?  par  AP  on  aura  xdx  pour  la  diftëren- 
ce  des  momens  des  élemens  compris  dans  AP  ;  &  multipliant 
dx  par  XX  y  on  aura  xxdx  pour  la  différence  de  la  fomme  des 
momens  des  forces^  donc  l'intégrale  yjc3  fera  lie  jno ment  des  fojf- 
ces^  c'eft  pourquoi  divifant  ce  moment  par  celui  des  élemens  ^ 
ou  par  Tintégrale  de  xdx  qui  tSi\x^^  on  aura  y  x  pour  la  diftancc 
du  centre  de  percuflion  de  la  partie  AP  au  point  A  ;  &  fuppo- 
fant  que  AP=a:  devienne  égal  à  AC  =tf ,  on  aura f  ^  pour  la 
diftance  du  centre  de  percufTion  de  la  ligne  AC  ou  AB  au 
point  A. 

I  o  I .  Trouver  le  centre  de  percujfion  dun  reSlangle  (  Fig.  y  J.  )  qui 
tourne  autour  de  A ,  je  nomme  AB=ii ,  le  côté  RS  =  MQ 
==^,  labfcilTe  AV=jc,  doncMm=^jC9  &  Félcment  Min^Q 
=  bdx  y  ainfî  multipliant  par  A  V  =  x  j'ai  bxdx  pour  la  différen- 
ce de  la  fomme  des  forces  des  élemens  du  rcûangle  HM ,  & 
multipliant  encore  par  a;  j'ai  bx^dx  pour  la  différence  de  b  fom- 
me des  momens  des  forces ,  donc  llntégrale  --  eft  la  fomme 
des  momens  des  forces,  aînfi  divifant  cette  fomme  par  celle  des 
forces  ou  par  l'intégrale  de  bxdx  qui  eft^,  j'ai  jAt  pour  la  di- 

fhnce  du  centre  de  percuflîon  du  reâangle  HM  au  point  A , 
&  fuppofant  que  A  V = x  devienne  égal  à  AB  =  a ,  j'ai  f  a  pour 
la  diflance  du  centre  de  percufïïon  du  redangle  HR  au  point  A. 
I02.  Trouver  le  centre  de  percufwn  d^un  triangle  ABC  ijo/cek 
qui  tourne  autour  de  fon  fommet  A  (  Fig.  57.  ). 

Ce  centre  eft  fur  la  droite  AD  qui  efl  Taxe  du  triangle  ,  je 
nomme  AD=^,  BC  =  *,  AP=jc,  MM=^;  doncP;^  =  i/*, 
&  MMmm=^i*  eft  l'élément  du  triangle  ;  or  à  caufe  des  trian- 
gles femblablcs  AMM ,  ABC ,  j^ai  AP ,  MM  :  :  AD ,  BC  ou  * , 

>::  a^  b^  doncj  =  ■£ ,  &  mettant  cette  valeur  de  y  dansai*,  ce 
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qui  donne  ~,  je  multiplie  cet  élément  par  la  diftance  ÀP  =^> 

&  jai  ~—  pour  la  diflference  de  la  fomme  des  forces  des  éle- 
mens  compris  dans  AMM,  je  multiplie  encore  par  jc,  ce  qui 
donne  -i— f  pour  la  fomme  des  momens  des  forces  ;  donc  l'in- 
tégrale —  cft  la  fomme  des  momens  des  forces  ;  ainfî  divifaftt 
cette  fomme  par  celle  des  forces.^  ou  par  Tintégralc  de  ^ — 

qui  eft  —  ,  j*ai  ^  x  pour  la  diftance  du  centre  de  percuffion du: 

triangle  AMM  au  fommet  A ,  &  fuppofant  que  AP  =  x  devien- 
ne égal  à  AD =a^  j'ai  \  a  pour  la  diftance  du  centre  de  percuir 
iion  du  triangle  ABC  au  fommet. 

Si  le  triangle  n'eft  pas  ifofcele  {Bg*  5  8.)  le  centre  de  percuffion . 
eft  toujours  fur  Taxe  AD^mais  comme  ce  triangle  eft  cenfé  tourner 
autour  d'une  droite  £F  parallèle  à  la  bafe  BC  y  il  faut  abbaiifer  du 
point  A  la  perpendiculaire  AH  >&  multiplier  Vêlement  NLMmm^ 
par  la  diftance  AR  pour  avoir  la  différence  de  la  fomme  des  forc- 
ées des  élemens  compris  dans  AMM ,  puis  multipliant  encore 
par  AR  on  aura  la  différence  de  la  fomme  des  momens  des  forv 
ces ,  &  achevant  le  reftc  comme  ci-deffus  on  aura  \  AR  pour 
la  diftance  du  centre  de  percuffion  du  triangle  AMM  au  fommet 
A  ;  c'eft  pourquoi  menant  par  les  trois  quarts  de  AR  une  paral- 
lèle à  la  bafe  ,  cette  parallèle  coupera  AP  auffi  en  même  raifon^ 
&  donnera  fur  AP  le  centre  de  percuffion  cherché  ;  fie  Ion  aura"* 
de  la  même  façon  le  centre  de  percuffion  du  triangle  entier* 

103  ^Trouver  le  centre  de  percuffion  dtun  triangle  ijhjielequi  tcwr-^ 
m  autour  de  la  bafe  BC  (  Fig,  y  7.  ). 

Nommant  AD  =  il,  BC=^,  AP=;c,  PM=;^,  jîiï?p=dxi, 
PD  s=  4  —  x,àc  Télemcnt  MMmwi T=^ydx s=  ~  ,  &  multi- - 

pliant  cet  élément  par  fa  diftance  PDi=sa- — Xy)^ihxdx  —  -~ 

pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  des  Siemens  compria-; 
(ïans  le  triangle  AMM ,  fie  multipliant  encore  par  a — x^fù  abxdx^ 

—  2bxxdx  -+-  ^^^  pour  la  diflference  de  la  fomme  des  momens . 

dés  forces  ;  donc  Tintégrale  ^ ^-^  -f-  -i^  eft  k  fonmie  des 

xftomens  des  forces  ;  diviiài^  donc  cetce  Comme  pas  celle  des  > 
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farces  ou  par  l'intégrale  de  bxdx — —^  qui  cft.  ^    -   ~^  le 

^quotient  '"'~^"^^^  eft  la  diftance  du  çcnwc  de  percuflion  du 
triangle  AMMà  la  bafeBC,  &  fuppofantque  APï=;c  devien- 
ne égal  à  AD  =:ay  on  aura  ^"^—^^-^J"*^  =  t  ^  pour  la  diftan- 
ce du  centre  de  percuHIon  du  triangle  ABC  à  la  bafe  BC. 

Il  y  a  des  Auteurs  qui  prétendent  que  ^^~^J1^^'''  ^'^^  P^ 
la  diftance  du  centre  de  percuftion  du  triangle  AMMà  la  bafe^ 
mais  qu'il  eft  la  diftance  du  centre  depercuilîon  du  trapezoïdc 
BMMC  y  mais  pour  montrer  qu'ib  fe  trompent  ;  luppofons  que 
AFxss  jc  foit  égal  à  |  AD  =:\  a  ;  cette  valeur  de  x  étant  fubftitué 
^lans'^T^^^'*"^"^  donnera  ^^^-^^^^^^  =,  ^^-.4..^^aa 

=  -J-J  a 5  aînfî  feloxi  ces  Autejiirs  la  diftance  du  centre  de  percuflion 
du  trapezoïde  BMMC  à  la  bafe  feroit  fj  a ,  6c  par  cojiféquent 
elle  fe  trouveroit  hors  du  trîipezoïdc  dans  le  triangle  AMM,  ce 
,qui  eft  abfurde. 

Mais  comment  doît-bn  faire  pour  trouver  le  centre  de  per- 
cuflion du  trapezoïde  ?  Le  voici ,  u  Ton  coru^oit  que  les  forces  des 
Siemens  foient  autant  de  poids  attachés  au  levier  AD,  le  centre 
de  percuflion  du  triangle  total  ABC  fera  le  même  que  le  centre 
de  pefanteur  des  forces  >  le  centre  de  percuflion  du  triangle  AMM 
fera  le  même  que  le^  centre  de  pefanteur  des  forces  attachées  à 
AP. ,  &  le  centre  de  percuflion  du  trapezoïde  fera  le  même  que 
le  centre  de  pefanteur  des  forces  attachées  à  PD ,  donc  le  pro- 
duit des  forces  totales  par  la  diflance  du  centre  de  percuflion  du 
triangle  ABC  à  la  bafe  BC  fera  le  moment  de  la'fomme  totale 
àé%  forces,  le  produit  des  forces  attachée^  à  AP  par  la  diftance 
du  centre  de  percuflion  du  triangle  AMM  fera  le  moment  de 
ce%  forces,  âc  le  produit  des  forces  attachées  à  PD  par  la  di- 
ftance du  centre  de  percuflion  du  trapezoïde  fera  le  moment  de 
ces  forces  ;  or  Iç  moment  des  forces  attachées  à  AP  joint  au 
momenrdes  forces  attachées  à  PD  eft  égal  au  moment  de  tou- 
tes les  forces ,  donc  le  centre  de  percuflion  4m  triangle  ABC  eft 
le  centre  de  graviré  commua  aux  forces  attachées  à  AP ,  &  aux 
forces  attachées  à  PD  ;  cariions  avons  démontré  dans  le  fécond 
Livre  de  la  mefure  desfurfaus  &,  des  folides  que  le  Centre  conci- 
mun  de  pefanteur  de  plofieurs  poids  attachés  à  un  levier  eft  dans 
Iç  poijE^t  oji  le  mpment  de  tous  les  poids  pris  enfemble  eft  égal 

à 


ET   LçCAlCUt  Il4TBGJllt,LlVR  ê  III.        481' 

à  la  fommc  des  momens  particuliers  des  poids. 
.  Dans  le  même  Ouvrage  nous  avons  démontré  que  fi  deux 
poids  attachés  à  un  levier  font  en  équilibre  autour  d  un  centre 
conimun^  les  diftànccs  de  ces  poids  au  centre  commun  font  en- 
tr  elles  réciproquement  comme  les  poids ,  donc  la  fomme  des 
forces  du  trapezoïde  eà  à  la  fomme  des  forces  du  triangle  AMM 
comme  la  diftance  du  centre  de  percuflion  du  triangle  AMM 
au  centre  de  percuflion  du  triangle  ABC  eft  à  la  diftance  du 
centre  de  percuflion  du  trapezoïde  au  centre  de  percuflion  du 
même  triangle  ABC. 

Suppofons  pour  abréger  le  calcul  que  AP  =  ;c  foît  égal  à  ^ 
AD=\  a,  donc  à  caute  de  la  fiqiilitude  des  triangles  AMM , 
ÀBC  on  aura  MM^^I^^i  or  la  fomme  des  forces  du  triangle 

AMM  eft -^  — 17  >  *^  mettant  au  lieu  de  x  fa  valeur  ^  ^ ,  on  a 
T^  -^^  =^-.— ==:=^*^S  &  la  diftance  de  fon  centre  de 
gravité  ou  du  centre  de  percuflion  à  labafe  eft  f^  a^  de  même 
mettant  dans  ~  —  ^  au  lieu  de  x  fa  valeur  a  à  T^ard  du  trian- 

glc  total ,  on  a  ^ —  **'  ""^^  —  ~=  ^  ba^  pour  la  fomme 

des  forces  du  triangle  totale  &  la  diftance  du  centre  de  gravité 
de  cette  fomme  ou  du  centre  de  percuflion  de  ce  triangle  eft 
ia  i  retranchant  donc  de  la  fomme  7  ba^  des  forces  totales ,  la 
fomme  ^  ba^  des  forces  du  triangle  AMM ,  le  refte  j  ba^  —  -^  ba^ 
s^i-^ba^  fera  la  fomme  des  forces  du  trapezoïde ,  faifant  donc 
cette  analogie  comme  h  fomme  -ri  ^^*  des  forces  du  trapezoïde 
eft  à  la  fomme  ~  ba^  des  forces  du  triangle  AMM  ;  ainfi  la  diftan- 
ce H  ^  —  ja^=^r^  a  du  centre  de  percuflion  du  triangle  AMM 
au  centre  de  percuflion  du  triangle  totale  eft  à  la  diftance  du  cen-- 
tre  de  percuflion  du  trapezoïde  au  centre  de  percuflion  du  trian* 
gle  total ,  on  aura  ^  a  pour  cette  diftance ,  donc  la  diftance  du 
centre  de  percuflion  du  trapezoïde  à  la  bafe  eft  ^a  —  ^  ^  =  /^  ^ 

Et  en  effet,  fi  d'une  part  on  multiplie  la  fomme  j  ba^  des  for- 
ces du  triande  total  parla  diftance  7/^ du  centre  de  percuflion 
de  ce  triangle;  ce  qui  donne  ~  bai  pour  le  moment  des  forces  , 
&  que  de  l'autre  on  faflfe.  i^.  Le  produit  de  la  fomme  —  ba^ 
des  forces  du  triangle  AMM  par  la  diftance  ff  ^  du  centre  de 
percuflion  de  ce  triangle  à  la  bafe,  ce  qui  donne  —-^^^  pour  le 
moment  de  ces  forces*  2\  Le  produit  de  la  fomme  \\  ba^  des 


48i  Lb  Calcul  DifFEKVNtrBL; 

forces  du  trapezoïdc  par  /^  a  ;  ce  qui  dorme  7;f£  ia?  pour  le  mo- 
ment de  CCS  forces,  la  lomme  ^—  bù^  •+- -^  bà^  =  tjt  *^5  ==  A 
kal  des  niomcns  des  forces  du  triangle  AMM,  &  des  foices  du 
trapczoïde  fera  ^gale  au  moment -^  ba^  des  forces  totales  ou  des 
forces  du  triangle  ABC. 

Tout  ceci  confirme  de  plus  en  plus  ce  que  jVi  dît  touchant 
l'erreur  où  quelques  Auteurs  font  tombés  au  fujet  dutrîângle  qui 
tourne  autour  de  fa  bafe. 

1 04.  Trouver  le  centre  de  percujfwn  dune  parabQle  qui  tMrne  sm^ 
4pur  dune  tangente  aufommet  (  Fig.  Jy.  ). 

Nommant  le  paramètre  ==  i ,  Taxe  AD  s=^^  PaWcîflfe  AP==xy 
l'ordonnée  PM=j^  ,  j'ai  ?p=^d:c  ^  &  PM??7p  =^rfic ,  MM/w/» 
a=r  2ydxy  &  multipliant  pair  la  diftitfice  AP==x4U>  fomniet  A^ 
j'ai  lyxdx  pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  desélemena 
compris  dans  MAM,&  multipliant  encore  par  a:  jiaî  a^x^^jcpour 
t»  différence  des  momens  de  ces  £»rces  ;  or  réquarioir  de  la  pa* 

rabôle  eft  jjy  ==  at,  àoïicy^=^x  *  >  ÔC  mettant  cette  valeur  de  / 

EL  ^' 

dans  nyx^dx  j^aî  2jc  *  iv  ;  donc  Tîntegrale  ^-  cft  la  fommé  dey 
momens  des  forces  ;  je  divife  cette  fommé  par  cefle  des  forces 

ou  par  fintégrale  de  2yxdx^==:  2x  *  dx  qui  eft  *'   >  fie  le  quotient 

IJ jc  =  j of  eft la  diftance  du  cemre  de  perculficn  cfe  MAM aa 
fommct  A,  fuppofant  donc  que  APs==  jc  devienne  égal  à  AD 
=  a  j^ai  f  a  pour  la  diftance  du  centre  de  percufCon  de  la  para^- 
bole  CAB  au  fommet  A.^ 

Uéguation  générale  de  toute*  les  pataboles  oûy^'^^^sz»   y 
I» 

doà  Ion  tircjf =*'"■*''' ,  &  mettant  cette  valeur  de  y  dans 

ayx^dx ,  on  a  a  a:  ^  "*"  "  dx  pour  la  diflTércnce  de  la  femme  des 
momens  des  forces  comprifes  dans. MAM,  dow;  Tint^gtale 


': — x'^"^"         eft  la  fomme  des  momens^  je  divife  cette 


fomme  par  celle  deâ  fofces  ou  par  Imtégrale  de  zyxiix 
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xmm^  jmp.^j,,  ^^  j^  diftance  du  centre  de  percuffion  de  MAM 

ani  fommet  A,  par  conféquew  |^^|~~~aeft  la  diftance  du 

oehue  de  pcrcuflîon  de  Ja  pvabolç  QAB  au  fomhiet  A. 
'Si  m  ==2  ,  ;i=  i;  comme  dans  la  parabole  cubique  on.  aura 

itnm -f- 5 '*>'>+ )fn  8-+-To*f-}  %i  y*  'j' 

^« -H 7'ww-f- +«!•'*  ix,^i4^4  30^  lis  *^ 

Si  m==  3 ,  »==  i  on  aura  ^^^j77^  a  =  ilî  ^==^8,^ ^ 

des  autres.  ..,..._;■•  ^;     ,,;.,  .>,..,  .-  , 

10  j.  Trouver  le  eemre  dëpercujjion  de  la^^ar  aboie  qui  tourne  autour' 
df/abaféQB(F\g.  S9^y  /  *  '' 

Nommant  les  mêmes'  grandeurs  des  mêmes  noms  que  dans 
Farticle  précédent  >  j'ai  PD  =^a  —  x^  multipliant  donc  Télement 
aydx  par  fa  diftance  VDf=M  —  jc,  j'ai  2aydx  —  2yxdx  pour  la 
différence  de  la  fomn^e.dcs  forces  des  étemens  .compris  dans 
MAÎ^l^  &  tpultiplîaht;  çiicorc  par  a- — x  )iï  laaydx-r-^^ayxdx 

-+- 2yx^d^=^  zaax  *dx  -t—^/ja? ^dx ^zx^  dx  pour  la  différence ' 
de  la  fomme  des  niiomeqs  des  forces  ;  rdoïxc  Vvûtégx^U^^^^^ 

■^   ^*  H-^  eft  la  fiwmnrdcs  mometis-,  j©  dbJfQ  iwtte  fom* 
mé  par  celle  des  forces  ou  par  l'intégrale  de  -^aydx — zyxdx 

1  1  Ail* 

=s=  2ax  •  </x  —  2x  ■  ^;ir.qui  tft  "^^  ' — ^^ ,  ^  le  .quotient 
i^2^.^séj±}sà  =.=  îifî=:iîîffLJI^  efl  iaidîftance  du  cen- 


35a  —  iljr 
70tfx**  — —  4IX* 


trè  dç  percuQion  de  MAM  à  la  bafe  CB ,  &  rfoppofant  que  AP 
=*  devienne  égal  à  AD  =  ^  j'ai  ^.^""V^'-^'^^' 

«Hfir/-^^^  pour  ià  diffance  du  centre  de^ 

peraiffiott  de  CAB  à  la  bafe  CB. 

-  10 5;  Trouver  le  centre  de  fercujfion  d'un  €ylindre  qtiitOHtnç.aufour^ 
de  fune  de  fes  extrémités  A (  Fig.  60.).  - 

Ce  centre  eft  fur  Taxé  AB  ,  je  nomme  AB:^=jf,  ÀP  =  ^  . 
Pp  =  dx ,  le  rayon  BFi=*MP  5=5:  r  >  6c. Jalcirconfirence  que  ce^ 
rsyon  dégik  autour  de  Taxe  =jp  >  donc  le  cercle  MM  ^=  ^^ 

Pppij 
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&  multipliant  par  ?p=dXf  j'ai  ^  jour  relement  du  cylindre  > 

je  multiplie  parla  diftance  AP  =::*,  ce  qui  donne ^^  pour  U 
diflference  des  forces  de«  élcmens  compris  dans  le  cylindre  HM  ». 
édmoltipliant  encore  par  AT,  j'ai  ?~ï  pour'la~différcnce  de  la 
fommç  dés  niomêns  des  forces,  donc  li'ntégrale^cftlafom- 
me  desmomens;  je  divife  cette  fomme  par  celle  des  forces  on" 
par  nntëgrale  de  ^  qui  eft  £^  ,  &  le  quotient  f  *  eft  ia  di- 
ftance du  ©entre  de  percuflîoa  du  cylindre  HM  au  foinmet  A  , 
&  fuppofant  que  AP=«  devienne-  égal  à  A.B^=a,  j'aif  ^  pour 
la  diftance  dti  centre  dc.percuflion  du  cylindre-entier  aulbm- 
metAi.  ,  •  , 

Comme  k  centre  de  percuflion  eft  dans  lé  foDde  >  fi  Ion  veut 
favoir  par  quel  point  de  la  furfacc  fe  fait  la  pbs. grande  percuf- 
fîon,  oh  déterminera  l'arc  que  le  centre  de  perculfion  décrit ,  fie 
l'on  mènera  wne  tangente  au  point  dé  cet  arc  où  le  centre  fe 
trouve  dans  le  tems  de.  la  percqffion  ;  fuppofons  par  exeinple 
que  lé  céfitredc  percuffibn  du  cylindre  AB  {Fig,  61.)  Soit  Ig 
point  tP,  &  que  ce  cylindre  étant  ttiii  autour  du  point  A  cho- 
que un  auttre  corps  lorfi^u  il  eft  parvenu  dans  là  pofition  AC; 
le  centre  P'dA:rira  l'arc  PD,  fie  fe  troiïveïa  en  P  dans  le  tems. 
delà  percuflion;  c'eft.  pourquoi  on  mènera  au  poinr  D  la  tan- 

fente  KS  fie  la  plus  grande  perculfion  de  la  furfàce  fera  au  point 
L  à  caufe  que  le  centre  D  de  percuflion  fe  trouve  dans  l'élément 
RS  du  cylindre,  Ce  il  cà  eft  de  mêoje  1  l'égard  de  tous  les 
iblides.  . .  ^     ,       • 

107*  Trottver  k  centre  depercujfton  im,  cyUnàre  ^tetarne  «#-.. 
tour  aunp'mt  kprUfttrleprohn^ernmt  BA^defon  a^^BC  (Fig.  62.)^ 

Je  nomme BC=*A,AB==*,BP=Jc,P;>=:=<fcf,.PM=r,. 
&  la  circonférence  décrite,  par  ce  rayon  autour  de  l'axe  sssfi 
doncAP  =  ^-1-«,  ficlecercreMM==|iainfi'^eft  l'clc- 

ment  du  Cercle,  je  mulriplic  par  la  diftance  A -4- if ,  ce  qui  àùa" 
ne  ^r+-  2~  pour  la  différence  de  la  fomme  des  forces  du 

cylindre  HM  ;  je  multiplie  encore  par  b  -f-x,  &  j'ai  -^— 

^brfxdx'^'^^^  diflKrence  de  lalbname  des  momens;  donc 
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l'intégrale  &  -l-"^2î!  -h  îÇ  eft  la  fomme  des  momcns ,  je  di- 

vîfc  cette  fomme  par  celle  dès  forces  ou  par  intégrale  de  -L_ 

^2fi*qui  cft  ^  +  ^41,  &  le  quotient ^^^-^Z^-;;^--'^  eft  U 

diftance  du  centre  de  percufFion  du  cylindre  HM  au  point  A  ; 

ficfuppofantque  BP=;i^  devienne  égalàBÇ=tf  j*ai  — "^^*t21. 

pour  la  diftance  du  cehtxe  de  percuffion  du  cylindre  entier  au 
point  A. 

io8.  TrMver.  k  centre  de  percuffion  êun:  ^gy  qui  toterm  oufMr 
de Jorr/bmmet  A  {Fig.  63.).  ^^ 

Ce  centre  eft  dans  Faxe  AB  y  &  pouv  le  trguver  je  nomme  ' 
XB=^a,A?=x,?M=y,Fp==^dx,  BC  =  r,  &la  circon- 
férence de  la  bafe  ou  du  rayoa  BCesscfy  donc  la  circonférence 

décrite  par  le  rayon  PM  eft^ ,.  fie  le  cercle  cft  ^,  lequel  étant 
multiplié  par  dx  donne  ^dx  élément  du  cône  ;  or  à.caofe  des 


triangles  femblables  ABI>,  APM  fdia,r:: M^y  >  donc  j^  "^ Tr 
&  parconféqucnt2^===:l!22^;  je  multiplie  par  la  diftance  AP 
zssxyce  qui  donne  ^^^^  pour  la  différence  4es  fJDrces  des  éle^ 

mens  du  cône  MAM  ,  Se  multipliant  encore  par  x  faî^*^^ 
pour  la  différence  de  fa  fomme  des  momens  ;  donc  Fintégralc 
^~  eft  la  fomme  des  momens  ^.  fit  divifant  cette  ibmme  par 

celle  des  forces  ou  par  Hintégrale  de  ^—^  qui  cit^>lequô^ 

tient  fx  eft  la  diftance  du  centre  de  pcrcuffibn  du  cpne  AMM 
ap  fommet  A  ^  fie  par  conféquent  f  a.  eft  la  diftance  du  centre  da 
percuflion  du  bône  entier  au  même  fommet. 

lop.  Trouver  le  eentre  depercujjion  du  même  cône  qui  tourne  autour 
du  diamètre  CD  de  fa  bafe  (  Fig.  63.)^ 

Nommant  les  mêmes  grandeurs  des  mêmes  noms  ,<3ue  dan» 
l'article  précédent  >.j-ai  PB  =^  4  — x  y  multipliant  donc  1  élément 

MM«m=ffi^«ef±parladiftaiice^*,i:ai^-i^^ 

pour  la  différence  des  forces  du  cône  AMM ,  &  multipliant 

tncow  par  a  —  ;v  j'ai  œ:f!i:^i:^:!±122:!ff  pour  la  diflKre». 
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ce  de  Ja  fommc  des  momens  ;  âonc  lintégrale  ~^ ^^ 

^-  ÎHL,  eft  la  fomme  des  momens ,  je  divife  cette  fomme  par 
celle  des  forces  ou  par  l'intégrale  de  ^^''■^  x—pfx^  x  ^^.  ^^  apx^ 
-*-^ll  ^  ce  que  je  fais  en  réduîratirïa  première  fotnmeà  fou  déao- 

mmateur  commun  — ^^^^ ^-^-- ,  oc  la  féconde  a  fon 

dénominateur  commun  ^'^'^-  ^J^^*  '  y  V^^^  réduifant  Tune  & 


Tautre  au  même  dénominateur,  &  faiiàntia  dîvîfion  j*ai 

i£4a---jo^*  -f-jju^    ^^^  1^  diftance  du  centre  de  pcreuflîon du  cône 
AMM  à  labafe  C©,  &  fuppofant  que  APes=jc  devienne  ^gal 

a  AB  =^a.  i ai  — '  -^  ■   -■ =3=  1  ^i  pour  |a  diftance  du  cen- 

tre  de  percuflion  du  cône  total  CAD,  à  fa  bafè. 

Je  fiiis  çblîgé  ds  rçlç ver  encore  une  fois  Terrear  de  quelques 

Auteyrs,  qui ,  s'imaginent  que  ^^^''  ~oa—  5/  ^   ^^  !^  dirtance  du 

centre  de  percuflion  dû  cône  tronqué  GMMD  ,  &  non  pas  du 

-xîone  AMM;  car  fuppofentque'ÀP=.r  foitégala  7  AD=-|^^j, 

bi  mcwatît  cette  valeur  de.Ar  dans  Tcxpreflion  dont  il  s'agit ,  on 

2jura —1 — —  =  — ,^       ,,, ="1)  ^  >   &  par  confé- 

•X04— -y-Ja  40d— -15*1  •*       -^       -     r 

que^it^^.  félon  ces  Auteurs ,  le  centre  de  percuflion  du  cône  tron- 
qua feroît  éloigné  de  la  bafe  de  ^^  a ,  &  par  conféquent  ce  cen- 
tré féroit  hors  du  cone  tronqué  ,  ce  qui  cfl  iinpptfible. 

Quant  au  centre  de  percuflion  dû  cone  tronqué  ,  on  le  trou-  ' 
vera  en  fu'ivant  la  méthode  que  nous  avons  enfeignéc  ci-deiTus 
pour  le  centre  de  perctiffion  du  trapezbïde.' 
■    Au  tefte  il  faut  le  garantir  de  la  même  erreur  que  nous  venons 
de  reprendre ,  à  Tégard  de  toutes  les  figures  planes  &  des  foli- 
des  qui  tournent  autour  de  leurs  bafes,    ' 

lie.  Trouver  le  centre  de  percuflion  d^unefpkere  qui  tourne  atftour 
if  une  droite  FE  perpendiculaire  a  P  extrémité  de  pm  diametrt  AB 
(Fig.2(?),       :     . 

.  Je^nomme  AB  =  2r,  AP«=^  j  PM==:^  ,  DC  =  AC=r, 
&  la  circonférence  décrite  par  DC  autour  deTàxe==/>;  -donc  la 
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circonférence  décrite  parPM  eu.  ?' ,  le  cercle  du  rayiDn  PMeft 

Ç ,  &  rélément  dé  la  fphere  cû  Ê^ ,  je  multiplie  parla  diftan- 

bc  AP=*,  ce  qui  donne  ^^*  poiir  la  différence  de  la  femme 
des  forces  du  fegment  décrit  par  AM  autour  de  l'axe  ;  or  l'équa- 
■'tion  du  cercle  étmyy  =  2rx—xx,  j'ai  2^=  i2îf±^=£li£' ^ 

&  multiplianfcncoEC  pa»  *  ,  j'ai  ^^^^f"     f^^"  pour  la  différence 

de  lafonimc  de$.»0B\ens  desfofcesi  donc  l'intégrale ^^ 

—  Y7  ^^  ^*  fomme  des  momens  ; -je-  divife  cette  fomme  par 

celle  des  forces  ou  pat  l'intégrale  de  i2î:f:±=iî!±  qui  eft 

^__^^  ,  &  le  quotient  2121^* -^^f"^^  ^EHzHHL' ^ahài^ 

fiance  du  centre  de  pcrçuïïîon  du  fegment  fpherique  MAZ  au: 
point  A,  &fuppofant  queAP  =  jc  devienne  égal  à  AB=2r,. 

on  aura  ~^'^J''.=  f*-  rs=j  r  pour  la  diftance  dacentre  dé  per- 

Guflîon  de  la  fphere  entière  au  point  A^ 

1 1 1 .  Trouver  le  centre  de  perctifftor^  d^un  paraboloïde  qui  tourne 
autour  (Tune  droite  EF  parallèle  àja  bafe  tr  qui  paffè  par  lejMimet 
Adefonaxe(Fig.  27). 

Je  nomme  AC=a  ,  BC  =  r  ,  la  circonférence  que  le  point 
B  décrit  autounde  Taxe  =/? ,  AP  =  ;c,  PM==y  &  le  paramçtre 
=3  1,  la  circonférence  décrite  par  le  point  M  autour  de  Taxe  eft 

donc^  ,  le  cercle  décrit  par  PM  eft  ^  lequel  étant  multiplié 
par  Fp^^dx  ,  donne  22Lf  pour  l'élément  du  paraboloïdé  ;.  je 

multiplie  par  la, diâance  AP=Ar,  ce  qui  donne  ~-    pour   la* 

différence  de  la  fomme  àcs  forces  du  folidè  décrit  par  AMP  au- 
tour de  Taxe  ;  pr  Téquation  de   la  parabole  étant  yy=2x  ,  jaî 

^ËZï£;=:^^*^  &  multipliant  encore  par:v^  j'ai^— ^  pout  1». 
différence  de  la  fomme  des  momens  des  forces  ;  donc  1-integra- 
.  le  Çv^  eft  la  fomme  dès  momens ,  je  divife  cette  fomme  parcefc 
le  des  foices  ou  par  l'intégrale  de  21— Iquî  eft  %-^  le  quctienc 
I  *eft  la  ^ance  du  centre  de  geicuffioa  du-  folide  décrit  par 
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AMP ,  au  fummct  A  ;  donc  f  ^  cft  la  diftancc  du  centré  de  pcr- 

cuflion  du  folide  entier  au  fommet  A. 

On  peut  aifément  appliquer  cette  méthode  à  grand  nombre 
d'autres  exemples  que  je  me  difpenfe  de  rapporter  pour  n'êsc 
pas  trop  long. 


CHAPITRE  Vlh 

Ufigc  du  Calcul  Intégral  pour  la  méthode  inverfi 
.  des  tangentes. 

t  <^*^^T  O  u  s  avons  vu  dans  le  fécond  Livre  que  le  calcul  dif- 
X\|  férentiel  nous  fournit  des  expreflions  générales  des 
tangentes^  des  foutangentes  ^  des  perpendiculaires  ^  &  des  fou- 
perpendiculaires  des  courbes  ^  &  qu'enfuite  parle  moyen  de  ces 
expreflions  générales  &  de  l'équation  particulière  d'une  courbe  , 
on  trouve  lexpreilion  particulière  de  (a  tangente  ^  de  fa foutan-- 
gente^  &c.  or  la  méthode  inverfe  des  tangentes  apprend  à  trou- 
verTéquadon  d'une  courbe  ^  Ac  fa  conftruûion  lorfqu'on  a  Fex- 
preflion  particulière  de  fa  tangente  ou  de  fa  foutangente>  &c. 
ce  qui  fe  fait  en  comparant  cette  expreiïîon  à  Texpreifion  géné- 
rale I  ainfi  quon  verra  dans  les  exemples  fui vans« 

113.  Trouver  la  courbe  dont  lajhutangente  efi  ^. 

L'expreflion  générale  de  la  foutangente  des  courbes  t^^j 

comparant  donc  cette  exprefllon  avec  Texpreflion  pardculiere 

^,  j'ai  ^^=  ^,  donc  aydx^2yydy,  &iadx:^i^  ou  adx=^ 

stydy  i  tirant  donc  Tintègrale  de  part  &  d'autre  ^  j'ai  ax^^yy  »  or 
cette  équadon  eft  une  parabole  >  dont  le  paramètre  ='a,  décri- 
vaat  donc  avec  ce  paramètre  une  parabole  ^  fa  foutangente  fera 

*  •  • 

.    114^  Trfuver  Nquation  â!unt  courbe  dont  la  JouperpenMctdaire  efi 
me  grandeur  confiante. 
Je  nomme  cette  grandeur  confiante  =  a ,  or  fexpreflîon  gé^ 

nérale  de  la  foupèrpendîculaire  eft  ^  ,  donc  ^=a  ,  àL  ydy 

sas  adx  i  &  drant  l'intégrale  de  part  fie  d'autre  j'ai  {y^  sszax  ou y^ 
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«=i^^,  or  cette  équation  eft  une  parabole  dont  le  paramètre  eft 
aa ,  décrivapt  donc  avec  ce  paramètre  ime  parabole  ,  elle  fera 
la  courbe  reprîfe. 

1 1  y.  Trouver  t équation  (Tune  courbe  dont  la  fouperpendiculaire 
<fi=r — X.  '  ^      '     ^ 

L'équation  généfîJe  de  la  fouperpendiculaire  cft  ^  ,  donc 

^ = r — X,  Se ydy = rdx — xdx ,  âc  tirant  Tintegrale  de  part 

&  d'autre  ,  f ai \yy  ^=rx  —  \x^^  ouyy  =^  2rx —  xx ,  qui  eft  une 
équation  à  un  cercle  dont  le  diamètre  =2r>  donc  la  courbe  de: 
mandée  eft  un  cercle. 

.  116.  Trouver  P équation  de  la  courbe  dont  la  foutangente  ejltroi-^ 
Jtèfne  proportionneHe  à  i^— *  &*y. 

Par  la  condition  du  problème  on  a  r^—x^y  :  :y  ;  j^^-  ^.  fou- 
tangente  ;  or  Texpreflion  générale  de  la  foutangente  eft^  ,donc 

^~  =  ~  àcyydy  ^=rydx  — y  xdx  ;  &  diyifant  par  y ,  f  ai  ydy 

e=s  rdx'-^xdxi  je  tire  rintegrale  de  part  &  d^autra,  ce  qui  don- 
pe-j  yy.=r* — ,j  xx  ou  yy^=  ::irx — xx  ,  qui  eft  Téquation  d'un 
cercle  dont  le  diamètre  3=  2r;  donc  la  courbe  cherchée  eft  i)n 
cercle. 

117.  Trouver  Péquation  d'une  courbe  dont  la  foutangente  ejltroifiii 
me  proportionnelle  aux  deux  grandeurs  r^x,  .&y. 

Par  la  conditîdn  du  problème  r^x^yiiy^  p~^  donc  ~^ 

î=^,  &cyydy=^rydx'+'yxdxi  jedivife  par  jf  ce  qui  donne 

ydy = rdx -4-  xdx ,  dont  Pintegrale  ^yy  =  rx-h'^xx  ouyy  =  2rje 
^xx  eft  une  équation  à  Tliyperbole  équiiatere  ,  dont  chaque 
axe==2r  ^  donc  la  courbe  demandée  eft  une  hyperbole  équila-; 
terc.. 

118.  Trouver  F  équation  dont  la  foutangente  efi  égale  à  P  ordonnées 

Nommant  rordonnée;^j'ai^  =  ^,  donc  ydy=^ydx  ,  ou  dy 

c=zdx^  &c  tirant  Imtegrale , f ai  x=yy  qui  eft  Téquation  dun 
triangle  reÛangle  ifofcele  ;  mais  fi  Ion  prend  x  pour  un  arc  de 
cercle ,  ce  fera  1  équation  d'une  cycloïde. 

2ip.  Trouver  Péquation  d'une  courbe  dont  la  fouperpendiculaire  eji 
Vax. 

Qqq 


,jpo  Le  Calcol  Différentiel^ 

Véqvaûoa  générale  de  la  £>uperpendiculaire  eli  ^  donc  ~ 

«3 V^ax y  àcydy  =zdxVax  =  a^x^dx,ài tirant riategraie  f^li^yy 
s=s:^a*x*  ouyy=ja^x^i=^xv'^ax. 

Pour  çonftmire  cette  équation  je  décris  avec  un  paramètre 
s=i4aune  parabole  ABC  {Fig.  6^.) ,  je  nomme  BP=:if,  PM 
»=  z  •  &  par  conféquent  j'ai  zz  =  ^ax ,  &  z  î=  x^^ax ,  je  prens 
une  moyenne  proportionnelle  PQ  entre  f  BP=f  at,  &  PM  =2 

csv/^âjcj  ce  qui  donne  PQ  =^  =  v'f :vi/4«a;  ,  donc  PQ=y* 
=  jx  V^axy  aînfi  faifant  la  même  chofe  à  Tégard  de  toutes  les 
ordonnées ,  la  courbe  A-QN  cft  lacourbe  demandée. 

110.  TtçMver  la  courbe  dont  la  perpendiculaire  eji  une  grandeur 
confiante. 

Je  nomme  la  grandeur  confiante  ==^r;  rexprcflion  générale 

de  la  perpendiculaire  eft  ^^^^^^*  >  donc  ^!!^E^  =  a,  & 

y^/HôF^^'' = adx ,  &  élevant  tout  au  quarté ,  j'ai^^iar*  -4-^*iy* 
=3=W«*,  OU  y^dy^=:a^dx^ — y^dx'' ;  je  diviîc  par  a* — y^  ^  ce 

qui  donne   Vj^^^  =dx^  ;  donc  en  tirant  la  racine  quarrée ,  Jû 

^==jî  =àxy  ou  — ^,-TZi:ji  =  —  ^^  y  OM—ydy^a^—y^ 

= — dx^  dont  l'intégrale  eft  Va^ — y^  == — a:;  or  pour  voir  fi  Vmr 
tegrale  du  premier  nornbre  eft  complète,  je  fuppofe  j^=o,  & 
par  conféquent  effaçant  le. terme j^*,  il  refte  ^a^Œs.d,  dontit 
faut  retrancher  a  decette  integrale,&  par  conféquent  j'aiVa*  — y^ 
•— ^= — X,  o\jiVa^ — y^^=a — Xy  &  élevant  tout  au  quatre, 
j*ai  a^ — y^  =  a^—  2ax  -H  jca:  ,  où  2ax  —  xx  ^='yy  ,  qui  eft  une 
équation  à  un  cercle  dont  le  diamètre  eft  :k7. 

121.  Trouver  F  équation  de  la  courbe  dont  faire  ejl  =  aVx. 

Suppofant  pour  un  moment  que  la  courbe  qu'on  demande  (bit 
BM  (%.  54.)  je  nomme  l'ordonnée  PM===y,rabfciae  BP=ar,  & 
'^dXydx  pour  Télement  de  BMP ,  de  même  prenant  la  différence 

de  aVx.y  j  ai  \ax      *  dx  pour  l'élément  de  Paire  donnée  >  donc 


ydx  ^=\ax 
tout  au  qua 
lion  d'une  hyperbole  du  fécond  genre  entre  les  afymptotcs.- 


^\ax      *^:v,&  par  conféquent  j^  =  |^a:      *  ,  &  élevant 
tout  au  quarré,  j'ai^^  =  i:a^A;-ï ,  o\xy^x=^^a^-y  &  ceftTéqua- 
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i22i  Trouver  Nqufltion  de  la  courbe  dora  Paire  ejl  -^^ 

La  différence  de  cet  aire  cft  ^^^  ,  ot  rexprcffion  générale 

4le  la  diiFérence  d  un  aire  e&ydx,  donc~^=j^i^,  &  divifant 

par  dxy  j'ai  ~  ==y ,  ou  x^^=jay ,  &  c'cfl:  réquationd'un  corn-» 

plement  BHC  (Fig.  64.)  de  parabole  dont  le  paramètre =7^  ; 
car  nommant BR=pPM=;c,  &RM=BP=^,  on  apar  la 
nature  de  la  parabole  x* = j  ay. 

123.  Trouver  î  équation,  delà  courbe  dont  faire  ejl  aVaa'-hxx. 

T 

La  différence  de  cette  aire  eu  -t-  axdx  xaa^xx  *  ;  or  Ycifi 
preflîon  générale  de  la  différence  dun  aire  gû.  ydx  /  donc 

^axdxx  aa -+-  xx'^^^ydxy  ÔC;;^^=> 

Pour  conftiuire  cette  courbe  je  décris  une  hyperbole  équîlate^^ 
re  ABC  (Fig.  6$.)  dont  chaque  axe  foit  =  24 ^  &  par  conféquent 
OB=^ay  je  nomme  rabfciffe  OM=RP==Ar  ,  &  l'ordonnée 
JMP  =  OR  =  zi  par  la  propriété  de  cette  hyperbole  j'ai  x^  =  z^. 
—  a*,  donc^^-+-:c*=^*,  &  MP  =  2  =  V^^r+-.5tf*  >  je  prens 
«ne  quatrième  proportionnelle  RQ  aux  trois  lignes  MP,  OB, 

RP,  c'cft-à-dire ,  je  fais  i/oM^ ,  ^  :  :  Xyç;=== ,  &  j'ai 

'^-— ^  =  j;  ;  faîfant  donc  la  même  chofe  à  l'égard  de  toutes  les 
x)rdonnées  RP ,  la  couxbc  BQS  eft  la  courbe  demandée. 

128.  Trouver  P équation  de  la  courbe  dont  taireeflxVaa-^  xx. 
La  différence  de  cette  courbe  eft  dxv^aa^xx^ 


Vaa  -H  XX 

^ydx,doncx^aa^xx^-=^^=ry,  ou;j7S^^=> 

Pour  conftruîre  cette  équation  je  décris  la  même  hyperbole 
équilatere  {Fig.  5j.),  &  nommant  les  mêmes  grandeurs  des  mê- 
mes noms  que  dans  larticle-précédent,  j'ai  PM  =  ^ = v^aa-^xx  , 
je  cherche  un  quat^ré  égal  à  aa-^h 2X^  que  je  nomme  =^nny  puis 
un  reâangle  égal  à  ce  quarré  ,  dont  l'un  des  côtés  foit  égal  à  ^ , 
&  nommant  l'autre  m ,  ]^zïmx=^nn  =  aa'+'X^ y  je  cherche  une  * 
quatrième  proportionnelle  RT  aux  trois  lignes  PM ,  m  ,  RP , 


fnx 


c'eft-à-dire ,  je  fais  v'aa^x^,  m::x,  ^-:^ ,  &  j'ai  ;;== 


4^i  Le  Calcul  Différentiel; 

^^Va4-hxx  "^y  '  ^^^°^  d^^c  1^  même  chofe  à  Tégacd  de  tontes 
Içs  ordonnées  RP  p  la  courbe  BTV  efi  la  courbe  demandée. 

I  a^.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  une  grandeur  confiante  a^  efi 
à  r  ordonnée  y  >  comme  Vaa — yy  efi  à  lafoutangente.       

Par  la  condition  du  problème  ,  fai  a  y  y  :\  Vaa — yy  y 
fTA^-^yy  __y_  ^  ^^^^  dyVaa  — yy = adx  ,   &  par  conféquent 

Pour  conftruîre  cette  équation  je  décris  un  demi-cercle  ABC 
iFlg'66.)  avec  un  rayon  =a,  &  nommant  rabfcifle  OP==^> 

j'ai  VM=zaa — y^ ,  &  TM  =  Vaa — y^  ;  je  multiplie  par  P^ 
=^^ ,  ce  qui  donne  dyVaa — yp  pour  la  différence  de  la  por-^ 
tion  circulaire  PMBO  j  donc  Fintegrale  fdyVaa — yy  eft  la  valeur 

'dePMBO;  ainfi  divifant  par  ^ ,  ]'zx^^^^''\—^  =  x ,  c'eft-à-dire 

que  fi  les  ordonnées  j^  de  la  courbe  quon  demande  font  égales 
aux  abfciflcs  OP  du  quart  de  cercle ,  les  abfciflcs  x  qu  on  doit 
prendre,  fur  OB  font  égales  aux  portions  PMBO  du  quart  de 
cercle  divifées  par  le  rayon  =  a ,  furquoî  il  faut  obferver  que 
dans  cette  courbe  ce  font  les  ordonnées  qui  font  en  progrcffioiï 
'  arithmétique  ^  &  non  pas  les  abfciflcs  >  .&  que  la  quadrature  de 
fon  efpace  dépend,  de  la  quadrature  du  cercle. 

130.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  une  grandeur  confiante = a 
efi  àyy  comme  Vaa  -^yy  ^ft  à  lafi>utangente. 

Par  la  condirion  du  problème  ayy:i  Vaa^yy  y  ^L-fl±2? 

=  '^-,  donc  '^}:^±^^dx,  &ai2î±£=;c. 

Pour  conftniîre  cette  courbe  je  décris  avec  un  paramètre  ==  2m 
une  parabole  AMC  {Fig..  6^. )  ^  dont  je  nomme  TordonnéePM 
1^=^ ,  &  rabfcifle  AP = z  ;  ainfi  Féquation  de  cette  parabole  cfl: 

jjy=2^2;^&parconféquent2=  -  ;  je  prens  la  différentielle  dz, 


==  ~  ,  ce  qui  donne  dz^=^^^  ;  or  quand  rabfciflfc  eft  x  Tcx- 

preflion  générale  de  Tare  différentiel  Mm  eft  Vdx^^dy"-  y  doHC 
quand  TabfciflTe, eu  z,  cette  expreflfion  eft  Vdz^-^dy^y  &  met- 
tant fa  valeur  de  ^^^  ]^^yyy'y''^'''y'  ^  ^yyy=^^Mm^  &  p„ 
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.ïbnf^qucfltlmtegrde-^^^^^^  ceft-à-dire,  que 

fi  Ton  prend  pour  les  ordonnées  y  d'une  courbe  les  ordonnées- 
MP  de  la  parabole ,  les  abfcifles  x  correfpondantcs  de  cette  cour- 
be feront  les  arcs  correfpondans  AM  de  la  parabole  ;  ainfi  Is 
cônftruaion  do  cette  courbe  dépend  de  la  reâification  de  la  pa-< 
Jabole. 

On  voit  par  les  deux  exemples  précédens  qu'il  y  a  des  diiïé- 
xcntielleS  dont  on  peut  trouver  l'intégrale ,  en  fuppofant  la  qua-^ 
drature  de  quelque  courbe  ou  fa  reftification. 

151.  Trouver  la  courbe  dont  lajoutangente  eji  égale  â  une  ligne 
€VnJlante=^a^. 

L'expreflîon  générale  de  la  foutangente  étant  ^~  y  j'ai  ^= i^y 

àonc y dxsssady^  &  divifant parj^,  j'ai  dx=^^=^  ay^dy  ^  éc 

par  conféq,ucntx'==y2ïy-^'^/y. 

. .  Pouf  conftruire  cette  courbe  je  décris  une  hyperbole  équilafere" 

entre  fes  afymptotes  (Fig.  58.) ,  &  nommanrfa  puifTance  BK 

^a  ,  &c  rabfciffe  HP=;^>- j'ai  MPxHP=BR%  donc  MP 

î=^-'=i=  aay^^  y  ÔE  multipliant  par  Vpsssdy  j'ai  aay^dyy  dont 

i'integrale/i*j/-ï  dy  eft  égale  à  Tefpace  afymntotique  MPHSA  ;r 
cfr  cette  integrale'étant  divifée  par  ^,eft  égale  a  PintegvalejfZry-'^ 
^=x  de  la  courbe  que  nous,  cnetchons  ,  airifî  les  abfcifles.  x  der 
cette  courlie  font  égales  aux  efpaces  afymptotiques  dîvifés  mta  ^ 
&  par  conféquerit  la  conftruftion  de  cette  courbe  dépend  de  la: 
quadrature  des  efpaces  hyperboliques,  nous  dirons  bientôt  cora- 
lîienton  peut  faire  cette  conftru6lioiî. 

Il  eft  évident  que  la  courbe  dont  if  s'agit  eft  une  logarithmi- 
que pùifque  fa  foutangente  eft  égale  à  une  grandeur  conftantc  ^ 
et  dans  la  logarithmique  tes  abfcifles  x  font  en  pragreflîon  arith- 
ittetique ,  &  les  ordonnées  y  font  en  progreflTion  géométrique  f 
donc  fi  l'on  décrit  une  hyperbole  équilatere  {Fig.  ép.),  &  qu'on: 
prenne  les  abfciflfes  AP  ,  AR,  AS  ,  AT,  &c.  en  orogreflloa 
géométrique  ,  &  qu'on  nomme  ces  abfcifles  =^y  ,  les  efpacfes 
hyperboliques  APMHZ ,  ARVHZ,  ASBHZ ,  &c.  c'eft-à-ifirc^ 
Itsja^y  "'  dy  étant  divifés  par  a  feront  en  progreflîon  arithméti- 
que ,  puifqu'ils  feront  égaux  aux  abfcifles  d'une  logarithmique' 
dont  les  ordonnées  feront  les  abfcifles  AP,  ARj  AS  ,  &c.  or 
^ue  Icsfa^y-^dy  foient  divifés  par  a ,  ou  qu'ils  ne  le  foient  pas^ 


;^P4  Le  Calcul  DiFFERENTtiL'^ 

ils  font  toujours  en  même  raifon  ,  donc  les  «fpaceS  typedw^î-^ 

ques  font  entr'cux  en  progreffion  arithmétique» 

Puifque  les  cfpaces  hyperboliques  APMHZ ,  ARVHZ  i 
ASBHZ  ^  &c.  font  en  progreffion  arithmétique  >  leur  différences 
font  donc  égales  entr'ellcs^  &  par  conféquentlesclpacesPMVRj 
RVBS ,  &c.  font  égaux ,  ce  qui  eft  évident. 

Les  abfciffes  AP  ,  AR  ,  AS ,  ôcc,  étant  en  progreffion  Geo-; 
métrique  ^  leur  différences  AP ,  PR  j  RS  ,*  &c.  le^font  auffi  p 
,comme  il  eft  facile  de  le  prouver. 

Maintenant  pour  conftruire  la  logarithmique  d'une  façon  à  pou* 
voir  connoître  fa  foutangente  &  Tordonnée  égale  à  la  foutan- 
jgente ,  je  décris  une  hyperbole  équilacere  entre  fes  afymptotes 
(  Fig.  70.  ) ,  &  fuppofant  que  Tune  des  afymptotes  AG  foit  bor- 
née en  G,  je  coupe  AG  aUx  points  B,C,lJ,E,  &c.  en  forte 
que  les  abfciffes  AB,  AC,  AD,  &c.  foient  en  progreffion  Géomé- 
trique ;  des  points  de  divifion  je  mené  les  ordonnées  BM ,  CN, 
&c.  &  les  efpacç3  hyperboliques  BMNG ,  CNLD  ,  &c.  font 
tous^gaux  entr'eux  ;  je  prolonge  lafymptotè  AG  faifant  AP  égal 
à  la  puiffance  de  Thyperbole  LD=tf ,  je  prolonge  ayffi  Pautre 
afymptote  indéfiniment  €;n  R ,  6c  iur  le  point  P  j'élève  la  "per- 
pendiculaire indéfinie  PS  y  je  cherche  la  valeur  de  l'un  des  efpa*- 
ces  égaux  FGHI,  &  je  fais  Pr^A  égal  à  cet  efpace  >  &  dont  Tua 
^es  côtés  Ibit  PA  =  ^  ;  je  fais  le  re£langle  cbde  égal  à  lefpace 
EVHF,  &  ainfi  des  autres  ;  tous  ces  reftangles  font  égaux  en- 
tr  eux ,  puifqu'ils  font  égaux  aux  efpaccs  afymptotiqucs  p  je  prOf 
longe  le  côté  ce  du  premier  redangle  jufqu  à  ce  que  f^.foit  égal 
à  Tabfciffe  xrorrefpondaijte  AF ,  je  prolonge  de  même  le  côté 
id  du  fécond  rcâangle  ,  faifant  dfégû  à  Tabfciffe  AE ,  &  ainfi 
des  autres  i  &  je  joints  les  extrémités  des  prolongemens  par  une 
courbe  GgflLi  qui  eft  la  logarithmique  demandée,  6c  dont  l'or- 
xlonnée  TX  ==:  AD  =  DL =^ ,  &  par  conféquent  la  foutangen- 
te  de  cette  courbe  eft  toujours  égale  à  TX ,  ce  que  jfe  démon- 
tre ainfi. 

Les  efpaces  GAOYHî,  FAOYH,  EAOYV,  &c.  c^eft-^^ 

.dire  les  fay  * dy  font  égaux  aux  reÛangles  indéterminés  PARS, 
rfRS  y  'bdË.S  y  &c.  car  -les  uns  &  les  autres  font  infinis ,  &  les 
différences  des  efpaces  hyperboliques  font  égales  aux  différences 
4es  reftangles  par  la  conftruaion ,  donc  divifant  les  re£t5ngle$ 

indéfinis  chacun  par  a  ;  c^eft-à-dire  Icsfay      ^  dy  par  aj  les  quo^ 
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i&ns  feront  lesyây      ^dy=:Xi  c  eft-à-dîre  les  abfcifles  de  k  lo- 

Sirithmiqu€  ;  &  il  eft  vifible.  i°.  Que  ces  abfciies  feront  les 
oitcs  indéfinies  RA  ,Ke,Wlj  &c.  2^  Que  ces  abfciffes  feront 
^en  progrcflîon  arithmétique  ;  car  les  re£langles  P^ ,  cd^bT  y  ôcc 
jetant  égaux  entr*eux  &  leur  bafes  égales,  leur  hauteurs  A^,  edy 
dT  j  6cc.  qui  font  les  difFérenoes  des  abfcifles  font  aufïi  égales. 
3^  Que  les  AG,  cgy  dfy  &c.  feront  en  progreflion  Géométrique, 
•uifqu  elles  font  égales  aux  coupées  AG ,  AF ,  AË ,  &c.  4^.  Que 
J'X  fera  égal  à  la  puiflance  de  l'hyperbole  par  la  conftru£lion. 

'^^.  Enfin  que  Téquation  de  cette  courbe  étant  yîïy      ^  ify7==xxf 

Aous  aurons  en  prenant  la  différence  ay      ^  Jy  ===  ^a:  ou  —  ==  a:  j 

d'où  Ton  tire  ^=7^^  c'eft-à-dire  la  foutangente  T/ égale  àTX- 


a  y  donc  cette  courbe  eft  la  logarithmique  demandée. 

Les  abfcifles  RA,  Re,.R^,  ôcc-  étant  en  progreflion  arithmé- 
tique font  les  logarithmes  des  ordonnées  AQyegfdfy  &c.  or' 
toutes  CCS  abfcifles  font  infinies  quoiqu'elles  aillent  en  diminuant ,- 
donc  ce  n'eft  qu  après  une  fuite  infinie  de  diminutions  que  Tubt- 
ciflTe  devient  égale  à  zéro ,  c'eft-à-dire  au  logarithme  de  l'unité  y 
&  par  conféquent  l'ordonnée  qui  tient  lieu  de  l'unité  à  l'égard 
des  autres  ordonnées  eft  infiniment  éloignée  du  point  A  ^  d'où  il- 
fuit  que  la  droite  AR  eft  l'afymptote  de  la  courbe. 

Si  l'on  prend  pour  l'unité  l'ordonnée  TX=tf,  c*eft-à-dirc' la. 
foutangente;  les  ordonnées  TX ,  dfy  egy  &c.  reprefenteront  une' 
progreflion  afcendante  de  nombres^  dont  le  premier  fera  l'unité, 
&  les  ordonnées  TX,  rmyni  reprefenteront  la  progreflion  def- 
cendante ,  dont  le  premier  terme  eft  l'unité  ;  or  alors  il  feudra- 
prendre  l'origine  des  abfcifles  au  point  T ,  en  forte  que  le  loga-^ 
rithme  de  TX  ou  de  l'unité  foit  zéro  ,  que  ceux  de  df^  egy  &c. 
qui  reprefeiîtent  des  nombres  au-deflus  de  l'unîté  foient  les  abP 
ciflesT^i  Te,  TA,&c.  qui  font  en  progreflion  arithmétique,- 
&  que  ceux  de  m2,  m  ,  &c.  qui  reprefentent  des  nombres  au 
deflbus  de  l'unité  foient  les  abfcifles ,  Tm,  T/i,  &c,  qui  font  aufli^ 
en  progreflion  arithmetique,mais  qui  font  négatives  à  caufe  qu'el- 
les font  prifes  de  l'autre  côté  des  précédentes ,  tout  cela  s  accord- 
dé  parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  enfeigné  touchant  les 
logarithmes  dans  F  arithmétique  où  nouf  avons  fait  voir  que  les- 
logarithmes  des  nombres  au^deflus  de  Punitéfont  pofîtifs  ^  &  qpp- 
ceux  des  nombres  moindres  qpe  l'unité  font  négatifs.' 


'à^r^6  Le  Calcul  Différentiel; 

On  peut  auflî  avoir  les  logarithmes  poHtifs  &  négatifs  â»is 
l'hyperbole  ;  car  fi  Ton  prend  p<^  Tunité  Pablcifle  AD  =DL 
=  ^ ,  les  abrcifles  AE,  AF ,  AG ,  &c.  reprefenteront  les  nom- 
bres d'une  progrellîon  Géométrique  au-defliis  de  Tunité  ,  &  les 
abfcifTes  AC ,  AR  ^  6cc.  reprelènteront  les  nombres  de  la  prcv; 
greflion  moindres  que  Tunité  ;  le  logarithme  de  AD  fera  zéro  ^ 
ceux  de  AE,  AF  ^  AG,  &c.  feront  les  trapezoïdes  hyper- 
boliques LE^  LF  5  LG  y  &c.  qui  (ont  en  progreffion  arithmeti* 
que  y  à  cauie  que  les  trapezoïdes  LE  y  VF  >  HG ,  ficc*  (ont  égaux 
^nrr'eux  ;  enfin  les  logaridunes  des  abfcifles  AC,  AB,  &c.  fi^. 
jont  les  trapezoïdes  DN ,  DM ,  &c.  qui  font  aufO  en  progreffion 
arithmétique ,  mais  négatifs«à  caufe  qu^ils  fonr  pris  du  côté  op-^ 
pofé  aux  précéd^s^ 

CHAPITRE     VII L 

Vfage  du  Calcul  intégral  four  trouver  ks  Logarithmes^ 

>52.  r  T  N  nombre  étant  dorme  y  trouver  /on  Logarithme^ 

\^  Je  décris  une  logarithmique  (  Fig.  70.  )  dont  je  nonv 
me  l'ordonnée  TX  égale  à  la  foutangente=  i  ^  ôc  fi  le  nombre 
cft  au-defius  de  Tunîté  je  cherche  une  autre  ordoimée  du  côté  de 
TA  qui  foit  à  TX  comme  le  nombre  donné  eft  à  Tunité  ;  fuppo- 
fons  que  cette  ordonnée  foit  eg  &  que  fon  excès  fur  TX  foit = z  , 
cette  ordonnée  fera  donc  i  H-  e  i  or  quand  Tordonnéc  eft  =y 

fon  abfcifie^  x:'eft-à-dire  fon  logarithme  ç&Jay"^^  dy{IV.i^i.) 
pu  Jy  '  ^  j  en  fuppofant  a=  i  y  donc  quand l'ordoniiée  eft 
I  4- 2  ;  le  logarithme  efty^  1  -h  »  dz  ==/  -—-z  ^  ^'^^ "^" 


dz 


Aitc  que  ce  logarithme  fe  trouve  en  prenant  l'intégrale  de  ^^^ 

j=i^i  or  pour  avoir  cette  intégrale  il  faut  d'abord  divifer  f, 
par  1  -H^  ^  ce  qui  donne  la  fuite  i . — z-jrz^ — z3  -+-  a^4 — z.^  ^4-  2;^^ 
&c.  puis  multiplier  par  dz  ,  ce  qui  donne  dz  —  zdz  -4-  z.^dz 
—  z'^dz^z^dz  —  z'îdZ'^z^dzy  &c.  enfin  tirer  l'intégrale  qui 
eft  z —  i  2»  H-  y  z3  —  i  2,4  -+.  I.  aT  ^  &c.  donc  le  logarithme  .ch^r- 
f  hé  eft  égal  à  cette  intégrale» 
•  ^  Si 
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Si  le  nombre  propofé  eft  moindre  que  lunité  ,  je  cherche  une 
autre  ordonnée  ni  du  côté  de  TR  qui  foit  à  TX  comme  le  nom- 
bre propofé  eft  à  1  unité ,  ôc  fuppofant  que  lexcès  de  l'unité  fur 
le  nombrejïropoféfoit=z>  j'ai  m  =^  i  — «  >  donc  rabfcifle  de 

ni  ^  ceft-a-dire  fon  logarithme  eft/,  i — z         —  ^=/r:r^> 
c  eft  pourquoi  tirant  l'intégrale  de  —  -—^  =«  -^  i^  qui  fe 
trouve  en  divîfant  —  i  par  i  —  z ,  puis  multipliant  par  dz^  & 
enfin  tirant  l'intégrale  ,  j'ai  —  z  —  \z^  —  t  2;3  —  |  z^  —  7  a;^ 
&c.  pour  le  logarithme  du  nombre  cherché. 

Si  Ton  veut  trpuver  les  logarithmes  parje  moyen  de  l'hyper- 
bole ,  je  nomme  k  puiflance  DL  =  AD  >=»  i  >  &  û  le  nombro 
propofé  eft  plus  grand  que  Funité  je  cherche  une  autre  abicifle 
AF  qui  foit  à  AD  comme  le  nombre  propofé  eft  à  l'unité;  je 
nomme  l'excès  DF:=î=:^,  ainfii  AF==  i  H-z;  or  l'elpace  hyper- 
bolique LDFH  eft  le  logarithme  de  AF ,  &  czt  efpace  eft  z — ^  z^ 
*f^yx5 — i^4-|-i.  2;f^ -ficc.  (M  20.) y  dônc  le  logarithme  du 
nombre  propofé  eft  z  —  |  x*  -+-  J-  x3  ^  6cc. 

I  î  ^.Unfinus  QP  étant  donné  { Fig.  20.  )  trouver  fon  logarithme. 
Pour  réfoudre  ce'  Problème  on  fe  rappellera  une  propriété  des 
logarithmes  dont  j'ai  parlé  dans  P Arithmétique' des  ijfeométres  y  & 
que  je  vais  redire  en  peu  de  mots. 

1^  Si  Ton  prend  la  fuite  des  puîflances  d  une  grandeur  x  à 
commencer  par  ;c^=  i ,  cette  fuite  fera  x^y  x%  x^^  x^  ^  x^^  x^ , 
'  &c.  &  CCS  puifTances  étant  en  progreffion  Géométrique ,  leur 
expofant  091^2^5^49^1  6cc.  font  en  progreffion  arithméti- 
que ,  donc  ces  expofans  font  les  logarîtnmes  des  puiffances. 
2®.  Pour  multiplier  l'un  des  termes  de  la  progreffion  par  un  au- 
tre y  par  exemple  x^  par  x^ ,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  l'expofant  2.  à 
rexpofant  3.  ce  qui  donne  Fexpofant  y  ,  du  produit  x^  \  donc 
loriqu'on  multiplie  un  nombre  par  un  autre  >  le  logarithme  de 
l'un  étant  ajoute  au  logarithme  dePautre  donne  le  logarithme  du 
produit.  }®.  Pour  divifcr  un  terme  de  la  progreffion  par  un  autre , 
par  exemple  x^  par  x^ ,  il  faut  retrancher  l'expofant  j  de  l'expo- 
fant y  ,  &  le  refte  2  eft  l'expofant  du  quotient  x^ ,  donc  quand 
on  divife  un  nombre  par  un  autre  ,  fi  on  retranche  lé  logarithme 
/du  divifeur  du  logarithme  du  dividende ,  le  refte  eft  le  logarithm'j 
'du  quotient.  iP.  Pour  élever  un  terme  de  la  progreffion  à  une 
pûîffance  quelconque ,  par  exemple  pour  élever  x^  à  la  troifiéme 
.  •     .     •    '  Rr'r 
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puiflance  dont  rexpofànt  cft  ^  i  il  faut  multiplier  rexpofiutt  a  du 
terme  x^  par  Yex^ofdm  3  de  la  puiflance  >  donc  fi  on  mukipUe 
le  logarithme  de  x*  par  le  logarithme  de  x3  ^  lé  produit  fera  le  loga- 
rithme de  x^  élevé  à  b  troiliéme  puiflance.  5®.  Pour  extraire  une 
racine  quelconque  d*un  terme  de  la  progreflion ,  |fe  exemple 

S)iir  extraire  la  racine  troifiéme  ou  cubique  du  terme  x^^ïL  ntut 
vifer  rexpofànt  6  de  x^  par  Texpofant  3  du  cube  ^  &  le  quotient 
a  eft  rexpofànt  du  ternie  x*  quon  cherche^  donc  ft  on  divifc 
le  logariœme  de  x^  par  le  logarithme  de  x3 ,  le  quotient  (en  le 
logarithme  de  x^^  tout  cela  a  été  démontré  dans  TOuvragp  dté^ 
&  n'eft  qu  une  fuite  du  calcul  des  expofans» 

Pour  revenir  au  Problème  ,  je  nontune  le  rayon  AI=  r,  & 
fabfcifle  Qî*=  z  »  donc  par  la  propriété  du  cercle  le  finus  PQ 

==|/  1  —^zz^3sz\^i  ^zx  i— z;  orfi^pafàm  que  dans  la  loga- 
rithmique (  Fig.  70.  )  la  droite  TX  égaie  à  la  foutangente  ibk 
^ale  au  rayon  du  cercle  ^  fi  je  preiis  une  ordoiuiée  d«  coté  de 
TA  qui  furpafle  TX  de  la  grandeur  z  ,  cette  ordonnée  fera  i  -4-  z  9. 
&  fi  )e  prens  une  autre  ordonnée  du  coté  de  TR  qui  (bit  moin- 
dre que  TX  de  la  grandeur  :&>  cette  ordonnée  fera  1^— z^ainfi 
le  logarithme  de  i-Hz  =  fcra  z  —  ^z^^jzi — ^z*>  6ce.  & 
le  logarithme  de  i — «===•— z*—-^**-— ^3  — ^z4  —  i^y  ^ 

&c.  donc  pour  avoir  le  logarîtkme  de  i-4rz  k  i  —  z,  il  n'y  a 
qu  à  ajouter  en(emble  les  deux  logarithmes  trouvés  j.&  k  fômme 
■— T^*  —  yz^ — fz^ — T^r^  I  Refera  le  logaridune  dei-Hz 
X  I — z  ,  &  pour  avoir  le  logariœme  de  la  racine  quarrée  de 
1  Hrxx  i  — X  ,  ct^  >  à  -  dire  pour  avoir  le.  logarithme  de 
yt-t-jfxi'— jr==Vi  — XX  ,  il  faut  divifer  te  logarithme  de 
1  -4- « X  1  — X  par  lexpofant 2  du  quarré,  &  Icqaotient— |iZ* 
— -^  z^  —  jz^  —  T^^>  (eta  le  logarithme  de  •! — xxoû  dufinos. 
QP(%.aoO-: 

134.  Une  tangnitf  BG  itam  donnée  (  Fig-  p^  PMfun/mbg^h^ 
rithme. 

Je  nomme  le  rayon  B€=  1.;  or.  la.  tangente  de  Tacc  de  45^ 
degrés  eft  égale  au  rayon ,  celle  d'un  arc  plus  grand  eft  plos:. 
grande  que  le  rajon^  &  celle  d'un  arc  Qioindre  eft  moindre  que 
le  rayon  9  donc  la  tangente  de  4;  degr^=s  i-y  la  tangente  plus, 
grande  eft  i  +  z  en  foppofant  que  z  eft  Texcès  de  cette  tangente: 
fur  celle  de  4^  degrés  >  &  la  tangente  moindre  eft  i — z^  en  fup-s- 
po(ant  de  m^me  ^ue  la  tangente  de  4j.  degrés  eft  plus  granac 
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de  la  quantité  z  ;  ainfi  le  logarithme  de  la  ungente  r  +  2=  s 
—  7^*-+-|z3  — Xz^^^z^ ,  &c.  &  le  logarithme  de  la  tan- 
gente I *—«=«—«— i'^*  — jzfi  r-i»*,&c. 

REMARQUE. 

I  jf •  Pour  marquer  en  gênerai  im  logarithme ^  on  iè  fect  de 
fcicpreffion/;  ain(i  /,  1-4-z  (îgnîfie  le  logarithme  de  i  -f-^^  /# 
«  —  z  fignifie  le  fogarithme  de  i—  £  ;  /^  «r  fignifie  le  logarithme 
de  z  ^  &  ainfî  des  autres. 

X*«>  /32,  /'^z  marquent  les  logarithmes  de  z^,z^,  z'^j  &c^ 
/•^z,  /-3z,  /-""«  marquent  les  logarithmes  de  «-*j  a  ••î,  ^-'•^ 

Bec,  ou  de  ~,  ^1  ^Ti  &c.  /fe  fignifie  le  logarithme  du  loga- 
rithme de  Zfl'^tz  marque  le  logarithme  du  logarithme  de  x"*^ 
6c  ainfi  des  autres, 

-dl  ^  I  -4-  z  fignifie  h  difier^^nce  du  logarithme  de  1  -*•  2  ;  ^/^ 

I  —  z,  la  diâ^rence  éU  logarithme  de  1  -—  2;  s  ^ ,  la  difFér 
rence  du  Iqgaridune  dcz,  &c. 

Lorfque  les  ordonnées  de  la  logartdimîque  font  nommées  s=y\ 

II  les  abrciflès  x  j  Féquatien  eft  x  ^=^fy  -  '  ^  en  fuppofaat  la  fou- 
tangente  a=si{A^.i3i.)9  <lonc  nommant  les  ordonnées  ;=  z 
féquatîon  fera  ;cs=jfe-*  <fe ,  &  par  confécjaent  ^*e=  z-^  '  âz 

XB=  -.  ;  or  i/x  eft  la  différence  dVme  abCbifle  i iautf e  (  Tt^  70.) ^ 

c'eft-4^dire  la  différence  des  logarithmes  >  donc  ladiffikence  dx 
du  logarithme  d*un  nombre  z  eft  égale  à  la  différence  de  ce  nom* 
bre  divifée  par  z.  Cela  pofë. 

JLa  di&rence  àl^  i-H«  =  7— j  la  di^fer^ice  J/,  t  — » 

«=^,  la  difiêfeacea/,  ;r=«^,ladiÔbr«aice-^/t  =  -.^^ 
&c. 

Pour  trotnrer  ladifRfnenceiT^,  je-pretw  ttneîhdétermmée,<r, 
&  jefiippofer2;5=M'*,donci5=»  &  dlz^=iu^=^^\  je  prens 

la  différence  de  rz«=^*,  ce  qui  àmvi^M'^z^mr^^  duy  & 
àcairfè  iedkia«Wfc  fâl^'"~*«;i=«iw'"~Vi  fub^ 
valeurs  de  mtT^^  ^  te  de  du  dans  la  différence  drz  =  mtT^^ 
dM.  jfùdi'^z^f'zx^^z-' r^' zx  dz. 

Rrri; 


yoo  Le  Calcul  DiPFEniNTiÉL', 

Pour  trouver  la  différence  <///z,  je  ruppofei^=»;  donc,  i*^i& 
=  du  =  ^,  a®.  //«  =  A»,  3».  i//a=</Ai=^,&  mettant  au  Heu 

de  iw  fa  valeur  -,  6c  au  lieu  de  »  fa  valeur  h,  j'ai  dUz^-^ 

Si  le  nombre  x  ou  —  x  étoît  exprimé  par  i  •+-  2;  o»  par  1  —  z^, 
on  fubftitueroic  dans  les  différences  que  nous  venons  de  rrouvét 
1  -(-  2  au  lieu  de  z  »  &  1  -<-  z  au  lieu  de — Zj  par  exemple  fi  l'on 

chcrchoît  la  différence  dll,  1  -h-z  on  auroit  i  -+-z  / 

X  i-^z  dzyi/L  ainfi  des  autres.. 

Pour  trouver  la  différence  dTk,  je  fuppofe  Jzix=§^y  donc  ^ 
xo.  dlz=rdu=:^'^  ,2\  riz^ru ,  &i  dnz  =  di\  i  ornous 

avons  ci-deffus  i/^z «=  z~ T""  *2ufz ,  dono  d^u^^u^  "^Z"""* 
wrf»;  donc  i/*/2  »=  u^^  l^^^udu  ;  fubftituant  donc  la  var 
leur  de  n"^*  qui  eft/^^z,  celle  de/^^^'nquiefti^'Vz,  fie 
celle  de  ^  qui  eft  ^ .  j^ai  driz^^l^'z  /"•"  '  z  x  ^. 

1  ?  (f .  Tt  fuît  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  l'intégrale  de 
dix  1  -r-z  =«  j~  eft /^ Hkr^> quecelle de ^/x  i — z=^  —  j^::^ 
cft/,  1  —  j»^  que  celle  de  i/irac=  -  eff/x^. que  celle  de  /*"     *3 

X  ^  eft  /"zj  ficc.  je  ne  m  arrête  pas  beaucoup  à  ceci  à  caufe  du 
peu  d^ufage  qu  on  en  fart*.  ,,  ^ 

CHAPITRE    rX 

Ufigcdu Caîcttlintégraîàt égard  des quantitésex^onentieUes:^ 

*37*  T      O  R  s  QU  B  dans  Péquatibn  d'une  courbe  il  fc  trouve: 
J.^  une  quantité  confiante  ou  variable  >, élevée  à  une  puifr 

fance  variable  ,  par  exemple  a*,  ou^*,ou.*%.&c.  cçtte  courba 
$'^]ypc]lé  exponentieile  f  ouparcotsrantt.  * 

rar  exemple  foit  la  coUrbe  y^fgG  (Fig-.  70.)  dont  nous  fuppofe- 
rons  que  les  abfcifles  foieht  piifes  fur  la  droite  TA  ^  <]^ue  le  pokit: 
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drorigine  foit  T ,  &  que  ces  abfcifles  foient  dans  une  progrel^ 
(ion  quelconque  ,  par  exemple  dans  la  progreflîon  des  nombres 
naturels  >  1  >  2  ,  5  ,  4 ,  &c.  nommant  les  abfcifles  ;i: ,  fie  les  or* 
données  ^9  f^,  6cc.==j^ ,  s'il  fe  trouve  que  chaque  ordonnéejf 
foit  égale  à  une  grandeur  confiante  a  élevée  à  la  puiflance ,  donc 
rabfciflc  correfppndante  foît  Texpcfant ,  Téquation  de  cette  cour- 
be fera  a^  s=jr  ^  fie  la^ourbe  fera  ime  courbe  appeliée  exponen*" 
tielle  ou  parcourante ,  fie  ainfi  des  autres. 

158.  Pour  appliquer  Je  calcul  différentiel  fie  intégral  aux  cour* 
bcs  exponentielles  ,.  il  faut  rédqire  leur  équations  à  leur  expreè 
fions -logarithmiques  >.  fie  pour  cela  il  fautie.rappeller  le  principe 
fiiivant» 

Si  Tott  a  plufieurs  grandeurs  x^y  ^V**^  *'  >  *S  ^^  %  &cr.  qui 
Ibienr  en  progreffion.Geonaétrique  ;  le  logarithme  de  la  première 
puiffance  x^  mukiplié  par  Texpofant  d'uQéè  puiffance  quelconque  de 
fette  grandeur  x  ^par  exemple  par  Texpolant  de  la  puiffance  x^  eft 
égal  au  logarithme  de  ;c^^  ce  qui  efl  évident  puifque  rorfqu'o.n 
élevé  X  à  la  puiffance  x^  j  il  faut  multiplier  le  logarithme  de  x 
par  4  (  A^.  1 5  3  •  )  ainfî  le  logarithme  8e  x^  eft  2lx  y  le  logarîilmie 


j3e  x'^cH  mîx ,  celui  dcx *"  eft ^ /v  ,  celui  de  /,  r^x  efl  ai> 

1-4- ^ ,  celui  de  x^  eft  x/x^  fie  de  même  des  autres  ;  cela  pofé.. 

13p.  Pour  trouver  la  différence  de  *^,  jefuppofe  x^=a  , 
doncyjc=/t,  je  prens  la  différence  en  me  refïbu venant  que 

^différence  de  Ix  eftf ,  fit  celle  de  fe'  eft  ^ ,  fit  fzilicdy^y  ^ 
s=  ^  ,  donc  zlxdy  -4-  7y  -'=»&'ou  zixdy^î^x  '^^  âx  ris  ^^  fie 

remettant  au  lieu  de  2;  fa  valeur  x^ ,  j'âî  x^lxdyHrryx^'^^  dx 

s=dzx,àL  par  conféquent  là  differencç  de  x^cûx^Ixdy*+yx^^^ 
dx.         \  '  • 

'   Pour  trouver  ta  dîflfejence»  de  x^x^y  jefu^pofé  i-4-;cTVs=r2  ^ 

doncy/xT-Hi=&,  fie  prenant  la  différence  en  me  reffouve*» 

nant  que  la  différence  de  /x  k-t-jceft—r^  >  fie  celle  de/reft  -  ' 

f ai / X  I-+-* ^ -»-  ,^;g=  ~  i  donc^z/rXï -*-x</y  -fc-  ^^^-àn. 

ên  tem^tantatt  lieuude  «^valeur  i,-h«f  jf^l  irf-«'  x  Ix  i-h*  Jj^ 
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•*hjrx  n-»'*""  dx^s^dz  t  donc  îa  différence  de  i  h**'  eft 

Pcmr  trouver  la  (^^cetice  de»'  jjèfoppbTe»*  «s^s,  donô 
x'lu=^lzi]c  prens  la  diSerence  ea  obfervant  que  celle  dex^ 
eft  x'Ixdy  ^yx''~  *  dxj  que  celle  de  A  «û  îj,  &  celle  de/» 

eft  J,  &  )'ûx'i)eKlityi^rhyx'''*^h9cdx'!h~=^^ ,  & 
mtihipiiant  par z , j'elzx^hx fuxéy-^zyx^^^*  x  lux  dx 

9 

i+-xx^w     *J!»as:i&;,4cYemen»tta«tieuds«&vileur»'  9  fai 

9  9  9 

^t  x'UcxJhx^-^u'  yx^^'^^xùixdx-i-M     x'm      \dm  fovx 

la  ^SÊSkêUCt^m"  ,9c.éti.  troovera  de  la  même  fàqon  la  dif- 
^eace  des  ^andeors  eicùORenàelles  plus  compolëes  ;  venons 
ti  ia  mttiiere  de  trouver  tes  int^rito  des  dififeremielies  loga^ 
iîthmiqttes^Bc  des  exponentiefies. 

«fo.  Pour  trouver  riatiegRite  dcxMx,  je  fiippofi;  «^ss  i  .4.^  ^ 
donc  lx-=-lx  I  -+-_y,  Scdx  =  dyf  mettant  donc  les  valeurs  de 
Me  9  fade  dx  dans  «à»£c  ^  f^  x/x  iHh;y  K^^^^xixdx,  8c  mettant  ia 
<valcur  de  x  qui  eft  i-f-j'jiffl  i-+^j^/x  i-+-^xi/y=*/!eix;of 
/x  i^^j^y«=^---i>'*H-T^î---i;>*-4-y>S  &C.  multipliant  donc 
çat  i -f;;;rx  ïy,  pupar  ^-f-j^i^,  fai 

ydy'^l^Uiy'^lyii^±y*ify^^y^^^ytilfy^  &C 

ce  qui  fe  réduit  àj^iy^ij»*^  —  ivî^H-iVj^é' —^J''^ 
-♦-  T5>  é'  *  ^c.  &  tirant  îintcgrale ,  jai 

PoOrTirïîÇver  rûç^Sc  de  x^dx ,  ^  ^pofe  «  «=  i  nhy  »  donc 
<t»»°=4y>  ^  ^*«=ji  «<ry  '  "*"^;iefappcfe  «ncoreT^'"*'»»!**!*, 

— ?>*>  ^c.  donca-éî^/x  I  -+->=«  '^y^yzi^^^^tSS'^^ 

6c  ftî&at  Ta  hatfripTiCation  indî<ïuëe  ,  faii-f-7/x  i-Hjrs=^ 
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»^— 7«*  ,  &c.  donc  puifqoe  j'ai  n-j>/x  i  -i-j^aw/xTHh«', 
fai  auffij^-*-|y— ^y3-h/,^4,  &c.»=i»— i»»-hf  »î,  ûcc. 
&  faifant  toutpafler  dans  le  Kcond  nombre,  j'aiff— 7»*-hj 
«î ,  flcc y — \y^  -*-!>''  *  &c.  =  o. 

Je  fuppoTe  » s=sy  -♦-  Kjr»  -t-  »»y'  -♦-  »»y*-+'/3'^  j  &c.  les  lettres 
K>  ^^  *  x/ >.&€.  lom  des  indéterminé  y  doitc 


î*-ï»'==^ 

Hr  f>rî-H     Ky*^  Ky  ,  &c. 

- 

^r-    »r»y* ,  fcç. 

^fl»*« 

.«-     i_y*—    KyS  &C. 

r^i:**-- 

-H    fy»  «ce. 

i        — >»— 

i>' 

-4-T>*—    ÂJ^!*-  îij«'r«tc. 

Je  fais  tous  les  termes  de  cette  ^uation  égaux  à  zcro^  ce  quf 
donne^— ^««o>otti-<^i»:o,  iss=ii  K — r — i=o,donc. 
K.  s=i-Hi=«  ti  m--K-4-|Hri>«  0 ,.  &  mettant  la  valeur  dç 


— Xm— »  -h  K»-l-  »-^K  -*-'7 -i-'^  :sB  o  r  &  mettant  les  "va- 
leurs df  K. ,  »  ,.»»  ,  jjai.f  «=f-hi—  i^ — i-H- 1  — ^  =* i^^ i 

_,        I 

Je  mets  Ie»i^eurstrottvies>de  K>  jv»,  »,.f  >  ^c.  dans  «=sv 
r<-K>*-+-»»y3-lr»y*^&c.  &  j!ai»==)r-t-J^»  -*-i>' -*"?>*+ 77 
yi,  &c.  donc  i-tTi»«=»-*-/-+-j'*-*-T>''j+2i/*-*-iTf>^i  *^^- 
©r  nous  avons  feppofé  ci-defius  I  -fn»»  i  -4-^*"*''  =*=**^don<t 
î:H^'"*"'=-t.-+-/-»-y-hf>î-f-f>*-l-î^jyS  &C.&  i-h/"*^ 
«fy  »  jr'«ir=4)r-+-jrify-t-j?*i$^-hiy*4y,  «cc  &  par  conit^ttcnt. 

&c.  eft  l'intégrale  cherchée.  j     .^^ 

On  peut  par  la  même  méthode  trouver  les  jntegtabiaift  «^ 
I^Èfinces  exponcnticllet  j^  compoTées.^ 


;o4  Lk  CaItCUL  Différentiel, 

141.  Conjiruire  une  courte  exponentielle  dont  P équation  efi  donnée^ 

Soit  Téquation donnée x'=y ,  donc xlx=^  ly=^\>^lyy  d'où 
je  tire  I  ,  /x  :  :  jp ,  /y  ;  je  décris  une  logarithmique  IMBN  {Fig. 
7i.)dontrordoi  ^ie  AB==i  ;  je  nomfne  l'ordonnée  PM=x, 
&  par  conféquent  rabfciffc  AP=/jr ,  je  prolonge  AB  en  E ,  du 
point  M  j'abaifTe  MC  perpendiculaire  for  AC  ;  je  prens  CD 
=  AB&DE=PMi  do«cCM  =  AP=:/jc,  CD=AB=i 
&  DE=MP==*  >  j'ëlcvc  en  £  la  perpendicubire  EL  qui 
rencontre  en  L  la  droite  DML  qui  paffé  par  les  points  D, 
M ,  &  les  triangles  femblablcs  ,  CMD,  ELT) ,  donnent  CD , 
CM:  :DE,  e£,  donc-i  ,  /jc:  :*  ,  j)c/x  =  EL;  mais  nous 
avons  I  >  Ix  ::  X  ^ly  y  donc  x/x==;=/y  =  EL  ;  or  EL=AH, 
donc  AH  =  /y  ,  6c  par  conféquent  l'ordonnée  HI=j^  >  je 
prens  fur  Cm  prolongé  k  droite  CG  =  HI=y,  &  le  point 
G  eft  un  point  de  la  courbe  chercbéjp  i  car  puifqu  on  a  i  ^  ^  :  :  x  ^ 

ly  f  donc  xlx  =  /y  ^  &  pat  conféquent  x  =iy  ou  bien  ÇA 
«=CG  i  Taxe  de  cette  courbe  eft  la  droite  AE  fur  laquelle  fc 

{>rennent  les  abicifles  de  A  en  £  ;  on  trouvera  de  la  même  façon 
es  autres  points  de  la  courbe  correfpondans  aux  ordonnées  MP. 
de  la  logarithmique  qui  font  du  côté  de  AP. 

Pour  trouver  les  autres  points  delà  courbe  correfpondans  aux 
ordonnées  TQ  de  la  logarithmique  qui  font  du  côté  de  AQ,on 
prendra  une  ordonnée  TQ  qu'on  nommera  =  x  ^  donc  ÀQ 
= — Ix  p  on  mènera  du  point  T  la  droite  TYR ,  ce  qui  donne 
AY=^TQ  =  ^>  on; fera  i  j  x::  — Ix^^ly  >  c*eft-à-dirc  ,  on 
prendra  Une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  BA ,  AY ,  AQ , 
&  la  portant  de  A  en  Z",  on  aura  AZ  ===— /y  ,  donc  Tordonnée 
ZXfera=^^  car  quoique  les  abfciffes  du  côté  de  AQ  foient  né- 
gatives, les  ordonnées  font  toujours  pofitîvesàcaufe  quelles 
font  toujours  du  même  côté  par  rapport  à  HQ  ;  on  portera  ZX 
de  Yen  R,  &le  point  Kfera  un  point  de  la  coudre;  car  puif- 
qu onà,  i>Àf  ::— 1/«  ,  ^--/y  f  donc  XX  —  /;c=s=— ^  >  ou  x/v 

= /^  1  &  par  conféquent:x*=s==y  ou  ÂY*=  YR. 

Lorsque  rabfciflfe  A  L = x  devient  ===  o ,  ^équation  Jclx  =  /y  ; 
pt  quarid  le  logarithme  Ar ,eft  zéro,  là  droite  dont  il  eft  le  loga- 
rithme eft  rùtiité  dont  alors  oiia^  =  i ,  c  eft-à-dire ,  que  fi  Yon 
frênd'Aé  =^AB;î  le'poipt.Aferaunpoïntdela  CQurbe  cherch»ée. 

Par  la  mênie  équation  xlx^=sily^  on  connoît  que  iî  x=  i ,  on 

*  *  *       ■     *  a 
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a  lxis=zfyy  or  le  logarithme  lxàex=:ieû  zéro,  donc  on  a  en- 
core/y,  =10,  ôcpar  conféqucntj=  1 ,  ainfi  quand  rabfciffc  AB 
s=  I ,  on  a  BS  =^  ==  1. 

'  1 42.  On  doit  remarquer  en  paflant  que  pour  avoir  unJogarith- 
xne  de  logarithme ,  par  exeniple ,  le  logarithme  de  AH ,  lé  loga- 
rithme de  HI ,  il  faut  porter  AH  de  A  en  ^ ,  enfuite  élever  la  per- 
pendiculaire ^r ,  &  du  point  c  où  elle  coupe  la  logarithmique 
mener  cr  parallèle  à  ^A,  ce  qui  donne  rr  =  aA==/y ,  &  par 
coriféquent  A>5==//)^,  &  amfides  auttcs.  ,    .  ,; 

'   143.  Trouver  la  fomangente  d^ une  courbe  dçttt  P équation  efl  a^ 

==y.    ...    V  <^-:  ■    .  v^    :  •--    '  •'•   :-.'i  ,•  •  •>'^.:'-// 

.  rtufque  (f^^y ,  donc  xla^=^ly  yiL  prenant  la  difFércncc  en 'me 
reflbuvenantqoe  la  différence  de/yelt  ^  jjixladx^^—y  àoncdx 

==  ^  ;  or  1  çxpreflion  générale  de  la  foûtangente  eft  ^  ,    ïnqt^^ 

«antdonc  dahs  cette  cxpreffion  la  valeur  À^dx^  quîeft  y  ,*j'aî'* 


Pour  la  conftraftion  je  décris  une  logarithmique  dont  Tordon^ 


MP  parallèle  a  AC  ,  donc  MP=:AÇ==  «j  &  par  confé(|B€nt 
AP  =  /a;  je  medé  la  droite  BP,  &  prenàrirPQ=^  i ,  je 'mené 
QT  p^aOUle  à  AC,  .fes'tïiai>èles  &mbMcs  A^y^^^léoi^^ 

x>ent  A:P  ;  AB  :  :  PQy.Qf  ;>  ^»Jbla%  i  :î  ji«Ot^*rjik\f^^^ 

eft  la  foûtangente  cherchée. 

•  La  foûtangente  pétant  confiante  dans  cette  courbe ,  if  s'en* 

fmrqtf^fekîdûrbéêil  unèlogarîthih^^  -^  ^'  * '^-    '-^  '^  "^'^  *^ 

;  1  ^4^oyyv''.tà7fouî4nge^  ambc  ifm^^auatU9J^x''iBs^y^. 

Puiîque  **  =^y ,  dohp  *Zi  =^  /y  ;  &  prenant  fa  différence ,  j  ai 

hàx^~  ==  ^,  ûùy/xdx -^ydx^dy  i  or  Texpreffion générale 

dé  la  foûtangente  eft  j^  i  tficttam  donc  k  Vaîeut  de  dy  ,.  j'aî' 

:  ;  _.  V  ==^'îrT^>  douje  tire /xH-i,f  1  ::  1  •.  - — *    ,.  ,. 
Pour  la  conftru£lionje  décris  une  logarîtnmfque  dontioraonr 


née  AB==  I  (f/>-7i->>  «cToidomiécMP^Jr^donc  AP«&Xr; 

Sff 
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&  par  conféqoent  AP  -*•  AB=:/r-H  i  >  dooc prcnttt mie  ctoi* 
iiéme  propomonneUe  aux  deiuL  li|;fies  AP-nH  AJ3  ^  &  AB^  j'ail» 
foutangençe  cherchée. 

14;.  Trouver  taJouperptndicuIaire^unecùÊtrbe  dora  riquationejt 

Fuifque  y^sfp=y  ^  donc xtx^ssfy^  &pfeiiaittla  £fit£reace^  fû 
«ommedans  ïztûdejpsécédcntyhcdx'^ydxsBsdjn  or  Texpre^ 

lion  générale  de  la  (buperpendicvdaire  eft^  ^  mettant  donc  h 

valeur  de  iy ,  j'ai^î^îî^îlJ^S^ 

Pour  la  conftruûkm  je  décria  une  logarithmiqQC  dont  Tordo^^ 
née  ABasi  (i%.7i.)  fie  f ordonnée PM=j^^  je  cherche  uno 
troUiéme  proportionnelle^jf  aux  deux  lignes  AB^  PM  i  &  fupp^ië 
que  Hltis^r  j  ai  AH  =/x  ^  de  AH-K AB  =  /x-t-  11  c cft  pour- 
quoi prenant  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  AB  ^ 

AH4.  AB  &  yyy  c  cft-à-dirc  faifant  i,lx^i::yy,  ^~^'  9 

cens  quatrième  proportionnelle  fera  la  ibupeipendicalairc  de« 
mondée. 

1 4^ •  Trouver  f  équation  de  la  courbe  Sont  k^Jiutaugeme  efl  j:^ 
L'expreffion  générale  de  la  foutangente  écaoc^,  j'ai  —^ 
=^,  donc  dys=ydx'^ylxdx ^  ou2  =  d5r-+-Afiv;  or  Iintc- 

gnk  de  ^  ee^  y  éc  llMegtalo  d«4^^^/»dk  ;  oa  <k^/^ 

^içix^àoncly^mxlK^  &  par  <km£cMetit  jf^KCtf»  eftyéq<iation 

cherchée.  •  

.    I47.  Trouver  f  équation  d$m  lafosfcrpendiculairee^y^Kix^u 
Par  la  condition  du  problème  j'ai^  z=^y^xlx^i,  à<Hïcyif 


^y^  /Sv-h  idxydc:  dirifant  parjr»  ,fai  2 

Thdx^l:çdx;^'!^i  or  Pintegrale  dc^^cft/K,&  celle  de  ^^^^ 

H-^  cft  «fo,  donc ^s=*&,  &  par  c«n£équcnt **== j?  cft  l'é^ 
quaition  cherchée. 

148.  TrMfvff-  NfimitH  fufueomie  àm  ttùveeji  — ^**- 
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•=  -^ ,  or  Texpreffion  générale  de  la  différentielle  d'un  aire  eft 

yâxy  dDQC^^^==j^i*^doajetire^/;r^ 

4;^ = 4'  efl  réquation  cherchée. 

Pour  confliuire  cette  courbe ,  je  décris  une  logarithmique 
dont  Tordonnée  AB=  i  (F/g.  75*)  ;  j^  prolonge  cette  ordonnée  ; 
Reprenant  AD=tf ,  j'élève  la  perpendiculaire  DL  qui  coupe 
la  logarithmique  en  L  ^  d*où  je  mené  LH  parallèle  à  AD ,  ainft 
LH  =  ^^  &AH=A»Î  je  prens  AC  =  af^  &  élevant  la  perpen- 
diculaire CM  qui  coupe  la  logarithmique  en  M ,  je  mené  Mr  pa- 
rallèle à  CA,  donc.MP  =  *&  AP=/;^;  je  prens  AF=AH 
efcsAi,  &  j'élève  la  perpendiculaire  FE  qui  coupe  PMenE, 
donc  FE = AP  =  /a?  ;  du  point  A  par  le  point  £  je  mené  la  droite 
AG  qui  coupe  CM  prolongé  en  G^  &  les  triangles  femblables 
AFE ,  ACG  donnent  AF  ,  FE  ;  :  AC  ^  CG ,  ou  la  ^  Ix  ..x ,  ^  p 

mais  par  Féijuation  xtx  ^=yla ,  onzla^lx  ivx  y  y  y  donc  r  =^  y 

^=CG  y  &  par  conféquent  le  point  G  eâ  à  la  courbe  cherchée, 
9l  on  trouvera  de  la  même  façon  tous  fcs  autres  points. 

150»  Trouver  la>  moindre  ùr donnée  iune  courte  txgonentUlU  dont 
féoiêation  eft  x*  =7- 

ruifque  x*==y ,.  donc  xîx^=ssfy  y  &  prenant  la  différence  y  j*a£ 

dxix  -4-?^  as:  ^  yd'(m}e6xcydxix-i^ydx=s:dyi  or  dans  le  point 

de  la  moindre  ordonnée  on'  a  ^ysso  ,  suafi  qu'on  a  vu  dans  le 
calcul  différentiel ,  donc ydxlx  ^ydx  ==  o  >  d  où  je  tire  r  = — /r- 

Ayant  donc  décrit  la  logarithmique  ifig^Ti.)  &  la  courbe 
GSR^  de  réquation  ^c=?y^  je  prens  AQs=ÂH=:i  =— /v,, 
fie  par  conféquent  QT  ==Jif ,  donc  ttanfportant  QT  de  A  en  Y  ^ 
Fordonnée  YR  eft  la  moindre  cherchée* 

Que  fî  dans  l'équation  xix^sss^lydc  la  courbe ^  onfubiHttte*-*  i^ 
au  lieu  de  Ix  y  on  anra — x  ss/^^prenam  donc  AZ  «s  QTrmL.  jf», 
on  aura  ZX==j^>  &  pat  cocféqucnt  ZXss=  YR- 

Fin  d»  troifiime  &  demer  Livre. 
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Sffîîj 


A  r  P  R.O  B  jtTI  0§f. 

J'Ai  lù  par  ordre  de  Monreignenrle  Chancelier  nn  Manufoit  intitulé.  Let 
Calculs  Différentiels  &  Intégrais  ,  .dont  j'ai  crû  l'inipreffion  otite  à  cew 
qm  veulent  s'initier  dans  ces  Méthodes.  Fait  à  Paris  ce  ;.  Avril  »74(v 

MONTCARVILLC. 


PRIVILEGE    DU   ROY. 

LOUIS  par  la  grâce  de  Dieu  Roy  de  France  &  de  Navarre,  à  nos. 
^  Ames  &  Féaux  Confeillcrs  les  Gens  tenant  nos  Cours  dé  PaWcmçnt ,. 
Maîtr«t  des  Requêtes  ordinaires  de  notre  Hôt«l ,  Grand  Contêil,  Prévôt 
de  Paris  ,  Baiilifs  ,  Sénéchaux  ,  leurs  Lieuteoans  GviU  &  autres  nos  Jufti- 
aors  qu'il  appartiendra  :  S  4L  UT,  Notre  bien  amé  CHARi-ts-ANTolAB. 
JoMBERT,  Libraire  de  notre  Artillerie  ft  du  Génie ,  &  Libraire  à  Paris, 
Nous  ayant  £ùt  reroontwr  qu'A  lui  aaroit  été  nis  en  main  y  La  Mtfure  des 
Surfaces  &  des  Solides  par  les  Cevtrff  dt  Gravité  y  &  P Arithmétique  des 
Injims  i  pat  le  fieur  Deidier ,  q»'il  foubaiteroit  &iie  imprimer  &  donner 
au  Public ,  s'il  nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  force 
Bécoflaires;  offrant  pour  cet  effet  delesWe  imprimer  en  bon  papier  & 
beaux  caraderes ,  furvant  la  feuille  in^rimée  &  aiiacUée  pour  modèle  fou» 
le  contre-fcel  des  Préfentes.  A  «  E  s  g  >bu SB  s ,  voulant  traiter  fiivorable- 
ment kdit £xpo&at , Nousluiavona  permisJlc pemwKotis par ees FréTcn- 
tes  de  faire  imprimer  lelHits  Ouvrages  d-dcflusfpecifié»,  en  un  ou  plufieure, 
volumes,  conjointement  oti  féparement,  S^  autant  de  foi»quebon  lui  fian- 
blera,.  &  de  les  vendre  ^  fiùre  vendre  &  débiter  par  tout  notre  Rovaunift 

Scndant  le  tcms  de  acaf  années  confecorive» ,  à  compter  du  jour  de  la  date 
elditeft  pcéfentes  :  Faiibns  défenfes  à  toutes  fortes  de  perfonncs  de  quelque 
nité  &  conditioa  qu'elles  foient  d'en  introduire  d^mpreffion  étrangère 
aucun  héu  de  notre  obéiflànce  ;  comme  auffi  à.  tous  Libraires  Impri- 
■leure  &  autres  d'i^nprimer  ou  faire  imprimer ,  vendre ,  faire  vendre ,  débi- 
ter ni  contrefaire  lefdits  Ouvrages  d-dcffus  expofés  en  tout  ni  en  patrie,, 
m  d  en  faire  aucuns  extraits  fous  quelque  prétexte  que  ce  foit  d'augmenta- 
tion, correâion ,  chaiwenent  de  ritre  ou  autrement ,  (ans  la  permiflîon  ezr 
preflc  &  par  écrit  dudit  Expofant  ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui ,  à  pei- 
ne de  c«fifcation  des  exemplaires  contrcfaits^,  de  fix  mille  Kvres  d'amende 
contrechacun  des  contrevenans ,  dont  un  riersà  nous  ,  un riers  à  l'Hôtel 
Dieu  de  Pans ,  l'autre  Uers  audit  Expoûnt ,  &  de  tous  dépens,  dommage» 
?  interets  ;  A  la  charge  que  ces  Préfente»  feront  emregiftrée»^  tout  au  long 
lur  le  Rcgiftre  delà  Communauté  des  Libraires  &  Imprimeurs  de  Paris  dans 
trois  moi»  deU  date  d'iCeWesj  Quel'impreffion  defdits  Ouvrage*feia  fiute 
dans  notre  Royaume  &  non  ailleurs ,  &  que  l'Impétrant  fe  conformera  e» 
tout  aux  Rcjlemenade  laLibrairie,  &  notamment  à  celuida  dix  Avril  1 7*5. 


Se  qu'avant  que  de  tes  emofer  en  vente ,  lesManafcrits  ou  Imprimés  qui  au- 
ront fervi  de  copie  à  1  impreffion  defdits  Ouvrages ,  feront  remis  dans  le 
même  état  où  les  Approbations  y  auront  été  données  es  mains  de  notre  très- 
cher  &  féal  Chevalier  le  Sieur  Dagueifeau  ,  Chancelier  de  France ,  Com« 
snandeur  de  nos  Ordres  ;  &  qu^il  en  fera  eafuite  remis<deux  exemplaires  de 
chacun  dans  notre  Bibliothèque  Publique  «  on  dans  celle  de  nptre  Château 
du  Louvre  ,  Se  un  dans  celle  de  notre  très-cher  &  féal  Chevalier  le  Sieur 
Daguefleau^  Chancelier  de  France  ,  Commandeur  de  nos  ordres  ;  le  tout 
i  peine  de  nullité  des  Préfentes  :  Du  contenu  defquelles  vous  mandons  Se 
enjoignons  de  faire  jouir  P£xpofant  ou  fes  ayanscaufe  pleinement  âcpaifi* 
blement ,  (ans  foufirir  qu'il  leur  folt  fait  aucun  trouble  ou  empêchement  : 
Voulons  que  la  copie  defdites  Préfentes ,  qui  fera  imprimée  tout  au  long 
nu  commencement  ou  à  la  fin  defdits  Ouvrages  ,  foit  tenue  pour  duemenc 
fignifiée  ,  Se  qu^aux  copies  coUationnées  par  l'un  de  nos  amés  Se  féaux  Con- 
leillers  Secrétaires ,  foi  foit  ajoutée  comme  à  Toriginal  :  Commandons  aa 
premier  notre  Huiffier  ou  Sergent  de  faire  pour  l'exécution  d'icelles  tout 
Aftes  requis  Se  néceflaires ,  fans  demander  autre  permiifion  ,  Se  nonobftant 
Clameur  de  Haro,  Chartre  Normande  Se  Lettres  à  ce  contraires;  Car  tel  eft 
notre  plaiiir.  Donné  à]^risle  trentième  jour  de  Décembre»  Tan  de  grâce 
mil  fept  cens  trente-neuf^  Se  de  notre  régna  le  vingt-cinquiéne.  Par  le  Roy 
cnfonConfeîL 

SAINSON- 

Rigifiréjmrle  Ref^e  £x  de  la  Chambre  Royale  des  Libraires  &  Impti- 
meuh  de  farts ,  ATo.  j^^«  foU  j  39.  conformément  aux  anciens  R^lemens  , 
€Cfifrmé$  par  cM  du  a8*  F/wirr  1 723 .  -<4  Paris  le  premier  Février  1  y^d. 

S  A  U  G  R  A  I  N»  Sindic 


